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ام جناا   خدای متعال را شاکرم که هستی وام دار اوست. هم چنین از استاد ارجمند و فرهیختاه 

هیل محمدی که با شکیبایی و سعه صدر خود راه موفقیت را هموار کردند و انجاام  آقای دکتر س

 این پایان نامه بدون راهنمایی های ایشان امکان پذیر نبود، بی نهایت سپاسگذارم. 

اناد کماال تشاکر و    از خانواده صبور و مهربانم، که همیشه و در همه ساال پشاتیبان مان باوده    

 سپاسگذاری را دارم.

یشگاه محاسبات سریع دانشکده مهندسی عمران که امکانات لازم برای انجام این پروژه را از آزما

 در اختیار من قرار داد، تشکر می کنم.





 چکیده

ای تحت بارگذاری دینامیکی، در ای در مواد کامپوزیت لایهلایهخوردگی بینی ترکمسئله تحلیل

تحقی  ساضر است. بدین منظاور از تلفیا     هدف انجام ،کنندهدو سالت ترک ایستا و ترک رشد

روش عددی اجزاء محدود توسعه یافته در مکان و روش انتگارال گیاری نیوماارک و گاالرکین     

اسات. از مزایاای روش اجازاء    ناپیوسته در زمان جهت بررسی شکست دینامیکی استفاده شاده 

وسانی اطراف ناوک تارک   سازی دقی  میدان نمحدود توسعه یافته در این تحقی  می توان به باز

بندی ریز، و عدم نیاز به المان بندی مجدد در هنگام رشد تارک  ای بدون استیاج به المانبین لایه

گیری زمانی گالرکین ناپیوسته و الگوریتم سفظ تعادل در اشاره کرد. همچنین با استفاده از انتگرال

-کننده ساصل شدهدینامیکی رشدهای بسیار پایداری برای مسائل ساوی ترک هنگام رشد، پاسخ

های مختلف مکانیک شکست در سالت مود مرک  به روش انتگرال تاداخلی و باا   است. پارامتر

اند. همچنین، سرعت ترک با استفاده استفاده از میدان کمکی وابسته به سرعت ترک محاسبه شده

ز یاک الگاوریتم تکاراری    جستن اای و با بهرهلایههای بیناز معیار رشد ترک مناس  برای ترک

ی ، و برناماه سازی شدهاست. این رویکرد عددی در قال  یک برنامه کامپیوتری پیادهآمده بدست

-های عددی و آزمایشگاهی، راستی آزمایی شدههای متعدد، با مقایسه با دادهساصل در طی مثال

های دو و چناد  در کامپوزیت ای ایستالایههای بینها شامل بررسی دینامیکی ترکاست. این مثال

ای همساانگرد و  های دو لایاه ای رشد کننده در کامپوزیتلایههای بینای دوسانگرد، و ترکلایه

دهاد کاه   ها نشان میباشد. نتایج عددی این مثالای، میدوسانگرد، همگی تحت بارگذاری ضربه

الرکین ناپیوسته باه خاوبی و باا    گیری زمانی گیافته به همراه انتگرال روش اجزاء محدود توسعه

ای را لایاه های دینامیکی مکانیک شکست در طول رشد ترک بینبینی متغیرنایی پیشادقت بالا تو

 باشد. دارا می

-مواد لایهای، میدان نوسانی نوک ترک، ای دینامیکی، بارگذاری ضربهلایهترک بینلغات کلیدی: 

 ایلایهبین معیار رشد ترکای اورتوتروپ، 
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 مقدمه: 1 فصل

 بیان مسئله -1-1

ری از  أيا  هرکأدام از   شیأ سده با الیاف با منظير بهرههای مختلف تقيیتترکیب کردن لایا

سازی ن هياپیمایی تبأدیل  ترین عنصر ميرد استفاده در صنایع  يدرنرا با متدانل 1هامياد، کامپيزیت

"مألاا "یا  "زمینا"از دن بخ. اصلی  1-1است  این مياد مطابق سکل نميده
"الیأاف "ن  2

تشأکیل   3

پأيیری، ن   تقال بار با الیاف، ایياد سکلاند  زمینا نق. محافظت الیاف در برابر عيامل محیطی، ان سده

تأيان بأا پلیمرهأا، فلأزاا ن     نگهداری الیاف در امتداد مناسب را داراست  از مهمترین مياد زمینا مأی 

باسأند   هأا مأی   ی مقانمت ن سختی کامپيزیتکنندهها اساره کرد  الیاف، از طرف دیگر، تعیین سرامیک

 ها هستند یيم مهمترین الیافای، کربنی، ن اکسید آليمین الیاف سیشا

دارنأد، کأا    4سيند کا رفتاری دنسأانگرد  های نازک سا تا می این مياد معميلاً با صيرا لایا

های متفانا یک عنصأر بأاربر بسأیار مقأانم بأا نزن      ها رنی ه  در جهتپس از مرارشیری این لایا

ها باعث سده تا از ایأن مأياد   ت(  نیژشی منحصر با فرد کامپيزی2-1سيد )سکل نسبتاٌ ک  سا تا می

ای، صأنایع فضأایی، جنأف افزارهأای     های هستاهای حساس ن مدرنی همچين نیرنشاهدر تکنيليژی

های بسیار حساس مقانم در برابر ضربا ن حرارا ن صنعت مهندسی پزسأکی اسأتفاده   مدرن، رنک.

                                                 
1
 Composites 

2
 Matrix 

3
 Fibers 

4
 Orthotropic 
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  مقدمهمقدمه

بردهای آن ها بر يردارند، تنها سيد  بدیهی است با تيجا با سطح بالایی از اهمیت کا این مياد ن کار

باسد  با عبأارا دیگأر اثأراا نقأ  ن     اتکا کردن با رنابط مقانمت مصالح در تحلیل آنها کافی نمی

ناپیيستگی هایی مانند حفره ن ترک در این سازه ها بسأیار مهأ  ن حأااز اهمیأت اسأت، ن لأيا علأ         

 ت با مقانمت مصالح دارد  تری نسبمکانیک سکست در تحلیل  رابی این مياد نق. پر رنف

 

 
 [1]  زمینا ن الیاف در یک ماده کامپيزیت 1-1سکل 

 
 [2]های مختلف در یک کامپيزیت   مررارشیری لایا2-1سکل 

 .باسأد ای می يردشی بین لایاای، ترکهای لایاترین عيامل  رابی در کامپيزیتیکی از اصلی

 1تياند سکل بگیرد کا از بین آنان، مطابق تحقیأق بيلأيتین  این نيع از  رابی تحت عيامل مختلفی می

                                                 
1
 Bolotin 
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ی ایياد سده در مأرز دن لایأا ميأانر در اثأر     باسد  در اثر آسیب دا لمی 1، مهمترین عامل ضربا[3]

دهأی، ایأن نأيع    ای نارده در هر یک از مراحل تيلید، نصب، تعمیر ن البتا حین سرنیسبارهای ضربا

تياند باعث  رابی عضي باربر شردد  با همین علأت، ایأن تحقیأق بأا     سده ن با سرعت میترک ایياد

-دنسانگرد، در دن حالت ایستا ن رسد کننده، تحت بارهای ای در کامپيزیتهای بین لایابررسی ترک

سأده در زیأر آنرده   ی حأل است  سکل عميمی مسأئلا ای ا تصا  داده سدههای دینامیکی ن ضربا

 است سده

 
 ای بین دن ماده دنسانگرد لایا   ترک بین3-1سکل 

هأای  لایأا ی ی در مرز جداکننأده مشخ  است، یک ترک بین لایا 3-1همانطير کا در سکل 

ها، هأر لایأا بأا صأيرا یأک      است  بستا با نجيد ن یا عدم نجيد فیبرکامپيزیت در نظر شرفتا سده

ای های ضربااست  کل ميميعا تحت اثر بارشياری همسانگرد ن یا دنسانگرد در نظر شرفتا سدهماده

دن جسأ  بأامی    شیرد  در تمام حالاا ترک در مأرز باسد ن تحلیل در حالت دینامیکی صيرا میمی

است کا سيد  در این پژنه. در راستای دن دستا مساال شام برداستا سدهآن  ارج نمی زماند ن امی

ی انل، مشخصاا مکانیکی محیط ترک  يرده با ترک ایستا، همانند ضریب سأدا تأن. ن   در دستا

                                                 
1
 Impact 
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ازد کا در آنها تأرک  پردی دنم با تحلیل مساالی میباسد  اما دستایا انرژی سکست، حااز اهمیت می

 کند    ای رسد میتحت بار ضربا

 روش سل مسئله -1-2

سازی مساال حانی تأرک نجأيد    های تحلیلی، آزمایشگاهی ن عددی متفانتی برای مدل رنش

-حل این در  محدندند بسیار اما بر يردارند، دمت درجاا بالاترین از هرچند تحلیلی های دارد  حل

 آن در بارشأياری  ن مأرزی  سرایط اعمال ن جزای یا کلی دیفرانسیل دلامعا یک پاس. از استفاده با ها

 بأا  مأياد  بأرای  صأرفاً  رنش ایأن  تا سيدمی باعث ميضيع همین کا سيدمی پردا تا مسئلا تحلیل با

 رنش با نسبت چند هر نیز آزمایشگاهی های رنش  باسد کارا انلیا ن ساده بسیار بارشياری ن هندسا

تحلیأل دینأامیکی    مثال برای  دارند را  يد  ا  مشکلاا دارند، بزرشتری ثرا یحيزه تحلیلی های

ها تحت بر يرد احتیاج با تيهیزاا نیژه برای اعمال بارشياری ن ثبت دمیق نتأای  دارنأد   کامپيزیت

هرینأا  های عددی بسیار کأ  برد  از طرف دیگر رنشی انيام این آزمایشاا را بسیار بالا میکا هزینا

باسأند، بأا همأین علأت ایأن      های پیچیده را دارا میبارشياری ن کردن هندساد ن مابلیت مدلباسنمی

 اند  ها در این تحقیق ميرد استفاده مرار شرفتارنش

ن نیأز   2، رنش اجأزای محأدند  1تأيان بأا رنش المأان مأرزی     های عأددی مأی   از جملا رنش

هأای عأددی متأدانل،     ند از بأین رنش اساره کرد  امرنزه رنش اجزای محأد  3های بدنن المان رنش

رنش حل با این صيرا اسأت   .استپرکاربردترین ابزار برای تحلیل مساال مهندسی ن فیزیکی سده

هأایی اسأت کأا از ایأن      سيد  هر المان دارای شره کا مدل با اجزای کيچکتری با نام المان تقسی  می

هأای ميأانر منتقأل     پارامترها را بأا المأان  ها یا سایر  سيد ن تن. های ميانر نصل می طریق با المان

هأای  تأيان جأيا   های مناسب، میکند  با نجيد تقریبی بيدن رنش، با در نظر شرفتن تعداد المان می

امتصادی بدست آنرد  علانه بر آن، رنش اجزای محدند محدندیتی در هندسا،  صيصیاا رفتأاری  

                                                 
1
 Boundary element method 

2
 Finite element method 

3
 Meshless method 
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اال مختلف مانند انتقال حرارا ن تحلیل تأن.  مصالح، سرایط مرزی ن بارشياری  مسئلا ندارد، ن مس

 تيان حل نميد را با آن می

با این نجيد، باید تيجا داست کا رنش اجزای محدند با صيرا ذاتی بأر اسأاس پیيسأتگی    

ها استيار سده است، بنابراین در حل مساالی کأا سأرایط ناپیيسأتگی ماننأد تأرک نجأيد دارد،        المان

-کند احتیاج با م.هایی کا ترک رسد میمیسر نخياهد بيد  در حالتتحلیل با این رنش با سادشی 

باسأد  بأا عألانه بأرای     شیأر مأی  باسد کا در یک تحلیل دینامیکی این امر بسیار نمتبندی ميدد می

های اطراف نيک ترک تغییراتی ایياد سيد  نيک ترک باید در سا تار المان 1دستیابی با سرایط تکینگی

-بسیار ریز استفاده نميد، بنابراین در مساالی کا میدان نيک ترک بسیار پیچیأده مأی   هاین یا از المان

 ای، این رنش دمت پایینی دارد  باسد، همانند میدان نيک ترک بین لایا

میلادی رنش اجأزای محأدند    1999سده، بر ی محققان در سال  برای غلبا بر مشکلاا شفتا

هأا انيأام    بندی مدل بدنن در نظأر شأرفتن ناپیيسأتگی    آن سبکارا پیشنهاد کردند کا در  2تيسعا یافتا

شأردد   هأا مأدل مأی    مناسب، ناپیيسأتگی  3سازی پيیرد ن سپس با کمک شرفتن از بر ی تيابع غنی می

های اطراف ترک را افزای. داده ن از این طریأق سأرایط ناپیيسأتا     ساز، درجاا آزادی شره تيابع غنی

سازی سرایط تکینگی در اطراف نيک تأرک نیأز    ا تغییر در نيع تابع غنیکنند  ب دا ل المان را مدل می

های مياد یا با عبارتی تغییر فاز نیز با  سيد  با علانه، مدل کردن تغییراا در جنس ن نیژشی فراه  می

پيیر است  در این صيرا هر نيع ناپیيسأتگی ماننأد تأرک،    سازی مناسب امکان استفاده از تيابع غنی

تيان در این رنش مدل کرد  با همین علت اسأتفاده از رنش اجأزای محأدند     یر فاز را میحفره ن تغی

ای در مياد کامپيزیت بسیار  لایا هایی کا داراست برای تحلیل ترک بین تيسعا یافتا با تيجا با نیژشی

 مفید  ياهد بيد 

تيسأعا یافتأا   ها با رنش اجزا محدند ی بررسی  رابی کامپيزیتهای زیادی در زمیناپژنه.

(  بأا طأير نیأژه،    [13-4]اند )مراجع است کا همگی بستری مناسب برای این اثر بيدهصيرا شرفتا

ای لایأا ساز نيک ترک بین، کا درآن تيابع غنی[12]عشری ن محمدی تحقیق انيام شرفتا تيسط عثنی

                                                 
1
 Singular  

2 
eXtended Finite Element Method (XFEM) 

3
 Enrichment functions 
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ی کأار  ناما در نامع تيسأعا باسد ن این پایانی این تحقیق میبرای محیط انرتيترنپ معرفی سد، پایا

 باسد  ی تحلیل دینامیکی ن مساال رسد ترک میميکير با حیطا

 نامه ساختار پایان -1-3

های رفتاری ایأن  سيد ن پس از بیان نیژشیدر فصل دنم با معرفی مياد کامپيزیت پردا تا می

سيد  در ایأن فصأل   ای پردا تا می يردشی دینامیکی بین لایامياد، با بررسی مکانیک سکست ترک

ای بین دن محیط دنسانگرد، در سرایط سکين ن شسترش تأرک، مأيرد   رنابط مربيط با ترک بین لایا

ای دینأامیکی  لایأا را  يدکار برای ترک بینی تعیین سرعت ترک با صيشیرد  نحيهبررسی مرار می

سيد  در اداما ن در فصل سيم با تشریح مختصر رنش اجزای محدند تيسعا یافتأا  می ه  سرح داده

ی مدلسأازی تأرک، چگأينگی تخمأین دمیأق میأدان       پردازی   پس از بیان کلیاا این رنش، نحيهمی

ساز، با همراه رنش مأدل کأردن تغییأر    تيابع غنی ای با استفاده ازلایانابستا با سرعت نيک ترک بین

سأازی رنش اجأزای   ی پیأاده سيد  نحأيه  تيسط این رنش تيضیح داده می 1فاز یا ناپیيستگی ضعیف

های پایدارسأاز هنگأام شسأترش تأرک در مسأاال      محدند ن همچنین بر ی نکاا در ميرد الگيریت 

هأای عأددی   سيد  در فصل چهارم مثأال اده مییافتا تيضیح ددینامیکی با رنش اجزاء محدند تيسعا 

های مکانیکی ن عددی آنهأا  شردد ن سپس با بررسی جنبابرای ترک ساکن ن ترک  پیشرننده ارااا می

ی پیشأنهادهایی بأرای کارهأای    بندی کارهای انيام سده ن اراااسيد  فصل پني ، با جمعپردا تا می

 بعدی ا تصا  دارد 

 

                                                 
1
 Weak discontinuity 
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 در مواد کامپوزیت ای لایه نبیمکانیک ترک : 2 فصل

 مقدمه -2-1

معميلاً از در کنار هأ  مأرار دادن    1های کامپيزیتی همانطير کا در بخ. مبل تيضیح داده سد، لایا

رفتاری دنسانگرد دارد ن معمأيلاً   2سيد  هر لایا سده از ملاا ن الیاف، ایياد میهای نازک تشکیل لایا

باسد تا مقأانمتی مسأتقل از بارهأای     يد متفانا میهای مبل ن بعد از جهت الیاف در هر لایا با لایا

ها ا تصأا   های کامپيزیتاعمالی ایياد کند  این فصل با بررسی مکانیک سکست ترک بین این لایا

 است سده داده

هایی است کأا در هأر زمأان از     ای از آسیب در مياد کامپيزیت لایا 3برنز ترک بین دن لایا ميانر

حمل، نصب ن  دمت رسانی احتمال با نجأيد آمأدن آن نجأيد دارد  طبأق     عمر سازه مانند سا ت، 

ای با چند دستا اصلی تقسأی    لایا ، از لحاظ علمی علل ایياد ترک بین[14] 5ن ساپنر 4تحقیقاا پاشاني

ای، کأرنی یأا    سيند مانند ایياد سطيح  میأده، اسأتيانا   ی انل با دلیل انحنا ایياد میسيند  دستا می

تيان با مخازن فشار اساره کرد  در این حالت تن. نرمال در مرز  میای در این مياد کا برای نمينا  ليلا

سأيد  دسأتا دنم بأا دلیأل تغییأر       بین دن لایا ميانر زیاد است ن ميجب ایياد ترک بین دن لایأا مأی  

                                                 
1
 Laminates 

2
 Lamina 

3
 Delamination 

4
 Pagano 

5
 Schoeppner 
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در  یا هیلا نیترک ب ککییمکانمکان
  تیمواد کامپوز

ن یا اتصالاا چسبی ن پیچی مختلف   1سيد مانند حيف یک لایا، مرز آزاد ناشهانی در مقطع ایياد می

يان با آنها اضافا کرد کا حرارا ن رطيبت عيامل ایياد ترک باسند  ا أتلاف در  ت دستا سيمی ه  می

هأا در هنگأام    ضریب انبساط حرارتی الیاف ن زمینا منيأر بأا ا أتلاف در تغییرسأکل حرارتأی لایأا      

سأيد   ای می لایا ناسی از این ا تلاف ميجب ایياد ترک بین 3مانده های بامی سيد ن تن. می 2آنری عمل

 أيردشی بأین   (  اما همانطير کا در فصل مبل اساره سد، مهمترین عامأل تأرک  [15]مکاران ن ه 4)تی

 است باسد کا در این تحقیق ميرد بررسی مرار شرفتاای میای در مياد کامپيزیت بارشياری ضربالایا

پأردازی   در ادامأا،    ای مأی رنابط ميجيد بر رفتار مياد کامپيزیت لایادر این فصل ابتدا با بررسی 

رنابط حاک  بر مکانیک سکست دینامیکی این مياد برای ترک پیشرننده در بین دن محأیط دنسأانگرد   

پس از بیان میدان تحلیلی نيک ترک، ضرایب سدا تن. دینأامیکی ن انأرژی سکسأت     سيد  ارااا می

 شردد  یار استفاده سده در این تحقیق برای تعیین سرعت ترک ارااا میسيند ن سپس معمعرفی می

 معادلات رفتاری کشسان خطی -2-2

 5کرن.( در محدنده کشسان بر اساس مانين هيک تعمی  یافتأا  -معادلا رفتار  طی مصالح )تن.

 (6[16]با صيرا زیر است )تینف 

(2-1  ) ij ijkl klC    

های تانسير مرتب  مؤلفا klهای تانسير کرن. ن  مؤلفا klهای تانسير تن.،  مؤلفا ijکا در آن

مؤلفأا دارد نلأی بأا دلیأل      C  ،81در حالت کلأی تانسأير    باسد  چهارم ضرایب کشسانی مصالح می

یابد  در مياد  مؤلفا کاه. می 21های مستقل آن با  متقارن بيدن تانسيرهای تن. ن کرن. تعداد مؤلفا

در یابأد کأا    مؤلفا کاه. می 9های مستقل با دنسانگرد کا سا صفحا تقارن متعامد دارند تعداد مؤلفا
                                                 
1
 Free edge 

2
 Curing process 

3
 Residual stresses 

4
 Tay 

5
 Generalized Hooke's low 

6
 Ting 



 هاای در کامپوزیتخوردگی بین لایهتحلیل دینامیکی ترک
 به روش اجزائ محدود توسعه یافته

9 
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 سيد: میفرم ماتریسی با صيرا زیر نمای. داده 

(2-2) 

11 1111 1122 1133 11

22 1122 2222 2233 22

33 1133 2233 3333 33

12 1212 12

13 1313 13

23 1323 23

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0 2

0 0 0 0 0 2

0 0 0 0 0 2

C C C

C C C

C C C

C

C

C

 

 

 

 

 

 

     
     
     
        

     
    
    
    
         

  

،  1E 1ی بالا را بر حسب ضرایب یانفرابطا
2E   3نE 12 2، ضرایب برسأیG  ،13G   23نG   ن

 یر داری :با صيرا ز 32ن   12  ،21  ،13 ،31  ،23 3ضرایب پياسين

(2-3  )   S  

 با فرم ماتریسی زیر است:  4تانسير مرتبة چهارم نرمی Sکا

(2-4) 

3121

1 2 3

3212

1 2 3

13 23

1 2 3

12

13

23

1
0 0 0

1
0 0 0

1
0 0 0

1
0 0 0 0 0

1
0 0 0 0 0

1
0 0 0 0 0

E E E

E E E

E E E

G

G

G





 

 
  

 
 
  
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

S  

 کا در آن:

(2-5) ij ji

i jE E

 
   

( بأا صأيرا   5[17] ه بيسیلا لخنیتسأکی تيان در صيرا فشرده سده )معرفی سد رنابط بالا را می

                                                 
1
 Young's moduli 

2
 Shear moduli 

3
 Poisson's ratio 

4
 Fourth-order Compliance tensor 

5
 Lekhnitskii 
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در  یا هیلا نیترک ب ککییمکانمکان
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 زیر نيست:

(2-6) , , 1,2,...,6a         

 کا در آن

(2-7)   1 11 2 22 3 33 4 23 5 31 6 12, , , 2 , 2 , 2                  

(2-8) 1 11 2 22 3 33 4 23 5 31 6 12, , , , ,                   

(2-9) 
                      , 3

2                  or 3

4                     , 3

ijkl

ijkl

ijkl

a s

a s

a s







 

 

 

  


 
  

   

(2-10) ,               if ,               if 
,    

9 ,    if 9 ,    if 

i i j k k l

i j i j k l k l
 

  
  

      
  

-2ی )داستا باسی  در معادلا 1هستند  در نضعیتی کا کرن. مسطح Sس های ماتری درایا ijklS کا

   ياهی  داست: aرا با جای  bهای( مؤلفا6

(2-11) 3 3

33

, , 1,2,6
i j

ij ij

a a
b a i j

a


    

 ای لایه مکانیک شکست ترک بین -2-3

های ميجيد در نزدیکی نيک یک ترک  ها ن تن. سعی بر آن است تا تغییر مکاندر این مسمت 

 )ساکن ن پیشرننده( بین دن محیط دنسانگرد ارااا شردد 

است  از آن ای ميرد تيجا بسیاری از محققان مرار شرفتا لایا ی حل تحلیلی برای ترک بینارااا

اساره کأرد  ان تيانسأت میأدان تأن.     با عنيان پیشگام در این  مسئلا  [18] 2تيان با نیلیامز جملا می

ی تأرک  متفأانا را بأا دسأت آنرد  پأس از آن  مسأئلا      4در نيک ترک بین دن ماده کشسان 3نيسانی

                                                 
1
 Plane strain state 

2
 Williams 

3
 Oscillatory 

4
 Elastic 
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در  یا هیلا نیترک ب ککییمکانمکان
  تیمواد کامپوز

، رایس ن [20] 2، اردنشان[19] 1ی همسانگرد تيسط افراد مختلفی چين انگلندای بین دن ماده لایا بین

 ميرد مطالعا مرار شرفت   [23]رایس  ن [22]ن همکاران.  4، هاتچینسين[21] 3سیا

 6، کلمنأتس [24] 5ی غیرهمسانگرد نیز تيسط افأرادی چأين شيتأا   ای بین دن لایا لایا ترک بین

ميرد بررسأی   [29]ن همکاران  10، شایي[28] 9، نن[27] 8، سان ن مانيهاران[26] 7، ، بسانی ن کي[25]

مرار شرفت کا با دنبال این تحقیقاا بر ی از مساال اساسی این نيع ترک حل سد  برای مثال بسانی 

تيان با صيرا جداشانأا محاسأبا کأرد ن     سا ميد مکانیک سکست را میاثباا کردند کا  [26]ن کي 

های اصلی مأاده مأيرد بررسأی مأرار داد ن      نابستگی میدان نيسانی نيک ترک را با جهت [30]تینف 

باز بأین دن مأاده غیأر همسأانگرد را در سأرایط بارشأياری        رفتار ترک نیما [32, 31]نانف ن چيیی 

 بررسی کردند  11مرکب

ی دنسأانگرد  در اداما راه حل تحلیلی برای نيک ترک ترک )ساکن ن پیشرننده( بأین دن مأاده  

 شردد های تغییر مکان ن تن. ميجيد در نزدیکی نيک ترک با صيرا صریح بیان می ارااا ن میدان

 سانگرددودان تحلیلی نوک ترک بین دو محیط یم -2-3-1

ای در مياد دنسانگرد کا با طأير  های تحلیلی نيک ترک بین لایادراین مسمت استخراج میدان

های تن. ن تغییأر مکأان    در تحقیق لی میدان است باسد، ارااا سدهمی [33]عمده نتیيا تحقیقاا لی 

-ی دنسانگرد ن برای بارشياری مرکب بیان سدهدن بعدی برای ترک )ساکن ن پیشرننده( بین دن ماده

                                                 
1
 England 

2
 Erdogan 

3
 Rice and Sih 

4
 Hutchinson 

5
 Gotoh 

6
 Clements 

7
 Bassani and Qu 

8
 Sun and Manoharan 

9
 Wu 

10
 Gao 

11
 Mixed mode loading 
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در  یا هیلا نیترک ب ککییمکانمکان
  تیمواد کامپوز

ی بارشياری ن محيرهای مختصاا محلأی  مشخصاا هندسی  مسئلا ن ترک، نحيه 1-2است  سکل 

دهأد   ی کأارتزین ن مطبأی نمأای. مأی    )تعریف سده در نيک ترک( ن کلی را در دن سیست  مختصات

باسأند  ایأن   های اصلی انرتيترنپی ميازی ن عميد بر ترک مأی همانطير کا در سکل پیداست، محير

، در سرایطی کا بر نجيه ترک هیچ نیرنیأی  2ن اعمال سرایط مرزی 1رنابط با استفاده از تيابع مختلط

 سيد  ی  پردا تا میاند  در اداما با ذکر نتا با دست آمده 3سيدنارد نمی

 
 ای بین دن ماده دنسانگرد لایا   ترک بین1-2سکل 

تيان بأا صأيرا    در یک محیط دنسانگرد را می szن  lzی تن. براساس تيابع مختلط رابطا

 زیر نيست:

(2-12)        2 ' 2 '2Re p z q z
x l s

        

(2-13)       ' '2Re z z
y l s

      

(2-14)       ' '2 Im l sz z
xy l s
          

                                                 
1 
Complex eigen expansion function 

2
 Boundary conditions 

3
 Traction-free 
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در  یا هیلا نیترک ب ککییمکانمکان
  تیمواد کامپوز

بخ. ميهيمی عبارا مخأتلط   Imبخ. حقیقی عبارا مختلط ن منظير از  Reکا منظير از 

 ها: بيده ن در آن

(2-15  ) 2

12 12 66p B B K     

(2-16)   2

12 12 66q B B K     

 ن

(2-17  )   2 2

12 12 66 12 11 66 11 22

11

1
2

2
B a a V a a a a a

a
       

(2-18  )    2 2 2 2

33 22 12 22 66 11 22 66 11 22 12

11

1
K a V a a a a a V a a a a

a
         

(2-19  )  
 

2
22

2 2

22 11 11 22 12l

VV
p a p V a a a a

p p


        

(2-20)  
 

2
22

2 2

22 11 11 22 12s

VV
q a q V a a a a

q q


        

 , 1,2,3,...,6ija i j  های ماتریس نرمی ، همان درایاV    سرعت تأرک ن    چگأالی مأاده

 ( 9-2باسند )رابطا می

در یک محیط دنسأانگرد نیأز بأا     sz ن lzی تغییرمکان براساس تيابع مختلط همچنین رابطا

 صيرا زیر است:

(2-21  )    2Rex l l s su p z p z       

(2-22)      2Imy l l s su q z q z       

 ها کا در آن

(2-23  )    2

11 12 1l b ap a M p a M      

(2-24)      2

11 12 1s b ap a M q a M      

(2-25)       2

12 22 1b a

l

a M p a M
q

p

  
  

(2-26)       2

12 22 1b a

s

a M q a M
q

q

  
  
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در  یا هیلا نیترک ب ککییمکانمکان
  تیمواد کامپوز

 ها:کا در آن

(2-27)  2

12 11aM V a a   

(2-28)  2

12 22bM V a a    

 در این رنابط، تيابع مختلط تحلیلی lz ن  lz تيان با صأيرا سأری تأيانی     را می

 نيست:

(2-29  )    n n

l l lz az bz
     

(2-30)      n n

l s sz cz dz
     

شیری از تابع نسبت با متغیر استفاده سده در آن تابع با کأار  ری  جهت مشتقدر اینيا علامت پ

,است ن برده سده  ,  ,  a b c d های مختلط ن  ثابتn      مقادیر نیژه هستند کا بایأد از سأرایط مأرزی

ن بأر نجأيه تأرک در    ميجيد در  مسئلا با دست آیند  با اعمال سرایط نارد نشدن نیأر      ن

سرایط پیيستگی نیرن ن تغییرمکان در طيل مرز دن لایا  0  تيان با رنابط زیر دست یافت: می 

(2-31  )     12 1

1 1
1 1

ni
a b

e S T
c d


  

   
   

  

(2-32)       22 2

2 2
2 2

ni
a b

e S T
c d


  

   
   

  

 ن

(2-33  )         1 21 2

1 1 2 2
1 21 2

a ab b
S T S T

c cd d

      
        

      
  

(2-34)           1 21 2

1 1 2 2
1 21 2

a ab b
U V U V

c cd d

      
        

      
  

 ها: کا در آن

(2-35  )  
1 1

k

l s

S
 

 
  
 

  

(2-36)    
1 1

k

l s

T
 

  
  
 
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در  یا هیلا نیترک ب ککییمکانمکان
  تیمواد کامپوز

(2-37)    l s

k

l s

p p
U

q q

  
  
 

  

(2-38)    l s

k

l s

p p
V

q q

 
  
 

  

های  با تعریف ماتریس
kL ،*

kL ،kH ن *

kH :با صيرا زیر 

(2-39  )  1 * 1,k k k k k kL U S L V T    

(2-40)    * * *

1 2 1 2,H L L H L L     

ی مقدار نیژه ی مشخصا برامعادلا (34-2)تا  (31-2ن مراردادن این دن رابطا در رنابط )
n  

 آید: با صيرا زیر با دست می

(2-41  )     
22 1 2 12 2

1 1 2 2

0 0 0
0

0 0 0
n ni i

e e
 

   

   

     
       

     
  

 کا در آن:

(2-42  )  1 11 12 21h h h    

(2-43)    2 11 12 21h h h    

(2-44)       11 11 111 2
h l l   

(2-45)       12 12 121 2
h l l   

(2-46)       21 21 211 2
h l l   

(2-47)     11
s l l s s l

k
k s l k

p p q q
l

D

 

 

   
    

   
  

(2-48)      12
l s

k
k

p p
l

D

 
  
 

  

(2-49)     21
s l l s

k
k

q q
l

D

  
  
 

  

(2-50)     s l k
D     

 سيد: محاسبا می n مقدار نیژه (41-2ی )با حل رابطا
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در  یا هیلا نیترک ب ککییمکانمکان
  تیمواد کامپوز

(2-51  )  
 

 

0,1,2,3,...

2 1
0,1,2,3,...

2

n

n

n
i n







  
 



  

 کا براساس، 1کنندشی پارامتری است با نام نمایا نيسان  شردد:با صيرا زیر تعریف می 

(2-52  ) 1 1
ln

2 1




 

 
  

 
  

(2-53)    11

12 21

h

h h
   

باسأد ن  کنندشی تابع جنس دن ماده بالا ن پأایین تأرک مأی   ی نيسانباید تيجا داست کا نمایا

سيد  ایأن  کنندشی ه  بیشتر میی نيسانهرچقدر تفانا  صيصیاا دن ماده با ه  بیشتر باسد، نمایا

-ی نيسأان بد  نمایایاباسد ن با افزای. سرعت ترک افزای. میپارامتر همچنین تابع سرعت ترک می

باسد ن هر چقد بیشتر باسأد، میأدان   های نيک ترک میی میزان نيسانی بيدن میدانکنندهکنندشی بیان

 شیرد نيک ترک بیشتر از حالت میدان نيک ترک در جس  همگن فاصلا می

ن. ن تغییرمکأان دارای دن  هأای تأ   تيان شفت کا تمامی میأدان  می nبا تيجا با رابطا نهایی  

هستند ن باید این دن حالت را با صيرا ميزا در نظر شرفأت  حالأت    3ن غیرنيسانی 2حالت نيسانی

 مقدار نیژه مختلط باسد یا با عبارتی: nدهد کا  نيسانی زمانی رخ می

(2-54  )  2 1

2
n

n
i 


   

 مقدار نیژه صحیح ن مثبت باسد:  nدهد کا  انی رخ مین حالت غیرنيسانی زم

(2-55)    n n   

 هأای مخأتلط   (، ثابأت 34-2( تأا ) 31-2( در رنابط )54-2درحالت نيسانی با مراردادن رابطا )

ka ،kb ،kc نkd تيان با صيرا زیر با دست آنرد: را می 

(2-56)     
1

1
k

s
k

k

a e
D

 



 

  
 

  

                                                 
1
 Oscillatory index 

2 
Oscillatory fields 

3
 Non-oscillatory fields 
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در  یا هیلا نیترک ب ککییمکانمکان
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(2-57  )   1
k

s
k

k

b e
D

 


 
  
 

  

(2-58  )   
1

1
k

l
k

k

c e
D

 



  

  
 

  

(2-59)     1
k

l
k

k

d e
D

 


 
  
 

  

 کا

(2-60  )  
1

2
21

12

h

h


 
  
 

  

-2)تأا   (56-2با مرار دادن رنابط ) .ثابت مختلط مرتبط با ضرایب سدا تن. استیک  ن 

، مقادیر (30-2)ن  (29-2)در رنابط  (59 lz  ن  lz  ی ترک ی بالاکا ماده 1ی برای ماده

 آید: است با صيرا زیر با دست می

(2-61  )   

 

    

2 1

2

1

1

n

i il
n l s n l s n l

z
z e z e z

D

        



       

(2-62)     

 

    

2 1

2

1

1

n

i is
n s l n l s n s

z
z e z e z

D

        



        

 سيند: از طرفی ضرایب تمرکز تن. تيسط رابطا زیر برای ترک بین دن ماده تعریف می

(2-63   )  
0

0

1
lim 2 i

I II y xy
r

K iK r r i



  







 
   

 
  

IK ن IIK    با ترتیب ضرایب سدا تن. در ميدهای انل ن دنم هستند  با مأرار دادن رنابأط

بأا   ثابت مختلط  ،(63-2) ( ن سپس محاسبا رابطا14-2) تا (12-2) ( در رنابط62-2( ن )2-61)

 آید: صيرا زیر با دست می

(2-64)      0 02 2n nK e e     

(2-65)      * *2 2n nK e e     

0

n  ن*

n     با ترتیب بخأ. حقیقأی ن ميهأيمیn     1هسأتند  اشأرn    ،0سأيد

nK   ن*

nK  

 سيند  ، معادل ضرایب سدا تن. در ميدهای انل ن دنم میIIKن   IKهمان 
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-2) ( ن رنابأط 62-2( ن )61-2رنابأط ) ن نیز  (65-2)ن  (64-2بنابراین با استفاده از رنابط ) 

با استفاده  1ی انرتيترنپ مختلف در ماده بین دن ماده میدان تن. نيسانی برای ترک (14-2) تا (12

های فرد  از سری با تيان 1,3,5,...n  تأا   (56-2با اسأتفاده از رنابأط )  آید  همچنین  ، با دست می

ن در نهایأت   zشیأری از رابطأا نهأایی نسأبت بأا      ن انتگرال( 30-2ن ) (29-2رنابط )ن نیز  (2-59)

، میدان تغییرمکان نيسانی برای تأرک بأین دن مأاده انرتأيترنپ     (22-2) ن (21-2) استفاده از رنابط

 آید  نیز با دست می 1مختلف در ماده 

تأيان   ، مأی مقدار نیژه صحیح ن مثبت است nسده در بالا، برای حالتی کا  ذکربا انيام رنند 

را نیأز بأا    1تغییرمکان غیرنيسانی برای ترک بین دن ماده انرتيترنپ مختلأف در مأاده   میدان تن. ن 

های زنج  استفاده از سری با تيان 2,4,6,...n   محاسبا کرد ، 

1nاز آنيایی کا اشر   های تن. ن تغیرمکان بأا دسأت آمأده بأا میأدان تأن. ن        سيد میدان

سيد، در اینيا تنها با بیان رنابط مربيط بأا نأيک تأرک     ای تبدیل می لایا مکان در نيک ترک بینتغییر

 پردازی   می

(2-66)   

 

         

         

 

   

1
2

2

1
2

2

2

2 2 cosh

cos ln cos ln
2 2

cos ln cos ln
2 2

       
2 2 cosh

sin ln
2

l l

s s

l

I
x

l l
l l l

s s
s s s

II

l
l

K

D
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در  یا هیلا نیترک ب ککییمکانمکان
  تیمواد کامپوز

(2-67) 
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در  یا هیلا نیترک ب ککییمکانمکان
  تیمواد کامپوز

(2-69) 
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در  یا هیلا نیترک ب ککییمکانمکان
  تیمواد کامپوز

(2-70) 
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 کا در این رنابط:

(2-71  )  sA     

(2-72  )  sA     

(2-73  )  lB     

(2-74  )  lB     

(2-75  )  2 2 2cos sinlr r p    

(2-76  )  2 2 2cos sinsr r q    

(2-77   )   1tan tan , , , ,j j l sZ j l s Z p Z q      

( باید از مختصاا مطبی 77-2( تا )75-2در محاسبا رنابط ) ,r   مستقر در نيک ترک مانند
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در  یا هیلا نیترک ب ککییمکانمکان
  تیمواد کامپوز

 استفاده سيد  1-2سکل 

( 66-2ط ))زیر ترک( کافیست در رناب 2ی های تن. ن تغییر مکان در ماده برای محاسبا میدان

 تبدیل سيد   ن  با عباراا  ن  (، عباراا 70-2تا )

 ای لایه پارامترهای شکست در ترک بین -2-3-2

نیک سکست بأرای تأرک بأین    های تحلیلی نيک ترک، پارامترهای اصلی مکاپس از بیان میدان

 سيد: سيند  ضریب مختلط سدا تن. دینامیکی با فرم زیر تعریف میای در این مسمت بیان میلایا

(2-78) i

, 0

1
Re

2
xy yy r

r
r




 


      K   

ای اسأت ن بأر   در این رابطا ضریب مختلط سدا تن. دینامیکی برای ترک بأین لایأا   Kکا 

1n( با ازای 65-2( ن )64-2یب عبارا )حسب ضرا   باسد:با صيرا زیر می 

(2-79) I IIK iK K  

ی مهأ  در  سأيند  نکتأا   معادل ضرایب سدا تن. در ميدهای انل ن دنم می IIKن   IKکا 

بین تن. کششی ن برسی در نيک تأرک، تأرک بأین     1نهیای این است کا با دلیلی بره لایاترک بین

ای بر  لاف ترک در جس  همگن در حالت کلی همیشا حالت مرکب دارد، حتی اشر بارشأياری  لایا

 کاملاً ميد یک یا ميد دن  ال  باسد  

باسد کا با ضریب مخأتلط سأدا   می Gپارامتر مه  دیگر در مکانیک سکست انرژی سکست

 ی زیر را داراست:تن. دینامیکی رابطا

(2-80) 
 

2

21

24cosh

h
G




K
     

-غییر فاز کا بیانی تاند  در نهایت زانیا( تعریف سده52-2( ن )46-2در رنابط ) ن  21hکا 

 سيد: ی میزان مرکب بيدن حالت نيک ترک است با صيرا زیر تعریف میکننده

                                                 
1
 Coupling 
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در  یا هیلا نیترک ب ککییمکانمکان
  تیمواد کامپوز

(2-81)  
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Arctan Arctan
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





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                

K

K
  

 سيد شیری میی تغییر فاز در آن اندازهیک طيل مشخصا است کا زانیا Lکا 

 Mنتگرال ی پارامترهای شکست با استفاده از ا محاسبه -2-3-3

ناما با عنيان معیاری جهت بررسی درستی ن دمت  پارامترهای مکانیک سکست کا در این پایان

انأد  رنش  با دسأت آمأده   M است با استفاده از انتگرالها بهره شرفتا سدههای پیشنهادی از آن رنش

 باسد  می [34]ن همکاران.  1بندی ناکاميراميرد استفاده در اینيا برشرفتا از فرميل

-های این رنش این است کا بر  ألاف رنش از نیژشی .آسنا سيی  Jدر ابتدا، باید با انتگرال 

دست آمده از حأل  مکان نيک ترک باهای تغییرهای سکست را مستقیماً از رنی میدانهایی کا پارامتر

از یک محأدنده حأيل نأيک     J، انتگرال 2مکانیابی تغییر کنند، همچين رنش برننعددی حسا  می

دهد کا با تقریب عأددی نأيک تأرک کمتأر نابسأتا      تری میهایی دمیقکند ن جيا ترک استفاده می

 آید:از رابطا زیر با دست می Jاست  مقدار انتگرال 

(2-82) 1
0

1

lim [( ) ( ) ]dJ W T n
x




     


u

σ n   

دلخياه در اطراف نيک ترک با نحيی کأا هأیچ تأرک یأا ناپیيسأتگی       3یک مسیر  کا در آن

ی در مؤلفأا  1n، 5چگأالی انأرژی جنبشأی    T، 4چگأالی انأرژی کرنشأی     Wدیگری را سامل نشيد،

( در دسأتگاه  82-2باسأد  بایأد تيجأا داسأت کأا رابطأا )      مأی  نرمال بر  یراستای یک بردار یکا

 در امتداد ترک باسد   1xسيد کا محير مختصاا محلی نيک ترک با نحيی تعریف می

نیاز است  Jال برای تعیین پارامترهای مکانیک سکست در حالت ميد مرکب با استفاده از انتگر

                                                 
1
 Nakamura  

2
 Displacement extrapolation  

3
 Contour 

4
 Strain energy density 

5
 Kinetic energy density 



 هاای در کامپوزیتخوردگی بین لایهتحلیل دینامیکی ترک
 به روش اجزائ محدود توسعه یافته

24 

 

در  یا هیلا نیترک ب ککییمکانمکان
  تیمواد کامپوز

با تنهایی فقط یک رابطا بین ضرایب سدا  Jکا از یک حالت کمکی ه  استفاده کنی ، زیرا انتگرال 

کند ن ليا با یک معادلأا اضأافی بأین ایأن دن ضأریب نیأاز        تن. در ميدهای انل ن دنم را تعیین می

سيد کا دن حالت تن. ن تغییر مکان نجيد دارد کا یکی مربيط بأا  علت فرض می باسد  با همین می

 SJباسد  بنابراین انتگرال های  مسئلا است ن دیگری مربيط با حالت کمکی می ها ن تغییر مکان تن.

 ياهی  داست:، را زمانی کا هر دن حالت با ه  بر ماده تاثیر داده سيند با صيرا زیر    

(2-83  ) S auxJ J J M    

باسند  های نامعی ن کمکی می برای حالت auxJبا ترتیب مقادیر انتگرال  auxJن   J کا در آن

 سيد:  ا میی زیر محاسباز رابطا  M ن

(2-84) 
aux

aux aux

1

1 1

[( : ) ( ) ]d
aux

M n
t t x x




   
        

   
u u u u

σ ε σ σ n  

های کمکی باید طأيری   ها ن تغییر مکان مربيط با حالت کمکی است  تن.  auxکا بالانيیس

د  ارضأا کنأ    Aی انتخا  شردند کا سرایط تعادل ن  الی بيدن نجأيه تأرک از تأن. را در ناحیأا    

( بأا عنأيان   70-2( تأا ) 66-2تأيان از رنابأط )   بنابراین در بأین دن محأیط دنسأانگرد متفأانا مأی     

ی نحأيه  هأای کمکأی اسأتفاده کأرد      ها ن تغییر مکان پیشنهادهایی مناسب در حالت کمکی برای تن.

 ( در فصل سيم آنرده سده است 84-2ی )ی عددی انتگرال رابطامحاسبا

 ی سرعت رشد ترک معیار رشد ترک و محاسبه -2-3-4

بیشأتر   1برای آنکا ترک سرنع با شسترش کند باید انرژی سکست از مقانمأت آغأازین رسأد   

ای تابع  صيصأیاا فیزیکأی مأرز دن    ی ترک بین لایااین مقانمت آغازین رسد در یک مسئلا .باسد

 :[35]تيان ارااا داد بندی رسد ترک را با صيرا زیر میباسد  فرميللایا می

                                                 
1
 Initiation toughness 
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(2-85) 
   

ini

ini

ini

                            Stationary crack

                                    Initiation

     Propagion 

G

G

G G V V

 


 
    

   

کمتأر باسأد، تأرک در حالأت      iniاز مقانمت آغازین رسد  Gای کا انرژی سکست تا لحظا

سيد ن ترک ماند  با افزای. بارشياری، انرژی سکست از مقانمت آغازین رسد بیشتر میایستا بامی می

ر لحظا برابر مقانمت رسد کند  در حالت رسد، انرژی سکست در هرسد می V باسأد  بایأد   می

تيجا داست کا در حالت رسد ه  انأرژی سکسأت ن هأ  مقانمأت رسأد، عألانه بأر بارشأياری ن         

باسند ن درنامع از مسانی مراردادن این دن  صيصیاا فیزیکی مرز دن لایا، تابع سرعت ترک ه  می

ی رسد ترک سيد  سرعت ترک از پارامترهای مه  یک مسئلاا میکمیت است کا سرعت ترک محاسب

کند، انرژی سکست ن مقانمأت رسأد   مشخ  می باسد کا ميمعیت ترک را در هر لحظادینامیکی می

( پیداسأت، بأر میأدان نأيک تأرک      20-2( تأا ) 17-2دهد ن همانطير ه  کأا از رنابأط )  را تغییر می

 تدثیرشيار است  

 سازی عددی، باید فرم مناسأب تأابع  سرعت ترک در یک سبیا بینی درستبرای پی. V 

آید ن با عنيان مثال برای تأرک در یأک   های آزمایشگاهی بدست میمشخ  باسد  این فرم از تست

 جس  همگن با صيرا زیر است:

(2-86)   ini

R

1

V
V

C


 

 
 
 

   

 باسد  می 1سرعت ميج رایلی RCکا 

ای، لازم است بین دن رژی  متفأانا رسأد   های بین لایاهای متفانا برای ترکمبل از بیان فرم

ن  3ن کأاناتيرن  [36] ن همکأاران.  2ترک تمایز ماال سيی   بنا بر تحقیقاا انيام شرفتا تيسط سینگا

تياند تابعی صأعيدی ن یأا نزنلأی از    ، انرژی سکست دینامیکی در حالت رسد ترک می[37]  4سيکلا

                                                 
1
 Rayleigh 

2
 Singh 

3
 Kavaturu 

4
 Shukla 
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اند )مرجع باسد، آزمایشها نشان دادههایی کا بیشتر ميد یک مالب میسرعت ترک باسد  در بارشياری

یابد ن انأرژی سکسأت   ( کا سرعت ترک حداکثر تا حدند نصف سرعت ميج برسی افزای. می[37]

هایی کا بارشياری ترک در حالأت مأيد مرکأب    باسد  امّا در حالتتابعی صعيدی از سرعت ترک می

هایی کا سرعت ترک حدنداًً از نصف سرعت باسد، سرعت ترک سریعاً افزای. پیدا کرده ن در حالت

باسد  همانطير کأا در سأکل   شتر باسد، انرژی سکست تابعی نزنلی از سرعت ترک میميج برسی بی

است، اشر انرژی سکست تابعی صعيدی از سرعت ترک باسد، حالت رسد تأرک  نشان داده سده 2-2

شيیند  برای اینکا سبیا سازی عددی بتياند سرعت می 2ن در غیر این صيرا آن را ناپایدار 1را پایدار

بینی کند، فرم تابع ی حالاا درست پی.هماترک را در  V    باید هر دن حالت پایأدار ن ناپایأدار

های مختلف تابع را سامل سيد  در اداما فرم V شردد  ای ارااا میبرای ترک بین لایا 

 
   رسد ترک پایدار ن ناپایدار2-2سکل 

اساره کرد  این فرم  [34]سده تيسط ناکاميرا ن همکاران. تيان با فرم ارااا ها میرماز انلین ف 

 باسد:با صيرا زیر می

(2-87)  
 
   

ini

2

1 /

1 1 sin

sV C
V





 
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1
 Stable 

2
 Unstable 
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کا در این رابطا 
sC باسد  کمتر می ا سختیی بسرعت ميج برسی در ماده  ن   ه  ثيابأت

ی مهأ  در اینيأا   باسد  نکتأا ی تغییر فاز میه  زانیا تابع  صيصیاا فیزیکی مرز بین دن لایا، ن

این فرم را بدنن انيام تست آزمایشگاهی ن صرفاً بأا دلیأل    [34]این است کا ناکاميرا ن همکاران. 

های عأددی  همین دلیل، همانطير کا در مثال اند  بانابستگی نزنلی آن با سرعت ترک انتخا  نميده

بینی سازی با درستی پی.تياند سرعت ترک را در تمامی طيل سبیانشان داده  ياهدسد، این فرم نمی

 نماید  

های آزمایشگاهی با بارشياری برمبنای تست [38]2ن رنساکیس 1يسط لمبرنسفرم دیگری کا ت

 باسد:است با صيرا زیر میای پیشنهاد شردیدهضربا
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باسد  این رابطا بر اساس این فرض بنیادی بنا ضریب ثابت می 1Cیک طيل مشخصا ن   aکا 

ثابت  aی ( در فاصلا3-2است کا نسبت تغییر مکان برسی ن کششی در نجا ترک )سکل نهاده سده

 است:

(2-89) 1

2

Constant

r a






   

تياند سرعت باسد ن در نتیيا نمی( یک تابع نزنلی از سرعت ترک می88-2ی )اما ایراد رابطا

بینأی  ترک را در ابتدای رسد، هنگامی کا سرعت ترک از نصف سرعت ميج برسی کمتر است، پأی. 

 کند  

یشأگاهی فأرض بنیأادی لمبأرنس ن     هأای آزما پأس از انيأام تسأت    [37]کاناتيرن ن سيکلا 

(( را با این صيرا تغییر داده کا تغییر مکان کششی در نجا ترک )سأکل  88-2ی )رنساکیس )ربطا

 یابد:با صيرا نمایی با سرعت ترک افزای. می aی ( در فاصلا2-3

(2-90)  2 2C /
n

sr a
V C


   

                                                 
1
 Lambros 

2 Rosakis 
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 ترکهای نجا  تغییرمکان3-2سکل 

کا  -6
2C   نn ( بأا صأيرا زیأر    88-2ی )ی این فرض، رابطاباسند  در نتیياضرایب ثابت می

 آید:درمی
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-عددی نشأان داده مأی   هایاست ن همانطير کا در مثالناما استفاده سدهاین فرم در این پایان

ی تعیین سأرعت تأرک هأ  در    سيد  نحيهسيد، هر دن حالت رسد ترک پایدار ن ناپایدار را سامل می

 است فصل بعد آنرده سده
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 یافته محدود توسعه ءاجزا: 3 فصل

 

 مقدمه -3-1

، پیشنهادسأده تيسأط   2بندی ناحأد  در نامع ترکیبی از رنش پیکره 1یافتارنش اجزای محدند تيسعا

ی باسد    ساید بتأيان انلأین تألاش بأرای تيسأعا      ، ن رنش اجزای محدند می[39] 4بابيسکان  3ملنک

دانسأت  آنهأا بأر کمینأا      1999در سأال   6ن بلک 5رنش المان محدند تيسعا یافتا را پژنه. بلیتچکي

سبکا بندی ميدد در رسد ترک تيسط رنش المان محدند تحقیق می کردنأد  آنهأا تيابأع غنأی     سازی 

سازی ناپیيستا را با تقریب المان محدند اضافا کردند تا بتيانند حضير ترک در محیط را بدنن نیاز بأا  

      [40]سبیا سازی کنند ،تغییراا مکرر در سبکا بندی

( این رنش را ارتقا داد ن نام المان محدند تيسعا یافتا را بر 1999) 7مياس ،پس از این تحقیقاا    

آن شياست  رنش جدید این تيانایی را داست تا ترک را بطير کاملا مستقل از سبکا ارااا کند ن ليا بأا  

ی داست  ان در رسالا( بر1999رسد ترک نیازی با تغییر در سبکا بندی نبيد  شام بزرگ بعدی را دالبي )

                                                 
1
 EXtended Finite Element Method (XFEM) 

2 
Partition of Unity Method (PUM) 

3 
Melenk 

4 
Babuška 

5
 Belytschko 

6
 Black 

7
 Moes 
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دکتری  يد بر ميضيع رنش المان محدند با تيابع ارتقا ناپیيستا برای کاربردهایی در مکانیک کاربردی 

تحقیق میکرد  نتیيا بسیار اثربخ. ن حااز اهمیت بيد: ارااا تکنیکی برای مدلسازی ناپیيستگی دلخأياه  

لی بر تقریب جابا جایی بأا تکیأا بأر رنش    در چهارچي  المان محدند ن با استفاده از غنی سازی مح

نشان دادند کا با جای استفاده از چندین نگاست متأيالی،   [41]افراز ناحد  سپس مياس ن همکاران. 

ای  تيان از تابع پلا تياند بسیار سخت ن دردسرساز باسد، میهای طيلانی ن انحنادار می در ميرد ترک کا

برای مدل نميدن ترک، البتا با استثنای نيک)های( تأرک، سأيد جسأت ن بأدین      1هيیساید تعمی  یافتا

 شیرد   تفاده مرار میشينا رنش بهبيد با سزایی پیدا کرد ن تقریباً با سکلی در آمد کا امرنزه ميرد اس

ها، ترک در یک نرق ن شسترش تأرک همأراه بأا     با ترتیب ناپیيستگی [44-42]ن همکاران.  2دالبي

 [45]در مرجأع   5نسأت ن پأری  4را در محیط دنبعدی مدلسازی نميدنأد  سأيکيمار   3تماس اصطکاکی

 اند  ی اعمال این رنش را در مالب یک برناما کامپیيتری جهت شسترش استاتیکی ترک بیان کردهنحيه

ن  6، شرنیأل [46]بعدی ه  تيسط مأياس ن همکأاران.    سایافتا در محیط  رنش اجزای محدند تيسعا

ی اسأت  دامنأا  انيام پيیرفتأا  [49]ن بلیچکي  7ن اریاس [48]، سيکيمار ن همکاران. [47]همکاران. 

را نیأز در   8های چسأبنده  یافتا از این ه  فراتر رفتا ن مساال مربيط با ترک رنش اجزای محدند تيسعا

آمأده اسأت  ا یأراً     [51]ن همکاران. 10ن مِرشی  [50]ن بلیچکي  9شیرد مانند آنچا در تحقیق زیبر می

ن همکأاران.   11یافتا در مسایل پلاستیسیتا تيسط الگأيی   نحيه استفاده از رنش اجزای محدند تيسعا

 ا سده است اارا [52]

تغییرسکل هأای بأزرگ، مسأاال چنأد      ،همچنین از این رنش در حل مساال مياد مرکب پلاستیستا

است  در  زیر با بررسی  مختصر رنش  المان محأدند  ن  محیط های چند  فازی استفاده سده ،مقیاسی

                                                 
1 
Generalized Heaviside function 

2 
Dolbow 

3
 Frictional contact 

4
 Sukumar 

5 
Prévost 

6 
Gravouil 

7
 Areias 

8
 Cohesive crack 
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 پردازی :   در این  حيزه ها می

مربيط با مکانیک سکسأت الاسأتیک  طأی ن    سکست مياد مرکب حي  عظیمی از مطالعاا ا یر 

رنش  2002در سأال   1است   دالبي  ن نأادیي مکانیک سکست الاستيپلاستیک را با  يد ا تصا  داده

با کأار شرفتنأد   همچنأین     2المان محدند تيسعا یافتا را برای مدلسازی رفتار سکست در مياد هدفمند

هأای  تيسط سيکيمار ن بياسطا تکنیأک  2004سال فازه در  2 یمطالعا ترک در فصل مشترک یک ماده

     [4]غنی سازی سکل شرفت 

یافتا برای تحلیل ترک در مياد ترد استفاده  از رنش اجزای محدند تيسعا [53] 4ن ژیراسک 3پاتزاک 

از این رنش برای مأدل کأردن غیر طأی     [55]ن آریاس ن بلیچکي  [54]ن بلیچکي  5کردند ن سامانیگي

 فأرض  با را یافتا تيسعا محدند المان  7دنان ن های بزگ استفاده نميدند  دالبي ن تغییرسکل 6نيار برسی

 در یافتأا  تيسعا محدند المان کاربرد بر نیز 8لگراین   هندسی ارتقا دادند منظر از  طی غیر های کرن.

داسأت   تمرکأز  لاسأتیک  سبا مياد مانند ای صفحا تن. مساال در بزرگ های کرن. سکست مکانیک

[4]               

یافتأا   ساز مناسب جهت استفاده از رنش اجزای محأدند تيسأعا   نیز تيابع غنی [56] 10ن یيان 9فی.

بندی ناحد را ارااا دادند ن مدل کردن مياد چند  بر اساس رنش پیکره 11برای تحلیل مسایل چندمقیاسی

 انيام شرفت  [58]ن جی ن همکاران.  [57] 13ن رام 12ن رنش تيسط هتیچفازی با استفاده از ای

بنأدی ناحأد،    ای با استفاده از رنش پیکرهامپيزیت لایاای در ميادک لایا مدل کردن شسترش ترک بین

                                                 
1
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ای با صيرا یک پأرش در میأدان    لایا انيام سد  در مدل ان ترک بین [59]ن همکاران.  1تيسط رامرز

یافتأا بأرای مأدل     نیز از رنش اجزای محدند تيسأعا  [60]ن همکاران.  2لگی سد  ل میتغییرمکان اعما

 استفاده نميدند  3کردن ناپیيستگی ضعیف 

باسأد  در حالیکأا اهمیأت مأياد      همسانگرد مأی  تمامی تحقیقاا شفتا سده در بالا مربيط با محیط 

شأردد کمتأر از مأياد همسأانگرد     ها کا هر رنز بر کاربرد آنها افزنده می دنسانگردی همچين کامپيزیت

سأازی جدیأدی    ، تيابع غنی[4]ن محمدی  [8]، اسدپير ن محمدی [7, 6]نیست  اسدپير ن همکاران. 

سأاز   ، تيابأع غنأی  [61]ن همکأاران.   4اند ن پیيا را برای تحلیل ترک در یک محیط دنسانگرد ارااا داده

 برای حالت کشسان دینامیکی در یک محیط دنسانگرد شسترش دادند   نيک ترک را

، رنش اجأزای محأدند   [62]ی تحقیأق مریشأی ن همکأاران    همچنین بایستا ن همکاران، در اداما  

ترکیب نميده ن از آن در بررسی سکست مياد ناهمگن تحت  5هندسییافتا را با رنش تحلیل ه تيسعا

ای یافتأا بأر    افشار ن همکاران نیز از رنش اجزای محأدند تيسأعا  [63]های حرارتی استفاده کردند بار

  [64]در مياد کامپيزیت استفاده نميدند  6هازدن الیافبررسی پل

تيصأیا   ،یافتابرای مطالعا بیشتر بر رنی کاربردهای نيین ن ميفقیت آمیز رنش المان محدند تيسعا

  [5, 4]ا سيد مراجع ،سيد با دن کتا  ا تصاصی در این زمینا کا تيسط محمدی نگاستا سده استمی

یافتأا بأرای مأدل کأردن      در این فصل سعی بر آن است کا در ابتأدا رنش اجأزای محأدند تيسأعا    

ی با کار بردن این رنش بأرای تأرک بأین    ناپیيستگی ميی ن ضعیف تيضیح داده سيد ن در اداما نحيه

 ی دنسانگرد تيضیح داده سيد ای بین دن مادهلایا

                                                 
1
 Rummers  

2 
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3 
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4 
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 افتهی روش اجزائ محدود توسعه  -3-2

یافتا، رنند کار با این صيرا است کا در ابتدا سبکا اجزای محدند  در رنش اجزای محدند تيسعا

سيد  سپس بر اسأاس رنش   تياند ترک یا حفره باسد، سا تا میبدنن در نظر شرفتن ناپیيستگی، کا می

ا از حأل تحلیلأی   سأاز، کأ   بندی ناحد، برای در نظر شرفتن ناپیيستگی، با اسأتفاده از تيابأع غنأی    پیکره

هأای   در محأل شأره   1شیرد، تعدادی درجأاا آزادی اضأافی  پیيستگی سرچشما میتغییرمکان پیرامين نا

شردد ن بدین طریق ناپیيستگی، بأدنن  ميجيد در سبکا کا با ناپیيستگی درشیر هستند با مدل اضافا می

ی مدلسأازی ناپیيسأتگی   نحيه سيد  اینآنکا در سبکا با طير آسکار در نظر شرفتا سده باسد، مدل می

 چند مزیت را با مرار زیر داراست

بندی احتیاج با تيان ناپیيستگی را مدلسازی نميد بدنن آنکا سبکاای از سبکا میدر هر نقطا  1

سأيد جأایی   بعدی دارای اهمیت میتغییر داستا باسد  این  مسئلا با طير عمده در مسایل سا

تأيان انأياع   ياهد بيد ن در نتیيا بأرای یأک سأبکا مأی    کا تيلید سبکا  يد امری نمتگیر  

 حالاا ناپیيستگی را بدنن امر دردسرساز ایياد سبکا در نظر شرفت 

رنند شسترش ترک نیز مشابا بالا دیگر نیازی با سازشارسازی سبکا با سأرایط جدیأد تأرک      2

 نخياهد داست 

يک ترک با نسبت رنش از تعداد درجاا آزادی ميرد نیاز در اطراف نقاط حساس همچين ن  3

سيد ن در نتیيا سرعت تحلیأل  مسأئلا   اجزای محدند متدانل با طير چشمگیری کاستا می

 رند بسیار بالا می

 پردازی    در اداما با سرح نظری  مسئلا می

 کلیات روش -3-2-1

)بأرای محأیط    3Rرای محأیط دنبعأدی( ن یأا    )بأ  2Rاز فضأای   xفرض کنی  کا یک نقطا مانند
                                                 
1
 Additional degress of freedom 
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بأأا صأأيرا    Nبعأأدی( درنن مأأدل اجأأزای محأأدند داسأأتا باسأأی  ن ميميعأأا شرهأأی       سأأا

 1 2, ,...., mn n nN،  کا در آنm ایأن صأيرا تأابع    های یک المأان اسأت، باسأد  در     تعداد شره

سأيد   سده مربيط با آن نقطا با صيرا زیأر تعریأف مأی    ی تقریب تغییر مکانی غنیمربيط با محاسبا

 [( 58)سيکيمار ن همکاران. ]

(3-1)  ( ) ( ) ( ) ( )  

g
I J

h

I I J J

I J
n n

  

 

  
N N

u x x u x x a

ت سم ي محدود اجزاي ق معمول ت سم ني ق شده غ

  

درجأاا آزادی   Jaدرجاا آزادی تغییر مکانی در اجزای محدند متأدانل،  Iu(، 1-3کا در رابطا )

تابع سکلی مربيط  Iسازی،  تغییر مکانی اضافی نسبت با مدل اجزای محدند متدانل ن مربيط با غنی

)در اجزای محدند متدانل،  Iی با شره ) x ساز ن تابع غنی g
N ها با تعریف زیأر   ای از شرهميميعا

 باسد: می

(3-2  )  : ,g

J J J gn n ω    N N  

حأيزه نابسأتا بأا هندسأا       gن   Jnدر شأره    Jدامنا اثأر تأابع سأکلی     Jω(، 2-3در رابطا )

)سأاز   باسأد  تعیأین تأابع غنأی     ها همچين سطح ن یا نيک ترک می ناپیيستگی ) x      بأا تيجأا بأا نأيع

پيیرد  در نامع با صيرا کاملاً کلأی ن   ناپیيستگی ن سرایط تحلیلی در دسترس مربيط با آن انيام می

gساده، 
N  هاست کا با نيعی با ناپیيستگی در ارتباط هسأتند  بأرای رنسأن سأدن      ای از شرهميميعا

ای اسأت  در نامأع بأرای هأر شأره     آنرده سده 1-3در سکل  Jای مانند ی تاثیر برای شرهمطلب، دامنا

ری غیر صأفر دارنأد  در ایأن صأيرا در     ی تاثیر فضایی است کا تيابع سکلی آن شره در آن مقدادامنا

هأای متصأل بأا آن شأره      ی تاثیر همأان المأان  هایی کا بر نجيه کناری المان مرار دارند دامنا ميرد شره

هایی در دا ل المان نیز ممکن است نجأيد داسأتا    ياهند بيد ن در اجزای محدند مرتبا بالاتر کا شره

 شردد  ا در آن مرار دارد محدند میباسد دامنا تاثیر آن شره با همان المانی ک
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 ها مرار دارد در حالتی کا شره بر رنی نجا کناری المان Jی تدثیر برای شره   دامنا1-3سکل 

( دمت سيد، در سمت راست معادلا، مسمت انل همان تقریأب اجأزای محأدند    1-3اشر در رابطا )

داستی   آنچا کا در این رابطا بسأیار مهأ  اسأت ن نقأ. اساسأی را در       باسد کا از مبل نیز متدانل می

کند مسمت دنم عبارا است ن در نامع در این مسأمت اسأت کأا    یافتا بازی می اجزای محدند تيسعا

 تيان مدل کرد  ها را می ناپیيستگی

ن هیچ یأک  یافتا بیان شردید  تاکنين در این بخ. رنابط کلی مربيط با رنش اجزای محدند تيسعا

شردد کأا بأا مدلسأازی    ها نبيدند  از این پس سعی می از رنابط تنها در ميرد نيع  اصی از ناپیيستگی

ترک پردا تا سيد ن رنابط ن تيابع نیژه مربيط با نجا ن نيک ترک بیان شردد  همچنین رنابط مربيط 

 با مدلسازی ناپیيستگی ضعیف نیز بیان سده است 

 مدلسازی ترک -3-2-2

یافتا، مدلسازی ترک سامل مدل کردن دن مسمت از ترک است  یکی  ای محدند تيسعادر رنش اجز

مدل کردن نيک)های( ترک ن دیگری نجيه آن است  تفانا این دن مسمت در آن است کا در اطأراف  

ی تأرک ناپیيسأتگی تغییأر    نيک ترک، تمرکز تن. بسیار بالایی نجيد دارد در حالیکا در مأيرد دن لبأا  

ی بالایی ترک تا لبا پایینی آن داری   بنابراین پیداست کا برای مدلسازی این دن مسأمت  لبامکانی را از 

( برای مدلسازی ترک در دا ل کل محیط 1-3ساز متفانا استفاده کرد  رابطا ) باید از دن نيع تابع غنی
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 [( 46آید )مياس ن همکاران. ]با صيرا زیر درمی

(3-3  )  
1

( ) ( ) ( )H( ) ( ) F ( )

g
I J

h l

I I J J k k l

I J lk
n n

  


 

 
    

 
   

K
N N

u x x u b x x x c x  

lن  Jb( 3-3در رابطا )

kc  ،درجاا آزادی شرهی اضافیF ( )l x   تيابع تغییر مکانی دنبعدی نزدیأک

اند  ها در بخ. بعد با دست آمده باسند کا برای کامپيزیت نيک ترک می H x   یافتأا   تأابع تعمأی   ه

در بالای ترک مرار شیرد ن در غیر این صيرا منفی است  مطأابق   xهيیساید است کا مثبت است اشر 

چنانچا  2-3سکل 
ne  ای کا بردار یکا عميد بر امتداد ترک باسد با شينا s n ze e e (

se   بردار یکأا

بر رنی ترک  xمماسی است( ن نزدیکترین نقطا با 
x  باسد در این صيرا داری 

(3-4  )  I

I

1 ;( ). 0
( )

1 ;( ). 0
H

  
 

  

n

n

x x e
x

x x e
  

 
ای مانند برای نقطا   بردارهای یکا عميدی ن مماسی در تابع هيیساید تعمی  یافتا2-3سکل 

x  کا

 است  xنزدیکترین نقطا بر رنی ترک با نقطا 

 ساز نوک ترک در یک محیط همسانگردتوابع غنی -3-2-2-1

سازی کنی  با تيابعی نیاز داری  کا  ی نيک ترک را سبیابرای آنکا بتيانی  فضای تغییر مکانی پیچیده

های ممکن در این رنابط را پيس. دهد  برای ترک در یک جس  همگأن همسأانگرد    ی تغییرمکانتمام

 ([42] تيان این چنین انتخا  کرد )دالبياین تيابع را می
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(3-5)  
4

1
( , ) cos , sin , sin cos , sin sin

2 2 2 2
l l

F r r r r r
   

  


 
  
 

   

کا در تيابع بالا  ,r    در مختصاا محلی نامع بر نيک تأرک تعیأین مأی    1-2با تيجا با سکل-

 ای در میان دن محیط همسانگرد پردا تا سيد لایاردند  حال با بررسی یک ترک بینش

 ساز نوک ترک در بین دو محیط همسانگرد متفاوتتوابع غنی -3-2-2-2

ی تحقیقأاا سأيکيمار ن   دراین مسمت استخراج تيابع نزدیک نيک ترک کا با طأير عمأده نتیيأا   

شردند  فرض کنید کا یک ترک در بین دن محأیط همسأانگرد متفأانا     است، اراا می [65]همکاران. 

سأاز   مرار بگیرد  تيابأع غنأی   3-3نجيد داستا باسد ن تحت اثر یک بارشياری ميد مرکب مطابق سکل 

 تيان با صيرا ميميعا زیر ا تیار کرد: نيک ترک مناسب برای بازتيلید میدان نيسانی نيک ترک را می

 
  سرایط هندسی ترک در بین دن محیط همسانگرد متفانا تحت یک بارشياری ميد 3-3سکل 

 ترکیبی کلی 
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 (3-6) 

      

   

   

   

   

12

1
F cos log e sin , cos log e cos

2 2

cos log e sin , cos log e cos
2 2

cos log e sin sin , cos log e cos sin
2 2

sin log e sin , sin log e cos
2 2

sin log e sin , sin log e cos
2 2
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
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
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x

   sin log e sin sin , sin log e cos sin
2 2

r r r  
   





  

 سيد  ( محاسبا می52-2کنندشی است کا از رابطا ) ی نيساننمایا کا

یک محیط با دن محیط تغییر پیدا کرد با جأای  شردد کا با محض آنکا ( مشاهده می6-3در رابطا )

سازی ميرد نیاز است  با این تعأداد تأابع،    ساز نزدیک نيک ترک، دنازده تابع جهت غنی چهار تابع غنی

درجا  2×12سازی سيد باید چنانچا یک شره با دن درجا آزادی در اجزای محدند متدانل بخياهد غنی

ی دن طأرف تأرک از یأک جأنس باسأند،      د  اشأر دن مأاده  آزادی اضافی در محل آن شره تعریف شأرد 

0آنگاه  ( در5-3( با سکل رابطا )6-3ن رابطا )آید کا این امر مابل انتظار بيد زیرا با یکی سدن می

 دن ماده در دن طرف ترک، در نامع ترک در تنها یک محیط همسانگرد مرار  ياهد داست 

 وک ترک در بین دو محیط دوسانگرد متفاوتساز نتوابع غنی -3-2-2-3

-ساز نزدیک نيک ترک در بین دن محیط دنسانگرد متفانا کا تيسط عثنی در این بخ. تيابع غنی

شردد  اشأر در  است ارااا میسدهاند ن در این تحقیق از آنها استفاده آمدهبدست [12]عشری ن محمدی 

ی دهنأده  تيان دریافت کا هشت تابع زیر پيس.( دمت سيد با سهيلت می70-2( ن )69-2های ) رابطا

، باسند، بنابراین برای ترک در بین دن محیط دنسأانگرد تمامی تغییر مکانهای ممکن در این دن رابطا می

 شردند:ساز نزدیک نيک ترک با هشت تابع زیر محدند میتيابع غنی
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(3-7) 

cos( ln( ) ) sin( ln( ) )
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-2آیند  در اینيا ه  مطابق سأکل  ( با دست می75-2( تا )72-2، از رنابط )sθن lθن  srن   lrکا 

1،r ن   آیأد ن  با تيجا با مختصاا محلی مطبی تعریف سده در نيک ترک با دسأت مأی  ضأریب ،

 سيد ( محاسبا می52-2کنندشی است کا از رابطا ) نيسان

ساز نزدیک نيک ترک نیاز است  با این تعداد  شردد کا با هشت تابع غنیده می( مشاه7-3در رابطا )

 2×8سأازی سأيد بایأد    تابع، چنانچا یک شره با دن درجا آزادی در اجزای محدند متدانل بخياهد غنی

 درجا آزادی اضافی در محل آن شره تعریف شردد 

0یک جنس باسأند، آنگأاه  ی دن طرف ترک از لازم با ذکر است کا اشر چنانچا دن ماده    ن ایأن

ی هأر  باسند  همچنأین اشأر مأاده   تيابع مابلیت بازتيلید میدان در یک جس  همگن دنسانگرد را دارا می

 سمت ترک ه  همسانگرد باسد، این تيلع مابلیت بازتيلید میدان تغییرمکان مناسب را  ياهد داست  

 مدل کردن ناپیوستگی ضعیف -3-2-2-4

ها در یک المان نجيد دارد اما پیيستگی  منظير از ناپیيستگی ضعیف اینست کا پیيستگی تغییرمکان

ها نجيد نداستا باسد  این امر برای نمينا در حالتی کا در یک المان تغییر جنس ماده نجأيد   در کرن.

هایی کا ترک  المان های حانی ترک در بین دن ماده متفانا، باید برای دهد  در مدل داستا باسد، رخ می

ها نجيد دارد، از این رنش برای مدلسازی استفاده کرد   ها مرار ندارد نلی تغییر جنس ماده در آن در آن

یافتأا   یافتا باید با جای تأابع تعمأی    برای مدل کردن ناپیيستگی ضعیف با رنش اجزای محدند تيسعا

هيیساید ) H x از تابع ) x  (:[66]استفاده نميد )برداس ن لگی 
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(3-8)      
1 1

( )
n m

h

j j k k k

j k

u x x u x x a  
 

     

)کا  )x  آید مطابق رابطا زیر با دست می 1دار با استفاده از تابع فاصلا علامت 

(3-9)      k x x    

چنانچا  2-3ن مطابق سکل 
ne     بردار یکا عميد بر یک سطح باسد ن نزدیکتأرین نقطأا بأاX   بأر

رنی سطح 
IX : باسد در این صيرا داری 

(3-10)     I n Imin .x X X sign e X X      

 ساز برای هر گرهانتخاب نوع تابع غنی -3-2-2-5

سأازمختلف بأدین ترتیأب اسأت کأا چنانچأا در       سازی با تيابع غنی ها برای غنی نحيه انتخا  شره

د داستا باسد، بدنن آنکا نيک ترک در آن حيزه باسد، آن شره با تابع ی تدثیر یک شره، ترکی نجيحيزه

( 7-3ساز نيک ترک )رنابط شردد  اشر نيک ترک درآن حيزه باسد از تيابع غنیسازی می هيیساید غنی

ی تدثیر آنها سامل مأرز دن مأاده اسأت ن سأامل     سيد، ن در نهایت ه  برای نقاطی کا حيزهاستفاده می

-نشان داده سده 4-3سيد  تمامی این ميارد در سکل از ناپیيستگی ضعیف استفاده می نيک ترک نیست

 است:

 
 ساز برای هر شرهی انتخا  تيابع مختلف غنی  نحيه4-3سکل 

                                                 
1 
Signed distance function 
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 یافته روش اجزائ محدود توسعهسازی  پیاده -3-3

با دلیل مزایای اصلی رنش اجزای محدند تيسعا یافتأا، ایأن رنش از ابتأدای پیأدای.  أيد      

بأر مبنأای از    [67]است  بلیچکي ن همکاران. اربرد زیادی در مساال رسد ترک دینامیکی پیدا کردهک

ی تعادل دینامیکی یک رنش را برای تبدیل محیط پیيسأتا  در معادلا 1ی هایپربيلیکرفتن نمایا دست

ن  2با ناپیيستا ابداع نميده، ن آن را در مالب رنش اجزای محدند تيسأعا یافتأا پیأاده کردنأد  چسأا     

یافتأا در زمأان ن مکأان را بأرای     ی رنش اجزای محأدند تيسأعا  سپس یک نسخا [69, 68]بلیچکي 

تأيان بأا تحقیأق    مساال دینامیکی دارای ناپیيستگی ارااا نميدند  از دیگر تحقیقاا انيأام سأده مأی   

اساره کرد کا در آن یک المان سینگيلار برای مساال رسد ترک دینأامیکی ابأداع    [70]بلیچکي ن چن 

ی رنسهای مختلف تشکیل ماتریس جرم متمرکز در رنش اجزای سد  همچنین تحقیقاتی برای تيسعا

ن  [72, 71]ن همکاران.  3تيان با تحقیق منيلاداست کا از بین آنها مییافتا انيام سدهمحدند تيسعا

 کرد  علانه بر این تحقیقاا کأا بأا مأياد ایزنتأرپ ا تصأا  داده     اساره [73]ن همکاران.  4الگيج

یافتأا دینأامیکی را بأا مأياد      رنش اجأزای محأدند تيسأعا    [11-9]انأد، معتمأدی ن محمأدی    سده

 اند رش دادهانرتيترنپ ه  شست

های سختی، نیأرن ن جأرم شفتأا     ی تشکیل ماتریسسيد کا ابتدا نحيهدر این مسمت سعی می 

ی عأددی  شأردد  پأس از آن نحأيه   ی تعادل ارااأا مأی  شیری زمانی معادلاسيد ن سپس رنش انتگرال

رنش سأيد   ای آنرده مأی  لایأا  های مکانیک سکسأت بأرای تأرک بأین    ن پارامتر Mی انتگرال محاسبا

شأردد ن در انتهأا اشأيریت     تکراری ميرد استفاده در این تحقیق برای تعیأین سأرعت تأرک بیأان مأی     

 سيد ی مسئلا آنرده میپایدارساز در حین رسد ترک ن تغییر هندسا

                                                 
1
 Hyperbolicity 

2
 Chessa 

3
 Menouillard 

4
 Elguedj 
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 هاتشکیل ماتریس -3-3-1

یافتا جهت حل باید تشکیل سأيند   هایی کا در رنش اجزای محدند تيسعا ها ن ماتریس معادلا

دی بسیار سبیا با اجزای محدند متدانل هستند  سیست  معادلاا دینأامیکی تفکیأک سأده    دارای رنن

 باسد: یافتا، با سکل کلی آن، با صيرا زیر می ام در رنش اجزای محدند تيسعاn طی برای شام 

(3-11) 
n n n nMu +Cu + Ku = f   

 nuبردار تغییر مکان،  nuماتریس میرایی، Cماتریس جرم،  Mماتریس سختی،  Kکا در آن 

باسأد  بأردار تغییأر مکأان     ردار مربيط با نیرنهای  ارجی میب  nfبردار ستا ، ن  nuبردار سرعت،

 سيد:سازی می سامل درجاا آزادی متدانل اجزای محدند ن درجاا آزادی اضافی مرتبط با غنی

(3-12)  
T

n u d a b c   

  bدرجاا آزادی مربيط با ناپیيستگی مأيی،   aدرجاا ازادی متدانل اجزای محدند، dکا 

درجاا آزادی مربيط با ناپیيستگی ضأعیف    cدرجاا آزادی مربيط با میدان نيسانی نيک ترک، ن 

ها در  ان ماتریسهایی را کا با صيرا کلی هستند باید از محاسبا ن سره  کردن هم باسد  ماتریسمی

ماتریس نیرن از رنابط  iهای جرم ن سختی، ن عنصر  ماتریس jن  iهر المان با دست آنرد  عنصر 

 سيد:زیر محاسبا می

(3-13)    e

T

            ( , ,  ,  ,  )rs r s

ij i j d r s u a b c


  K B C B   

(3-14)   e
            ( , ,  ,  ,  )rs r s

ij i j d r s u a b c


    M   

(3-15)    e
d  d    ( ,  ,  ,  )r r r

i i i r u a b c
  

      f t b   

  ،tمرزهای مربيط بأا فضأای   کل فضای  مسئلا،  فضای یک المان است،  eکا  

( ماتریس مشتق تيابع 13-3در رابطا )Bاست   1ایبردار نیرنی بدنا bدار نیرنی نارد بر مرزها ن بر

باسند کا از چهار مسمت مربيط با بخأ.   ( تيابع سکلی می15-3( ن )14-3در رنابط ) سکلی، ن 

سأازی سأده بأا     دار هيیساید، بخ. غنیسازی سده با تابع علامت محدند متدانل، بخ. غنی اجزای

  [5]سيد سازی سده با تابع ناپیيستگی ضعیف تشکیل می تيابع نيک ترک، ن بخ. غنی

                                                 
1
 Body force 
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باسأد کأا بأا صأيرا زیأر بأا دن       سده در این تحقیق ه  میرایی رایلی میمیرایی در نظرشرفتا

 ضریب ثابت با ماتریس جرم ن سختی ارتباط دارد:

(3-16) 
k m  C K M  

 گیری مکانیهای انتگرالروش -3-3-2

یافتا نیاز اسأت کأا از تأيابعی     همانطير کا تا کنين شفتا سد در تقریب اجزای محدند تيسعا 

سازی استفاده سيد  با دلیل آنکا بر ی از این تيابع ن مشتقاتشان در طيل تأرک ناپیيسأتا    جهت غنی

مأيانین  شیری در نظر شرفت  در این مأيارد اسأتفاده از    هستند باید بر ی از نکاا را در ميرد انتگرال

تيانأد متضأمن جأيا  دمیأق در     ای نمی شیری از اینچنین تيابع ناپیيستا معميلی برای انتگرال 1شانس

سيد   استفاده می 2بندی المان یافتا برای رفع این مشکل از تقسی  مسئلا باسد  در اجزای محدند تيسعا

سأاز   ره آن با تيابأع غنأی  بدین مفهيم کا چنانچا المانی حانی ترک باسد ن در نتیيا یک ن یا چند ش

نيک ترک ن یا تابع تعمی  یافتا هيیساید ن یا ناپیيستگ. ضعیف، کا در هر دن تيابأع ناپیيسأتا هأ     

بندی با صأيرا   سيد  نحيه تقسی  شیری با چند بخ. تقسی  می نجيد دارند، المان با منظير انتگرال

است ن در اینيأا  ارااا سده [41]کار دالبي باسد کا تيضیح کامل آن در  می 3ها تقسی  المان با زیرمثلث

 است:آنرده سده 5-3سيد  سمای کلی این رنش در سکل از آنردن آن  يدداری می

                                                 
1 
Gaussian rule 

2
 Element partitioning 

3 
Sub-triangles 
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 .[4]شیری  های درشیر با ترک با زیرمثلث جهت انتگرال بندی المان   تقسی 5-3سکل 

 ی تعادل دینامیکی گیری زمانی معادلهانتگرال -3-3-3

ا در ایأن  نجأيد دارد کأ  ( 11-3ی )برای حل دستگاه معادلاا رابطأا های متفانتی برای رنش

)ن یأا رنش اجأزای    2ی شأالرکین ن رنش ناپیيسأتا  1شیری زمانی نیيمارکرنش انتگرالدن از تحقیق 

در مساالی کا تنها بارشياری  ارجی دینامیکی اسأت  شردد  استفاده می( 3ی زمانییافتامحدند تيسعا

ی ایيأاد سأرایط   بأرا دهأد   با  يبی جأيا  مأی   شیری زمانی نیيمارکانتگرال 4کندن ترک رسد نمی

0.25ها، ضرایب نیيمارک را با ترتیأب  مشرنط جيا پایداری غیر =  0.5ن    در نظأر مأی-

 :باسندشیری   رنابط بکاررفتا با صيرا زیر می

(3-17) 
 

    

2

n n

2

n-1 n-1 n-1 n-1 n-11 2 1
2

t t

t
t t

 

 

     

 
        

 

M K C u f

K u u u C u u
   

(3-18)  n n1 t t      n-1 n-1u u u u   

(3-19)  
2

2

n n-1 n-1 n-1 n1 2
2

t
t t 


     u u u u u  

                                                 
1
 Newmark  

2
 Discontinuous Galerkin 

3
 Time extended finite element method 

4
 Stationary crack 

J 

 ها زیرمثلث ترک
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-زدن مشتقاا استفاده می سد از بسط تیلير برای تقریبرنش نیيمارک کا در بالا تيضیح داده

کنأد  کند کا ذاتاً بر پیيستگی متغیرها در طيل زمان استيار است، بنابراین در مساالی کا ترک رسد می

شیری نیيمارک باعث باسد، انتگرالا میی آن ماتریس سختی در دن شام زمانی پیاپی متفانن در نتیيا

ها در طيل زمان زیاد سده ن حتی در سأرایطی پاسأ. را   سيد  این نيسانمی 1های عددیایياد نيسان

 کنند ناپایدار می

برای رفع این مشکل عددی دن رنش بسیار مؤثر در ادبیاا فنی ميجيد است: رنش شأالرکین  

باسد ن هر دن بر ی زمانی  کلیاا این دن رنش یکسان میفتایاناپیيستا ن رنش اجزای محدند تيسعا

اند  اسأاس رنش  بنا نهاده سده [74]2سده تيسط زینکيیچدار زمانی ارااای نزنمیماندهی رنش باپایا

-در زمأان، از تقریأب   3های محدندصيرا است کا با جای استفاده از رنش تفاضل زینکيیچ بر این

ای کا برای تقریب جابيأایی در  سيد  کمترین درجامی های تيابع سکل رنش اجزای محدند استفاده

ی دیفرانسیل ی تعادل دینامیکی یک معادلاباسد )معادلای دن میتيان استفاده کرد درجاطيل زمان می

 باسد(:ی دن میدرجا

(3-20  ) 
1, , 1

( ) ( )i i

i n n n

t N t
  

 u u   

)کا   )iN t  شرهأی، در طأيل زمأان، ن   ی سأا تيابع سکل استاندارد یک المان میلأاiu   مقأادیر

,1جابيایی در سا ایسگاه زمانی  , 1n n n  ی تعأادل  م مأيی معادلأا  باسند  بيأای ارضأای فأر   می

دار در طيل یک المان اجزای محدند زمانی بأا  ی نزنی شسستا، فرم بامیماندهدینامیکی در چند نقطا

 ((:20-3شردد )با استفاده از )ارضا می 4صيرا ضعیف

 (3-21  )  
n+1

n-1

d 0

t

i i i i i i i i

t

W N N N N t     M u + C u + K u f   

ی تعأادل دینأامیکی یأک    لأا معادسيد ن چأين  این رابطا فقط برای یک المان زمانی نيستا می

هأای  باسد، مقادیر جابيأایی، سأرعت ن سأتا  در شأام    می 1با مقدار انلیا 5عادی ی دیفرانسیلمعادلا

                                                 
1
 Numerical oscillations 

2
 Zienkiewicz 

3
 Finite difference 

4
 Weak form 

5
 Ordinary differential equation 
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1nن   nزمانی   ( فقط یک ميهيل 21-3ی )باسند  در نتیيا در رابطامعليم می
n+1u   نجأيد دارد

کا بأا   زینکيیچ نشان دادتيان معادلا را حل کرد ن با شام بعدی رفت  کا با انتخا  یک تابع نزن می

شیأری زمأانی )نیيمأارک،    های انتگأرال تيان با رنابط مختلف رنشهای مختلف تابع نزن میانتخا 

 یافت  ( دست ن غیره 3شيدنین-فاکس ،2تفاضل مرکزی

 [75] ن همکأاران.  4سده تيسط رتأيره ی زمانی، پیشنهادیافتادند تيسعاحال رنش اجزای مح

است ن یک رابطا بین جابيأایی  سده ( براساس تقریب جابيایی نيستا20-3ی )رابطا شردد ارااا می

تيان با جای جابيایی، سرعت را ميهيل اصلی دهد  میبا مقادیر معليم دن شام مبل می n+1uميهيل 

 مرار داد کا در این صيرا، تقریب سرعت کافیست  طی باسد: 

(3-22  ) 
, 1

i i

i n n

N
 

  v u v   

 باسند:شرهی میی دنتيابع سکل استاندارد یک المان میلا iNکا 

(3-23) n+1 n
n n+1  ;  

t t t t
N N

t t

 
 

 
   

n+1کا در آن nt t t  (( 22-3ی )  در این صيرا جابيایی از انتگرال تقریب سرعت )رابطا

 آید:می بدست

(3-24)  
n

2 2
2n+1 n n

n n n 1 n n 1(t) ( )d
2 2 2

t

t

t t
t t tt t t

t t
   

 
        

   


v v
u u v   

( بأرای تغییرمکأان در   24-3ی )( بأرای سأرعت ن سأتا  ن رابطأا    23-3ی )با مراردادن رابطا

 ی زیررابطا

(3-25)   
n+1

n

( ) ( ) ( ) ( ) d 0

t

i i i i i i

t

W t N t N t t N t t    M v + C v + Ku f   

 (:n+1vرسی  )با ميهيلی زیر میبا معادلا

(3-26)     2 2

n+1 n n n n !( ) (1 )t t t t              M K v Ku M K v f f   

                                                                                                                                               
1
 Initial value 

2
 Central difference 

3
 Fox Goodwin 

4
 Rethore 
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 کا در آن

(3-27)  
n+1 n+1

n n

2

n3

1
( )d ( ) d

2

t t

t t

W t t W t t t t
t t


 

     

(3-28)  
n+1 n+1

n n

n2

1
( )d ( ) d

t t

t t

W t t W t t t t
t t


 

     

 آید:( با دست می24-3ی )تغییرمکان ه  از رابطا

(3-29)  n 1 n n 1 n
2

t
 


  u u v v   

 آید:ی زیر بدست میستا  در هر ایستگاه زمانی ناپیيستا است ن از رابطا

(3-30)  n 1 n

n 1
t










v v
a  

سأت ن بأا همأین    چنان بر پیيستگی سرعت اسأتيار ا ه  (22-3ی )باید تيجا داست کا رابطا

 [75] ن همکأاران.  رتأيره  باسد  با پیشنهادکند مناسب نمیدلیل برای مساالی کا درآن ترک رسد می

سازی اساز هيیساید با تقریب سرعت اضافا شردد  اشر تمام طيل سبیتابع غنی 0,T   را متشأکل از

Q ی زمانی با تيابع سکل بازه 
0 1,...,i Q

N


 بگیری ، داری : 

(3-31  ) c e

,

0 0

( ) H(t t )
j

Q M

i i i j i j

i j i Q

t N N
  

   v v v   

cکا در آن 

iv  ،درجاا آزادی عادیe

,i jv درجاا آزادی اضافی، نjQ   هM  ی زمأانی  بأازه

H(tهستند کا با تابع هيیساید  t )j  اند  با دلیلی آنکأا  سدهغنیH(t t )j    هأای  بأرای تمأام زمأان

t t j ی اثأر تأابع سأکل   باسد ن محأدنده صفر میjN    ی فقأط سأامل بأازه
j-1 j 1,t t 

    باسأد،  مأی

nH( )t t  ی زمانی فقط در بازه n n 1,t t   ( 6-3باسد )سکل غیر صفر می 
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 بع سکل زمانی  اثر تابع هيیساید در تيا6-3سکل 

ای حل با کار ( برای تقریب بخ. غیر چندجملا31-3ی )ترم دنم عبارا سمت راست رابطا 

سيد  در نتیيا، سأرعت در هأر   رند ن باعث ناپیيستگی سرعت مبل ن بعد از هر ایستگاه زمانی میمی

ی زمانی بازه n n 1,t t  سيد:با صيرا زیر تقریب زده می 

(3-32) c c c

n n n 1 n 1N N  v v v  

(3-33) e e

n 1 n nH( )N t t v v   

eی آزادی اضأافی  کا درجا

n 1v  همأانe

n,nv  0سأرط کینمأاتیکی    باسأد  مأی u v   ن سأرط

nپیيستگی تغییرمکان n( ) ( ) 0t t  u u شردند:را ميی با رنابط زیر ارضا میبا صي 

(3-34) 
n

c c c

n( ) ( )d

t

t

t    u u v   

(3-35) 
n

e e e

n( ) ( )d

t

t

t  


  u u v  

اسأت ن   ای در هر ایستگاه زمأانی ناپیيسأتا  باید تيجا داست کا تابع سرعت با صيرا نقطا 

یرمکأان، سأرط پیيسأتگی    باسد  بر  لاف سرط پیيسأتگی تغی شیری از آن پیيستا میبنابراین انتگرال

 سيد:دار ظاهر میی نزنی بامیماندهسرعت با صيرا ضعیف در معادلا

 (3-36) 
  

 

n+1

n

n n

( ) ( ) ( ) ( ) d

( ) 0

t

i i i i i i

t

W t N t N t t N t t

W t





 



  

   M v + C v + Ku f

M v v

   

 کا در آن
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(3-37) c e c

n n n 1 n n  ;   

  v v v v v   

 کا در نتیيا:

(3-38) 
e

n n n 1

 

 v v v  

cنأد، بأا معلأيم بأيدن     اسده ه  اضأافا سأده  حال کا درجاا آزادی غنی c e e

n n n n,  ,  ,  u v u v ،  دن

eميهيل 

n 1 n 1,  

 v v ی زمانی در ابتدا ن انتهای بازه n n 1,t t  کار با دن تابع  باید حل شردند  برای این

ی ی  )رنش بامیمانأده بگیر 23-3ی نزن احتیاج داری ، کا اشر این دن تابع را همان تيابع سکل رابطا

 رسی :دار شالرکین(، با دستگاه معادلاا زیر مینزن

(3-39)

2 2

n 1 2 n

2 2
n+1 1 2 n n

6 12 6 12

2 3 2 6

t t t t

tt t t t

 

  

    
         

     
               

M C K C K
v F F Mv

v F F Mv Ku
C K M C K

   

1کا  2,F F  آید:با رنابط زیر بر حسب بار  ارجی در هر شامی زمانی بدست می 

(3-40) 
1 n n 1 2 n n 1  ;  

3 6 6 3

t t t t
 

   
   F f f F f f   

 آید:( بدست می35-3( ن )34-3های رنابط )از انتگرالتغییرمکان پیيستا ه   

(3-41)  n+1 n+1 n n+1 n
2

t   
   u u u v v   

 ن نهایتاً برای ستا  ه  داری :

(3-42)  n+1 n

n 1
t

 








v v
a  

( در هر ایستگاه زمانی تغییر مکان پیيسأتا نلأی سأرعت    41-3( تا )39-3با استفاده از رنابط )

ی رسد تأرک  تيان مسئلاهای عددی نشان داده  ياهدسد، میماطير کا در مثالسيد ن هناپیيستا می

 دینامیکی را بصيرا پایدار مدل کرد 

-ی زمانی مییافتاسده در این مسمت مطابق بر رنش اجزای محدند تيسعابندی ارااافرميل

، ه  مشابا این رنش است [76]ن همکاران.  1، ارااا سده تيسط لی باسد  رنش شالرکین ناپیيستا

                                                 
1
 Li 
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های جدا هستند(، کند )سرعت ن جابيایی کمیتاستفاده می 1بندی ترکیبیبا این تفانا کا از فرميل

0 ی میدمعادلان  u v( با صيرا ضعیف در معادلا35-3( ن )34-3، بر لاف رنابط ،) ی

باسد ن در رنش شالرکین سيد  رنابط انتهایی هر دن رنش یکسان میدار ظاهر میی نزنبامیمانده

 رسی  می (42-3( تا )40-3( ن رنابط )39-3شیری با دستگاه معادلاا )ی ه  پس از انتگرالناپیيستا

  Mبرآورد عددی انتگرال  -3-3-4

شیری انيام سيد، با ( لازم است کا بر رنی یک مسیر انتگرال84-2با تيجا با اینکا در رابطا )

شیری استفاده سيد جابيا ها در انتگرال اندک تغییری کا در مسیر پی. آید نقاطی کا باید از آن

ی محدند  طایی با نجيد آید در جيا  نهایی  طا نقطا  ياهند سد ن اشر چنانچا در یک ن یا چند

را بر رنی  کاملاً ظاهر  ياهد سد  برای رفع چنین مشکلی با جای انتگرال شیری رنی  ط، انتگرال

تيان از مانين دیيرژانس استفاده کرد ن انتگرال کنی   برای دستیابی با این هدف می سطح محاسبا می

 ([77]زیر با دست آنرد: )لی ن همکاران. ی را بر رنی سطح از رابطا

(3-43) 

aux aux
aux aux

1 1 1A

2 aux aux 2 aux 2 aux

2

1 1 1 1

[( ) ( : )

         ( ) ]dA

q q
M

x x t t x

q
t x x t x t t t x





     
       

     

       
      

         


u u u u

σ σ σ ε
x

u u σ u u u u u

x

   

 2یک تابع همأيار  qاست،فراشرفتا سده Γسطحی در اطراف نيک ترک است کا تيسط Aکا

،  Γياه است با نحيی کا بر رنی نيک ترک مقدار آن برابر یک ن بر رنی مرز  ارجی انتگأرال، دلخ

ن یأا در   Γهایی کا بر رنی را در شره qسيد کا مقدار ای انتخا  می با شينا qبرابر صفر است  تابع

مرار دارند برابر یک مأرار داده سأيد     Γهایی کا درنن  ارج آن مرار دارند برابر صفر ن در سایر شره

در درنن  qی منظ  اجزای محدند نشان داده سده کأا مقأادیر شرهأی تأابع    یک سبکا 7-3در سکل 

را  qی ذکر سده مقادیر تابعاست  در رنش سادهبراساس رنش ذکر سده مشخ  سده Γمسیر بستا

                                                 
1
 Mixed Formulation 

2
 Smooth 
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تيان با استفاده از ها یکسان نیست می هایی کا مقادیر شرهی آن تابع در آن در نقاط شانس درنن المان

 ن کرد:ها با نحي زیر تعیی تيابع شرهی آن المان

(3-44)  
1

( )
nn

i i

i

q q


x x   

تيابع سأکل آن المأان    iدرنن آن مرار دارد ن xیهای المانی است کا نقطا تعداد شره nnکا

 است 

 
 در یک سبکا منظ  اجزای محدند q  مقادیر شرهی تابع 7-3سکل 

( نجيد دارد با استفاده از این فرض کأا در  43-3ی )مشتقاا زمانی میدان کمکی کا در رابطا

-فرض کرد، از رنابط زیر بدست می 1تيان در حالت پایاهر شام زمانی میدان اطراف نيک ترک را می

 :[34]آید 

(3-45) 
aux aux 2 aux 2 aux

2

1 1 1

 ; V V
t x x t x

   
   

    

u u u u   

، ضرایب سأدا تأن. دینأامیکی بأا     Mی انتگرال باسد  پس از محاسباسرعت ترک می  Vکا

 سيند:استفاده از رنابط زیر محاسبا می

(3-46) 

aux aux21
1 1 22

aux aux21
2 1 22

K  (K =1 ; K =0)
2cosh ( )

K  (K =0 ; K =1)
2cosh ( )

h
M

h
M










 


   

                                                 
1
 Steady state 
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 تعیین سرعت ترک 1الگوریتم تکراری -3-3-5

( پیداست، ه  انرژی سکست در هر شام زمانی با سرعت تأرک  85-2ی )ير کا از رابطاهمانط

((، ن هأ  مقانمأت رسأد  مقأادیر انأرژی      45-3ی ميمعیت ترک ن فرض )باسد )با ناسطانابستا می

سکست ن مقانمت رسد باید در انتهای هر شام زمانی حسا  سيند، بنابراین در ابتدای هر شأام بایأد   

ای سرعت ترک حدس زده سيد ن سپس این حدس اصلاح شردد  رنش اصلاح حأدس  یک مقدار بر

ی رسد باسد کا با صيرا زیر برای حل معادلامی 2انلیا استفاده سده در این پایان ناما رنش سکانت

 سيد:ترک استفاده می

(3-47)      n n nf V G V V    

(3-48)  1

1

1

 ( )

( ) ( )

k k k

n n nk k

n n k k

n n

V V f V
V V

f V f V








 


   

کا  nf V  ای است کا باید حل شردد، معادلاn ی شام زمانی دینامیکی، ن سمارهk سماره-

باسد  الگيریت  تکرار سکانت در هرشام زمانی دینامیکی احتیأاج بأا دن   ی تکرار در هر شام زمانی می

ی مبأل ن یأک   تيان از سرعت ترک در مرحلأا ادیر سرعت دارد کا برای آنها میحدس انلیا برای مق

( ارضا نگردد، ميمیأت  47-3ی )حدس دلخياه استفاده کرد  در صيرتی کا با یک سرعت ترک معادلا

ی شردند ن با استفاده از معادلاترک ن سایر مقادیر )تغییرمکان، سرعت، ستا ،    ( با محل مبلی بازمی

 سيد، تا اینکایک حدس جدید زده ( 3-48)

(3-49)     ini/ TOLn nG V V     

است با طير متيسط برای هر شام زمانی ناما استفاده سده% کا در این پایان2با تيلرانس 

 باسد دینامیکی احتیاج با سا یا چهار تکرار می

                                                 
1
 Iterative 

2
 Secant 
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 حفظ تعادل هنگام رشد ترک -3-3-6

سيد، درجاا نيک ترک در آن نامع است عيض میکند ن المانی کا هنگامی شا ترک رسد می

(  ایأن  8-3شردند کا مبل از حل دستگاه مقدار صفر دارند )سکل آزادی جدیدی با سیست  اضافا می

ام در nمقادیر صفر سرایط هندسی ترک را با استباه مدل کرده ن در حالی کا مسأئلا در شأام زمأانی    

ام رنی nبا دلیأل رسأد تأرک ن تغییأر مأاتریس سأختی، بأا نگاسأت مقأادیر شأام            حال تعادل بيد،

nجدید )پیکربندی  1پیکربندی 1سيد:ام( مسئلا از تعادل  ارج می 

(3-50) n n n n n n nM u +C u + K u = f  

 اما

(3-51)    n+1 n+1 n+1

n 1 n n 1 n n 1 n n+1 0R     M u +C u + K u f  

n+1کا منظير از 

nX نگاست درجاا آزادی پیکربندی شامnام رنی پیکربندی شامn 1 ام مأی-

-اد می(، مبل از حل دستگاه، نيسان عددی در حل ایي51-3ی )ایيادسده در رابطا 2باسد  عدم تعادل

شرفتن حل عددی از پاس. نامعی سيد  بأرای رفأع   تياند باعث فاصلا کند ن در طيلانی مدا ه  می

((، بعد از 51-3ی )اند کا دستگاه نامتعادل )رابطاپیشنهاد نميده [78]این مشکل، رتيره ن همکاران. 

(( ، حل سأده ن عأدم تعأادل آن    39-3ی )انيام نگاست ن مبل از سرنع حل دستگاه معادلاا )رابطا

 برطرف شردد  با یک فرض ساده برای سرعت ن جابيایی، ن حل دستگاه برای تغییر ستا : 

(3-52  ) n+1 2 n+1 n+1 2 n+1

n n n n ;  t t        u u u u   

(3-53) n+1 n+1 n+1

n 1 n n 1 n n 1 n n+1 R       M u +C u + K u f  

تيان مقادیر اصلاحی ستا ، سرعت ن جابيایی را حسا  کرده، سأپس ایأن مقأادیر را بأا     می

 مقادیر اصلی اضافا کرد:

 (3-54) n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1

n n n n n n n n n ;  ;      u u u u u u u u u   

-فاده از انتگأرال سيد، انيام این کار با همراه استهای عددی نشان داده میهمانطير کا در مثال

                                                 
1
 Configuration 

2
 Out of balance 
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 ((، پایدار سازی بسیار  يبی را در نتای  در بر  ياهند داست  39-3ی )شیری زمانی ناپیيستا )رابطا

 
   حفظ تعادل در نگاست درجاا آزادی رنی پیکربندی جدید8-3سکل 
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  های عددیمثال: 4 فصل

 مقدمه -4-1

هأای   ن همچنین نشان دادن مابلیتیافتا  برای بررسی درستی ن دمت رنش اجزای محدند تيسعا

 شردد ای دینامیکی، چندین مثال در این بخ. ارااا می لایا این رنش در حل مسایل ترک بین

های مکانیأک سکسأت بأا اسأتفاده از رنش پیشأنهادی در فصأل مبأل        ها، پارامتر در تمامی مثال

کأرد،   رز دن لایا از آن عبير میاند  چنانچا المانی حانی ترک ن نا نيک ترک بيد، ن یا ممحاسبا سده

زیرمثلث  4است ن آن المان با بندی مثلثی استفاده سده شیری در آن المان از رنش تقسی  برای انتگرال

انأد کأا در هأر     زیأر مثلأث تقسأی  سأده     6های دارای نيک ترک نیز با  است   المانبندی سده تقسی 

معمأيلی   2×2ها نیز از مانين شانسأی   سایر المان است  درنقطا شانسی بهره شرفتا سده 7زیرمثلث از 

 است استفاده سده

ی انل تأرک  اند  در دسأتا های عددی با دن بخ. ترک ثابت ن ترک رسدکننده تقسی  سدهمثال

باسند کأا  ی دنم سامل مساال با رسد ترک میباسد  دستاکند ن بار  ارجی تابع از زمان میرسد نمی

شیأری زمأانی   باسند  برای این مسأاال از انتگأرال  ی انل میتر از دستاسخت سازی بسیاراز نظر سبیا

بینی سرعت ترک ه  از معیار ارااا سده در فصل سأيم  است  برای پی.استفاده سده شالرکین ناپیيستا

 است  ن رنش تکراری تيضیح داده سده در فصل چهارم استفاده سده
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 ترک ایستا تحت اثر بار دینامیکی -4-2

سيد کا در آنها ترک تحت اثر بار دینامیکی اسأت نلأی رسأد    های آنرده میبخ. مثال در این

دهأد ن  شیری زمانی نیيمارک با  أيبی جأيا  مأی   باسد، انتگرالکند  با دلیل آنکا ترک ایستا مینمی

باسد  همچنین چين تغییر المأان حأانی نأيک    شیری زمانی شالرکین ناپیيستا نمیاحتیاجی با انتگرال

 است ک نداری ، از رنش حفظ تعادل استفاده نشدهتر

باسأد ن  باسد کا در آنها هر لایا دنسانگرد میهایی میسا مثال انل این بخ. سامل کامپيزیت

اسأت  در ایأن حالأت    ایياد سده 90ی ها با اندازهی لایاکامپيزیت با چر . ماتریس الاستسیستا

 کننأدشی  ی نيسأان باسد، نلی نمایأا اینکا ماتریس الاستسیستا دن ماده متفانا می ا ، با نجيد 

-سيد ن میدان نيسانی نيک ترک تبدیل با میدان ترک در جس  همگأن مأی  ( صفر می52-2ی )رابطا

ننأدشی مخأالف   کی نيسأان های بعدی این بخ. با ميادی ا تصا  دارد کا درآنها نمایأا سيد  مثال

باسأد کأا   شیرد  لازم با ذکر مأی ی نيسانی با  يد میباسد ن میدان نيک ترک حالت پیچیدهصفر می

 باسد ها، تغییرمکان ن سرعت مسانی صفر میدر تمامی مثال 1سرایط انلیا

برای حل مسئلا  2های این بخ. در ادبیاا فنی با صيرا عمده تيسط رنش المان مرزیمثال

-اند  در اینيا نشان داده مأی سدهیابی تغییرمکان برای استخراج ضرایب سدا تن. حلن رنش برنن

تياند با عنيان یک رنش جایگزین مناسأب اسأتفاده   یافتا میسيد کا کا رنش اجزای محدند تيسعا

 سيد  

 ای دوسانگرد ترک مرکزی در کامپوزیت دولایه -4-2-1

ای يترنپ مختلف، تحأت اثأر بأار ضأربا    در این مثال با بررسی یک ترک در بین دن ماده انرت

در مرکز یک صفحا تشکیل سده  4.8mmکششی، پردا تا سده است  برای این منظير ترکی با طيل

                                                 
1
 Initial conditions 

2
 Boundary element 



        هاای در کامپوزیتخوردگی بین لایهتحلیل دینامیکی ترک
 به روش اجزائ محدود توسعه یافته 

 57 

  یعدد یمثالها

)Hاست ن فشار ناحأد یکنيا أت   از دن لایا کامپيزیت متفانا در نظر شرفتا سده )tP    بأا صأيرا

بأا اسأتفاده از    [79] 2ن ژنأف  1است  این مثال تيسأط نانشأی  ف صفحا اعمال سدهناشهانی در دن طر

هندسأا ن سأرایط    1-5اسأت  در سأکل   بررسی سده 0.22μsرنش المان مرزی زمانی ن شام زمانی 

 تيان دید   مرزی مسئلا را می

 
 1-2-4  هندسا ن سرایط مرزی مسئلا 1-5سکل 

 چپ( حالت انل  راست( حالت دنم

ی زیر باسد ن کامپيزیت با چر . ماتریس الاستیسیتا سرایط حاک  بر مسئلا کرن. مسطح می

0,90)با تيالی  90)ن  ( ,0  باسد  است  چگالی دن لایا یکسان می)دن حالت( ایياد سده (

 
155.43 3.72 0

16.34 0  (Gpa)

sym 7.48

 
 


 
  

C   

 3

1 2 1600 (kg / m )     

20برای تحلیل این مسئلا از یک سبکا سا تاریافتا متشکل از  40     المأان چهارضألعی، شأام

است  پس از تحلیل مدل، ضأرایب  استفاده سده 2mmمسانی با  M  ن سعاع انتگرال μs 0.44زمانی 

بعد کأردن نتأای  بأا    سدا تن. با استفاده از رنش شفتا سده در فصل مبل محاسبا سد ن پس از بی

                                                 
1
 Wunsche 

2
 Zhang 
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 است  ارااا سده 2-5، نتای  در سکل 2.4Pپارامتر 

 

 
   ضریب سدا تن. دینامیکی2-5سکل 

 بالا( حالت انل پایین( حالت دنم

سيد کا نتای  حاصأل از بأا    ، مشاهده می2-5با مقایسا نتای  حاصلا با نتای  ميجيد در سکل 

-سازی از دمت کافی بر يردار است  با های اجزای محدند شسترده با همراه تيابع غنی کارشیری مدل

-تر حل سده ن نتای  بیبندی ریزتر ن درستها، همین مسئلا با دن سبکالمانمنظير بررسی اثر تعداد ا

-شردد، نتای  عملاً مستقل از تعداد الماناند  همانطير کا مشاهده میارااا سده 3-5بعد سده در سکل 
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هأای   ی سا تاریافتا با تعداد المأان سيد کا با استفاده از سبکا باسد  با علانه دیده میهای انتخابی می

 تيان با دمت مناسبی دست یافت  بسیار ک  ه  می

 
 ها رنی نتای   بررسی اثر تعداد المان3-5سکل 

سده بر نتای ، مسئلا با چهار شأام زمأانی متفأانا    همچنین برای بررسی اثر شام زمانی انتخا 

اسأت، بأا   پید 4-5است  همانطير کا از سکل آنرده سده 4-5بعد سده در سکل حل سده ن نتای  بی

μst 0.88سده )غیر از بزرشترین شام زمانی انتخا       سایرحالاا از دمأت مناسأبی بر أيردار ،)

 باسد  می
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 ی شام زمانی رنی نتای   بررسی اثر اندازه4-5سکل 

 ای دوسانگرد ترک مرکزی در کامپوزیت چهارلایه -4-2-2

نجأيد   4mmی با طأيل  اد ترکی بین لایاای دنسانگرفرض کنید در یک کامپيزیت چهارلایا

)Hداستا باسد  صفحا دارای فشار کششی  )tP    است ن سرایط کرن. مسطح نیز نجأيد دارد )سأکل

0)باسأد ن کامپيزیأت از چأر .    (   صيصیاا هر لایا مشابا مثال مبل مأی 5-5 / 90 / 0 / 90 ) 

 است سکل شرفتا تریس الاستیسیتاما

 
 2-2-4  هندسا ن سرایط مرزی مسئلا 5-5سکل 

باسأد، کأا درآن    می 6-5است مطابق سکل مدلی کا برای تحلیل این مسئلا در نظر شرفتا سده

ی سأا تاریافتا  باسد  تحلیل مسئلا با یأک سأبکا  سده با تيابع مختلف مشهيد میهای غنیم. ن شره

40سامل ميرد استفاده  20  0.22المان، شام زمانی μst ن سعاع انتگرال ، M  2مسانی باmm 

 است  استفاده سده 

سأده )بأا   ضریب سدا تن. دینامیکی نرمال 7-5برای تعیین دمت رنش پیشنهادی، در سکل 

سيد،  مانطير کا مشاهده میاست  هسدهمقایسا  [79]با نتای  ارااا سده تيسط مرجع ( 2Pرامترپا

 ز دمت کافی بر يردار است  نتای  با دست آمده با حل مرجع نزدیک است ن ا
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 های مربيط با مرز دن ماده، نجا ن نيک ترکسازی شره  غنی6-5سکل 

هأای مربأيط بأا ناپیيسأتگی     شره سازیعلانه بر این، مسئلا بار دیگر با صرفنظر کردن از غنی

یأل  است  در این صيرا، ناپیيستگی میدان تن. ناسی از تغییر جأنس مأاده، در تحل  سدهضعیف حل 

است، این امر باعث ایيا  طأایی در نتأای    نشان داده سده 7-5سيد  همانگينا کا در سکل دیده نمی

ی کند  بنابراین در یک حل دینامیکی کا یأک  طأا  سيد کا این  طا با مرنر زمان افزای. پیدا میمی

نر سازد، اسأتفاده  ها را در شامهای انتهایی بسیار از حل نامعی دتياند جيا کيچک در انایل حل می

 رسد  سازی ناپیيستگی ضعیف ضرنری با نظر میاز غنی

 
 ساز ناپیيستگی ضعیف رنی نتای   اثر تابع غنی7-5سکل 

-بر رنی مقادیر ضریب سدا تن.، سأعاع  M شیری ی انتگرالبرای بررسی تدثیر اندازه حيزه
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داده  نشأان  8-5هأای   سد ن نتای  متنأاظر آن در سأکل   نظر شرفتاشیری در های متفانا برای انتگرال

شیأری بأر مقأدار ضأریب      ی سعاع انتگرالتيان نتیيا شرفت کا اندازه می  است  با دمت در سکلسده

 سدا تن. تدثیری ندارد 

 
 شیری ی سعاع انتگرال  ضریب سدا تن. نسبت با مقادیر مختلف اندازه8-5سکل 

 ای دوسانگرد یت چهارلایهترک لبه در کامپوز -4-2-3

ی مسئلا با صيرا غالب سده مربيط با حالتی بيدند کا بارشياری ن هندسادن مثال مبلی ارااا

ای اند  با همین دلیل در اینيا با تحلیل یک ترک لبا در یأک کامپيزیأت سأ. لایأا    در ميد انل بيده

 9-5بارشياری مسئلا در سأکل  است  هندسا ن دنسانگرد کا در حالت ميد مرکب است پردا تا سده

باسأد ن کامپيزیأت از چأر .    اسأت   صيصأیاا هأر لایأا مشأابا مثأال مبأل مأی        نشان داده سده

(0 / 90 / 0 / 90 / 0 / 90  است سکل شرفتا ماتریس الاستیسیتا (
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 3-2-4  هندسا ن سرایط مرزی مسئلا 9-5سکل 

30متشکل از ی ی یک سبکاتحلیل دینامیکی اجزای محدند با نسیلا 60   المان، شام زمأانی

0.2 μst است  ضرایب سدا تن. مختلط دینأامیکی بأا   ، ن در حالت کرن. مسطح انيام شرفتا

 10-5قیقی ن مختلط آن در سکل اند ن بخ. حبدست آمده 1.2mmبا سعاع  Mاستفاده از انتگرال 

بینأی  کأا رنش حاضأر    مأی  [79]سده با نتای  مرجع ی مقادیر شزارشاست  با مقایسانشان داده سده

 دینامیکی را داراست بینی ضرایب سدا تن. دمت مناسبی در پی.
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1  ضریب مختلط سدا تن. دینامیکی 10-5سکل  2K K iK   

ساز برای ناپیيستگی ضعیف کا در مثال مبل آنرده سد، در اینيا دنبأاره  اثر استفاده از تابع غنی

ه از تأابع  شردد  نتای  مسمت حقیقی ضریب مختلط سدا تن. دینامیکی با ن بدنن استفادبررسی می

است  همانند مثال مبأل، اسأتفاده از تأابع    آنرده سده 11-5ساز برای ناپیيستگی ضعیف در سکل غنی

های اجأزای محأدند رنی مأرز دن مأاده مأرار      ی المانساز ناپیيستگی ضعیف، در هنگامی کا لباغنی

 سيد  ندارد، باعث افزای. دمت می

 
 عیف رنی نتای ساز ناپیيستگی ض  اثر تابع غنی11-5سکل 
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 ای دوسانگرد ترک مرکزی در کامپوزیت دولایه -4-2-4

ی ای در ميادی ا تصا  دارد کأا درآنهأا نمایأا   لایابعدی این بخ. با بررسی ترک بین مثال

شیأرد  بأا   ی نيسانی با  يد میباسد ن میدان نيک ترک حالت پیچیدهکنندشی مخالف صفر مینيسان

ی کا در ادبیاا فنی با دن نأيع مأاده   12-5سده در سکل داده انهمین منظير، هندسا ن بارشياری نش

سيد  مشخصاا هندسی ن مادی در حالت انل، کأا بأا   است، در اینيا تحلیل میمختلف بررسی سده

0137.کنندشی ی نيساننمایا  سيد، بدین صيرا است:منير می 

 10mm;  20mm;  =2.4mmW h a    

 1 2

122.77 3.88 0 65.41 4.29 0

16.34 0  (Gpa) ; 16.34 0  (Gpa)

sym 6.94 sym 5.58

   
   

 
   
      

C C   

 3

1 2 1600 (kg / m )     

 
 4-2-4  هندسا ن سرایط مرزی مسئلا 12-5سکل 

20ی متشکل از ی یک سبکاتحلیل دینامیکی اجزای محدند با نسیلا 80   المان، شام زمأانی

0.2 μst  است  ضرایب سدا تن. مختلط دینأامیکی بأا   شرفتا، ن در حالت کرن. مسطح انيام

ن  1ایأن مسأئلا در ایأن حالأت تيسأط لأی       انأد  بدست آمده 1.0mmبا سعاع  Mاستفاده از انتگرال

                                                 
1
 Lei 
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اسأت، بأا ایأن    تيسط رنش المان مرزی بررسأی سأده   [81]ن همکاران. 1ن سانف [80]همکاران. 

اند، نلی سانف ن همکاران. با نيک ترک صرفنظر نميده تفانا کا لی ن همکاران. از میدان نيسانی

اند میدان نيسانی نيک ترک را در جهأت سأعاعی بازتيلیأد    های مرزی  ا  تيانستااستفاده از المان

اند  همأانطير کأا   سدهآنرده  13-5نمایند  نتای  حاصل در این تحقیق با همراه نتای  مرجع در سکل 

یافتا، کا . دینامیکی بدست آمده از رنش اجزای محدند تيسعادر سکل پیداست، ضرایب سدا تن

تأر  نزدیأک  [81] است، با حل سانف ن همکاران.در آن میدان نيسانی نيک ترک در نظر شرفتا سده

سيد کا مسمت مختلط ضریب سدا تن. دینأامیکی ) باسد  همچنین مشاهده میمی
2K   در نتأای ،)

-مأی  [81] ه در این تحقیق ن کار سانف ن همکأاران. سدبزرشتر از نتای  ارااا [80]لی ن همکاران. 

باسد باسد زیرا کا هندسا ن بارشياری مسئلا بیشتر در حالت ميد انل میاین امر صحیح نمی باسد، کا

 بسیار کيچک باسد  2Kرند کا نابراین انتظار مین ب

 
1  ضریب مختلط سدا تن. دینامیکی 13-5سکل  2K K iK   

های آنها بایأد  هایی کا شرهساز، مسئلا در سا حالت مختلف الماندادن اثر تيابع غنیبرای نشان

سأازی  ساز نيک تأرک، غنأی  است: صرفنظر کردن از تيبع غنیل سدهسيند ح با تيابع نيک ترک غنی

سازی نا المان )هشت المان دنر المان اصلی(  نتای  این مقاسیا با همراه نتای  مرجع یک المان ن غنی

                                                 
1
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سأاز نأيک   اند  همانطير کا در سکل پیداست، حيف تيابع غنأی نشان داده سده 14-5در سکل  [81]

کردن یک یا نا المأان  سيد  همچنین مشخ  است کا غنیترک باعث ایياد  طای سدید در حل می

هأای یأک المأان    ی محاسباتی بهتر است کا تنها شرهتفانتی در نتای  ندارد، ن بنابراین از لحاظ هزینا

 غنی سيد  

 
 ساز نيک ترک رنی ضریب سدا تن.  اثر تابع غنی14-5سکل 

است )رسأ   بررسی سده 15-5ساز رنی میدان تن. نيک ترک در سکل همچنین اثر تيلع غنی

سأاز بأا کلأی    سيد کا حيف تيابأع غنأی  ی بالایی(  مشاهده میای بسیار اندک در لایادر فاصلا سده

ساز انرتيترنپ در سيد  اشر از تيابع غنیای سدید در حل ن حيف سینگيلاریتی میباعث ایياد  ط

سيد کا سینگيلاریتی بازتيلید سده، نلی مقادیر تن. از مقادیر جس  همگن استفاده سيد، مشاهده می

 باسد ساز نيسانی کمتر مینامعی در هنگام با کاربردن تيابع غنی
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 ک ترک رنی میدان تن. نيک ترکساز ني  اثر تابع غنی15-5سکل 

ه  بأا رنش المأان    [82]ن همکاران.  1همین مثال با کمی  صيصیاا متفانا تيسط نانشی

کننأدشی  ی نيسأان ی در حالت دنم، کا بأا نمایأا  است   صيصیاا هندسی ن مادمرزی بررسی سده

0.002  باسد:سيد، با صيرا زیر میمنير می 

 5mm;  10mm;  =2mmW h a   

 
3

1 2 12 12

3

1 2 12 12

100MPa; 50MPa;  0.3;  10.009MPa;  1Kg/m

100MPa; 45MPa;  0.3;  9.525MPa;    1Kg/m

E E G

E E G

 

 

    

    
  

30ی سا تاریافتا سامل تحلیل مسئلا با یک سبکا 60    0.04المان، شأام زمأانی μst  ن ،

 16-5است  نتای  حاصل از ایأن تحلیأل در سأکل    انيام سده 0.2mmمسانی با  Mسعاع انتگرال 

از میدان نيسأانی   اند مقایسا سده [82]اند ن با نتای  ارااا سده تيسط نانشی ن همکاران. آنرده سده

است ن با همین دلیل، مشأابا حالأت مبأل،    صرفنظر سده [82]نيک ترک در کار نانشی ن همکاران. 

 است  ایياد سده 2K طای نسبتاً زیادی در بدست آنردن 

                                                 
1
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1  ضریب مختلط سدا تن. دینامیکی 16-5سکل  2K K iK   

های بر رنی مقادیر ضریب سدا تن.، سعاع M شیری ی سعاع انتگرالبرای بررسی اثر اندازه

اسأت   آنرده سده 17-5های  سد ن نتای  متناظر آن در سکل شیری در نظر شرفتامتفانا برای انتگرال

شیری بر مقدار ضریب سأدا تأن.    ی سعاع انتگرالتيان نتیيا شرفت، کا اندازه می  با دمت در سکل

 تدثیری ندارد 

 
 شیری ی سعاع انتگرالن. نسبت با مقادیر مختلف اندازهضریب سدا ت 17-5سکل 
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 ترک پیشرونده تحت اثر بار دینامیکی -4-3

ها ترک ثابت و بار به صورت هایی که تا به اینجا بررسی شدند مربوط به حالتی بودند که در آنمثال

گیری تگرالدر آنها از انکه  پردازیممسائل با رشد ترک می شود. حال به تحلیلدینامیکی وارد می

 است.استفاده شده گالرکین ناپیوسته زمانی

 ترک رشدکننده با سرعت معلوم در جامد همگن  -4-3-1

-در مساال با رسد ترک، ن صحت M ی انتگرالسنيی رنش محاسبادر ابتدا با منظير صحت

, 75, 11]  حفظ تعادل، مثال معرنف ن الگيریت شیری زمانی شالرکین ناپیيستاسنيی الگيریت  انتگرال

-نمایی   در این مثال فرض میرعت ثابت در جس  همگن را بررسی مییک ترک  پیشرننده با س [83

تحأت بارشأياری کششأی بأا      18-5داده سأده در سأکل   ی نشانکنی  یک نرق همسانگرد با هندسا

 ای نسبت با زمان در سمت بالای  يد مرار دارد  صيرا تابع پلا

 
 1-3-4  هندسا ن سرایط مرزی مسئلا 18-5سکل 

 است:مصالح برای این نرق با صيرا زیر تعریف سده ابعاد ن  صيصیاا

 10 m;  a=5 m;  h=2 mL    
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 3210 Gpa;  =0.3;  =8000 kg/mE    

 ن بار  ارجی

 c c

c

/ (0.2 )   0 0.2
( )

1                0.2 t

t t t t
t

t

 
 


P   

کا 
ct      در اینيا برابر با مدا زمانی است کا ميج طيلی نصف ارتفأاع نرق را طأی کنأد  ایأن

 زمان مسانی است با

 
c

L

h
t

c
   

   [83]باسد می m/s 5944سرعت ميج طيلی برابر با  Lcکا 

ک برحسب سرعت ترک در این مسئلا از مبل مشخ  بيده ن فرض بر این است کا سرعت تر

 :[83]کند ی زیر تغییر میزمان با رابطا

 

c
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c
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/1500mبرابر  0Vکا  s بأا صأيرا    [84]1ن مسئلا تيسط فرنند  حل تحلیلی ای[83] باسدمی

 است:زیر ارااا سده

     
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-  این حل تحلیلی برای محیط بی[83] باسدمی m/s 2947سرعت ميج رایلی برابر با  Rcکا 

c3tسازی فقط تا زمان است، بنابراین سبیانهایت ارااا سده t    کا انلین ميج طيلی بازتأا  سأده از

 یرد شرسد انيام میمرز با نيک ترک می

40بندی برای مدلسازی این مسئلا از المان 80  شیری زمانی شالرکین ناپیيسأتا  منظ ، انتگرال

c0.2tزمانی برابر  با شام t  0.5مسانی با   شیری، سعاع مسیر انتگرالm با همراه الگيریت  حفظ ،
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است  برای مقایسا نتای  بدست آمده با حل عددی ه  از نتای  ارااا سأده تيسأط   فاده سدهتعادل است

سأيد  نتأای    است استفاده مأی آمده بدست 2کا با استفاده از رنش المان طیفی [83]ن همکاران.  1لیي

 است:ارااا سده 19-5سکل آمده برای ضریب سدا تن. دینامیکی در بدست

 
   ضریب سدا تن. دینامیکی19-5سکل 

آمده در این تحقیق مطابقت  يبی با نتای  حاصأل  همانطير کا در سکل پیداست، نتای  بدست

M از حل تحلیلی ن حل عددی دارد، کا این امر صحت انتگرال با همراه میدان کمکی ميرد استفاده  

 نماید ی رسد ترک را تدیید میسئلادر م

شیری زمانی، همین مسأئلا ميأدداً بأا رنش    با منظير بررسی رنش ميرد استفاده برای انتگرال

است  با تيجا بأا سأکل مشأخ     ارااا سده 20-5است ن نتای  در سکل کلاسیک نیيمارک حل سده

اا اضافی ناسی از حل عددی را بسیار ی شالرکین، نيسانشیری ناپیيستاسيد کا استفاده از انتگرالمی

شیری نیيمأارک  باسد، انتگرالنماید  همانطير کا در سکل پیداست تا زمانی کا ترک ایستا میکمتر می

سيد ن با مأرنر زمأان   دهد، اما پس از سرنع رسد ترک، نيساناا عددی آغاز میبا  يبی جيا  می

رک در آن از مبل مشخ  نیست، همانند آنچأا  سيد  در یک تحلیل نامعی کا سرعت ته  زیادتر می

هأایی نظیأر   بینأی کمیأت  یابنده در طيل زمان پی.آید، این نيساناا عددی افزای.کا در مثال بعد می

                                                 
1
 Liu 

2
 Spectral 
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 سازد  سرعت ترک، انرژی سکست، ضریب سدا تن. دینامیکی، ن غیره را کاملاً ناممکن می

   

 
 ایداری جيابهاشیری زمانی در پ  تدثیر نيع انتگرال20-5سکل 

نمایأد   ی شالرکین، نيساناا اضافی ناسأی از حأل عأددی را بسأیار کمتأر مأی      شیری ناپیيستا

شیری نیيمارک با  يبی جيا  باسد، انتگرالهمانطير کا در سکل پیداست تا زمانی کا ترک ایستا می

سيد    زیادتر میسيد ن با مرنر زمان هدهد، اما پس از سرنع رسد ترک، نيساناا عددی آغاز میمی

-در یک تحلیل نامعی کا سرعت ترک در آن از مبل مشخ  نیست، همانند آنچا کا در مثال بعد می

هایی نظیر سرعت تأرک، انأرژی   بینی کمیتیابنده در طيل زمان پی.آید، این نيساناا عددی افزای.

 سازد  سکست، ضریب سدا تن. دینامیکی، ن غیره را کاملاً ناممکن می

سد، تغییأر المأان نأيک تأرک ن پدیدارسأدن درجأاا       گينا کا در فصل سيم تيضیح دادههمان

سأيد  بأرای    يردن تعادل در ابتدای شام زمانی ن برنز نيساناا عددی مأی آزادی جدید باعث بره 

دادن تدثیر الگيریت  حفظ تعادل ارااا سده، همین مسئلا ميدداً با صرفنظرکردن از این الگأيریت   نشان

کردن نيسأاناا  اند  تدثیر الگيریت  حفظ تعادل در ک ارااا سده 21-5است ن نتای  در سکل دهحل س

شیری باسد  در نتیيا استفاده از این الگيریت  با همراه انتگرالعددی با  يبی در این سکل مشهيد می

 رسد  ی شالرکین برای رسیدن با یک حل کاملاً پایدار ضرنری با نظر میناپیيستا
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   تدثیر الگيریت  حفظ تعادل در پایداری جيابها21-5سکل 

 سانگرد همای  رشدکننده در کامپوزیت دولایهای  لایه بینترک  -4-3-2

پس از بررسی رسد ترک در جس  همگن، در اینيا با تحلیل عددی یکی از آزمایشاا اصألی  

انيام  [38] 2نساکیسن ر 1تيسط لمبرنس 1995پردازی   این آزمای. در سال رسد ترک دینامیکی می

ای متشأکل از فأيلاد ن   دنلایأا ای تيسط یک پرتابا با یک کامپيزیأت  شرفتا ن سامل اعمال بار ضربا

اسأت   سأده نشأان داده   22-5باسد  هندسا ن بارشياری این مسأئلا در سأکل   می 3متاکریلیتمتیلپلی

 باسد:مشخصاا مادی هر لایا با صيرا زیر می

 
3

3

Steel:     208 Gpa;  =0.30;  =7830 kg/m

PMMA: 3.24 Gpa;  =0.35;  =1190 kg/m

E

E

 

 




  

0.1037کنندشی ی نيسانکا با نمایا  سيد  انرژی سکست برای سرنع رسد ترک منير می

 باسد می 120N/mه  

ميفأق سأدند کأا مقأادیر انأرژی       4سریعبرداری فيقاده از عکسن رنساکیس با استفلمبرنس 

                                                 
1
 Lambros 

2
 Rosakis 

3
 Polymethylmethacrylate (PMMA) 

4
 High-speed photography 
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 ی تغییر فاز، ن سرعت ترک را در طيل زمان آزمای. با دمت اندازه بگیرند سکست، زانیا

 
 2-3-4هندسا ن سرایط مرزی مسئلا  22-5سکل 

لیل عددی این مسئلا پردا تند کا نتای  آنهأا هأ  در اینيأا    ه  با تح [34] 2ن کيسنر 1ناکاميرا

ی انل،   درمرحلاشیرددر دن مرحلا انيام میسازی عددی این مسئلا سيد  سبیابرای مقایسا ارااا می

ن  3سأيد ن تأرک بأا سأرعت شأزارش سأده تيسأط لمبأرنس        سرعت ترک از مبل معليم فأرض مأی  

اسأت  در  نشأان داده سأده   23-5سيد  این سأرعت نرندی در سأکل   رسد داده می [38] 4رنساکیس

(( ن الگأيریت  تکأراری   91-2ی )ی دنم، با استفاده از معیار ارااأا سأده در فصأل دنم )رابطأا    مرحلا

 سيد (( سرعت ترک محاسبا می48-3ی )سده در فصل سيم )رابطاتيضیح داده

                                                 
1
 Nakamura 

2
 Kushner 

3
 Lambros 

4
 Rosakis 
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 سده در آزمين آزمایشگاهیسرعت ثبت 23-5سکل 

 ای، چين لمبرنس ن رنساکیس در کار  أيد فأرم بأار  أارجی را ارااأا     برای بارشياری ضربا

اسأت  ایأن فأرم بأا     انتخا  سأده  24-5اند، بارشياری  ارجی در این تحقیق با فرم تابع سکل نداده

است کا انرژی سکست بدست آمده مبل از سرنع رسد ترک مسانی بأا مقأادیر   ای انتخا  سدهشينا

 شزارش سده تيسط لمبرنس ن رنساکیس باسد 

 
   بارشياری اعمالی24-5سکل 

 باسد:پارامترهای این بارشياری با صيرا زیر می

 1 2 3

1

50μs; 90μs; 100μs;

103KN/m

t t t

P

  


   

45ی انل از مأ.  برای مدلسازی این مسأئلا در مرحلأا   150   شیأری زمأانی   مأنظ ، انتگأرال
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μst 1.5زمانی برابر  شالرکین ناپیيستا با شام شیری، سعاع مسیر انتگرال M ، با mm 5مسانی با  

ی تغییر فاز بدست آمده در این ست ن زانیااست  انرژی سکاستفاده سده همراه الگيریت  حفظ تعادل

 اند آنرده سده 26-5ن  25-5تحقیق، با همراه مقادیر مرجع، در اسکال 

 
 انرژی سکست دینامیکی با سرعت از مبل معليم 25-5سکل 

 
 ی تغییر فاز دینامیکی سرعت از مبل معليمزانیا 26-5سکل 

ی بین نتأای  بدسأت آمأده از حأل عأددی ن      همانگينا کا از اسکل پیداست، تطابق بسیار  يب

 نتای  آزمایشگاهی نجيد دارد  
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تأر ن  های انتخابی، همین مسئلا با دن م. دیگر، یکأی درسأت  برای نشان دادن اثر تعداد المان

اند  همانگينأا کأا از سأکل    ارااا سده 27-5دیگری ریزتر حل سده ن نتای  انرژی سکست در سکل 

 دهند رین م.، دن م. دیگر نتای   ي  ن تقریباً یکسانی میتپیداست، با غیر از درست

 
 ها رنی نتای بررسی اثر تعداد المان 27-5سکل 

ی شالرکین در ک  کردن نيساناا عأددی ن بهبأيد نتأای  در    شیری زمانی ناپیيستاتدثیر انتگرال

نطير کأا مشأخ    با بررسی این اثر ا تصا  دارد ن هما 28-5سيد  سکل اینيا ميدداً بررسی می

 شیرد است، این رنش با  يبی نيساناا عددی حل نیيمارک را می
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 شیری زمانی در پایداری جيابها  تدثیر نيع انتگرال28-5سکل 

(( ن الگيریت  91-2ی )ی دنم، با استفاده از معیار ارااا سده در فصل دنم )رابطاحال در مرحلا

بأرای ایأن    سأيد  (( سرعت ترک محاسبا می48-3ی )اسده در فصل سيم )رابطتکراری تيضیح داده

1های با ثابت 91-2ی منظير رابطا 0.04C   0.08نn    سأيد   سده ن ترک رسأد داده مأی  انتخا

بأا   30-5تأا   28-5ی تغییر فاز ن سرعت ترک در اسکال ی انرژی سکست، زانیاسدهمقادیر محاسبا

 است:مراه مقادیر مرجع نشان داده سدهه

 
 سده  انرژی سکست دینامیکی با سرعت محاسبا29-5سکل 

 
 سدهی تغییرفاز دینامیکی با سرعت محاسبا  زانیا30-5سکل 
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 ی ترکسده   سرعت محاسبا31-5سکل 

عت ی تغییرفأاز هنگأامی کأا بأا سأر     ها پیداست، انرژی سکست ن زانیاهمانطير کا از نميدار

حسا  شردند، تفانا چندانی با هنگامی کا سأرعت از مبأل بأا     91-2ی محاسبا سده از معیار رابطا

 31-5باسد  همچنین، سرعت محاسبا سأده در سأکل   آنها تحمیل سيد ندارد ن مقادیر نسبتاً دمیق می

کا بر مبنای هیچ  [34]تطابق بسیار  يبی با نتای  آزمایشگاهی دارد  بر  لاف معیار ناکاميرا ن کيسنر 

تا انتهأای حأل    91-2ی سيد، معیار رابطاناشرا می μs 86تست آزمایشگاهی نیست ن در شام زمانی 

ای ی رسد ترک بأین لایأا  باسد  لازم با ذکر است کا حل مسئلابسیار با حل آزمایشگاهی نزدیک می

 است هنگامی کا سرعت از مبل معليم نباسد برای انلین بار در این پایان ناما انيام سده

 ای دوسانگرد  رشدکننده در کامپوزیت دولایهای  لایه بینترک  -4-3-3

ای در همانطير کا در فصل دنم تيضیح داده سد، در عمل در بسیاری از ميارد ترک بأین لایأا  

هأای  ی کامپيزیأت سيد، با همین منظير، مثال مبل با حیطایياد میها بین مياد دنسانگرد اکامپيزیت

ن همکاران.  1سيد   صيصیاا این مسئلا از تحقیق انيام سده تيسط کيکرمی دنسانگرد تعمی  داده

                                                 
1
 Coker 
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 د:باسشرفتا سده ن با صيرا زیر می [85]

3

3

12 12

Homalite:     5.2 Gpa;  =0.34;  =7830 kg/m

Composite: 80 Gpa;  8.9 Gpa; =0.25;  3.6Gpa;   =1478 kg/m

E

E E G

 

 



  

باسأد   مدنل یانف در جهت عمأيد بأر فأایبر مأی     E مدنل یانف در جهت فایبر ن  Eکا در آن  

باسأد  انأرژی سکسأت بأرای     ی دیگر دنسانگرد میهمانطير کا پیداست، یک لایا همسانگرد ن لایا

با  91-2ی سيد  برای تعیین سرعت ترک ه  از رابطادر نظر شرفتا می 50N/mک ه  سرنع رسد تر

های ثابت
1 0.0122C   0.08نn  32-5سيد  هندسأا ن بارشأياری مسأئلا در سأکل     استفاده می 

 باسد:با پارامترهای زیر می 24-5نند سکل است  بارشياری اعمالی نیز همانشان داده سده

 1 2 3

2

1

30μs; 60μs; 80μs;

0.10KN/m

t t t

P

  


  

 
 3-3-4هندسا ن سرایط مرزی مسئلا  32-5سکل 

ی اجزای ، سبکا5mmشیری ، سعاع انتگرال10mmتحلیل در حالت تن. مسطح با ضخامت  

150محدند متشکل از  45 های زمانی متفأانا  شیری زمانی شالرکین ناپیيستا با شامالمان ن انتگرال

-ی تغییر فاز ن سرعت ترک در اسکال زیأر آنرده سأده  است  نتای  انرژی سکست، زانیاانيام شرفتا

 است  

ن همانطير  اند،سدهها، تمامی نتای  با چهارشام زمانی متفانا حلبرای بررسی حساسیت پاس.

مشأأخ  اسأأت، بأأا غیأأر از بزرشتأأرین شأأام زمأأانی انتخأأا  سأأده   35-5تأأا  33-5کأأا از اسأأکال 

2.0μst دهند های تقریباً یکسانی ارااا میهای زمانی پاس.، سایر شام 
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 انرژی سکست دینامیکی 33-5سکل 

 
 ی تغییرفاز دینامیکیزانیا 34-5سکل 
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 ی ترکسده ت محاسباسرع 35-5سکل 

yy های تن.دادن انتشار امياج تن. در جس ، کانتيرهمچنین برای نشان هأای زمأانی   در شام 

 n 22,36,43,56,69,79 μst  اند:در زیر رس  سده 
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 های متفانا زمانیدر شام GPaبر حسب  yyهای تن. کانتير 36-5سکل 

 ( s)زمان برحسب 
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 گیری و پیشنهادات نتیجه: 5فصل : 5 فصل

 گیری نتیجه -5-1

ی همساانگرد  ای بین دو ماده لایه مهمترین هدف در انجام این تحقیق، مدلسازی ترک رشد کننده بین

یافته بود. بدین منظور،  کی با استفاده از روش اجزای محدود توسعههای دینامییا دوسانگرد تحت اثر بار

ابتدا به طور خلاصه روابط موجود برای مواد دوسانگرد بیان شد. سپس کمی در مورد مکانیک شکست 

بارای   Mای مطاالبی گفتاه شاد. روش انتگارال     لایاه های اطراف نوک ترک باین  و به ویژه تغییرمکان

انیک شکست دینامیکی ارائه شد، و معیار رشاد تارک اساتفاده شاده در ایان      های مکاستخراج پارامتر

تحقیق برای رشد و تخمین سرعت ترک هم بیان گردید. در ادامه به صورت خلاصه به توضیح مبانی و 

یافته و چگونگی مدلسازی ترک در این روش پرداخته شاد و تواباع    تئوری روش اجزای محدود توسعه

شد. همچناین  کردن میدان نوسانی و وابسته به سرعت نوک ترک شرح دادهدلسازی لازم برای م غنی

های قوی و ضعیف توضیح داده شد. پس از آن  سازی مربوط به ناپیوستگی ی استفاده از توابع غنینحوه

سازی عددی روش بحث شد و در ضمن نکاتی در ماورد محاسابه ضاراید شادت     در مورد نحوه پیاده

گیاری  حدود بیان گردید. مختصری از روش اجازای محادود زماانی و انتگارال    تنش در قالد اجزای م

زمانی گالرکین ناپیوسته برای پایدار کردن نتایج شرح داده شد. روش تکراری تعیاین سارعت تارک و    

الگوریتم حفظ تعادل هم در انتهای فصل بیان گردید. در نهایت هم چندین مثال عددی برای ارزیاابی  

 های متداول و نتایج آزمایشگاهی آورده شد. روشروش پیشنهادی با 

 پردازیم: نامه چندین نتیجه حاصل شد که در ادامه به طور خلاصه به آنها می با انجام این پایان



 هاای در کامپوزیتخوردگی بین لایهکتحلیل دینامیکی تر 
 به روش اجزائ محدود توسعه یافته

86 

  شنهاداتیو پ یریگ جهی: نت5 فصلفصل

 ی دوسانگرد دو طرف ترک را در یک مادل اجازای محادود    اگر خصوصیات مکانیکی دو ماده

همگان دوساانگرد    نتایج ترک در یک مادهیافته مانند یکدیگر در نظر بگیریم، به همان  توسعه

تاوان باه    یابیم. همچنین با نزدیک کردن خصوصیات دو ماده به مواد همسانگرد می دست می

ی همسانگرد متفاوت و یا ترک در یاک مااده همساانگرد پرداخات.     تحلیل ترک بین دو ماده

ی دوساانگرد  مااده  ساازی امکاان مدلساازی تارک باین دو      بنابراین استفاده از این توابع غنی

ی همسانگرد متفاوت و ترک در یاک  متفاوت، ترک در یک ماده دوسانگرد، ترک بین دو ماده

 کند. ی همسانگرد را فراهم میماده

 سازی المان حاوی ناوک تارک باه    است، غنیداده شده های عددی نشانهمانطور که در مثال

نوانسی ناوک تارک و پاایین نگهداشاتن      تنهایی، بهترین استراتژی برای برای بازتولید میدان

 باشد. ی محاسباتی میهزینه

 های حاوی محال تمااد دو    سازی مربوط به ناپیوستگی ضعیف در المان استفاده از توابع غنی

 کند. ی متفاوت الزامی است و به خوبی تغییر فاز در محیط را مدل میماده

 ر مسائلی که با رشد تارک هماراه هساتند    گیری زمانی گالرکین ناپیوسته داستفاده از انتگرال

رسد. همچنین در اینگونه از مسائل، الگوریتم حفظ برای پایدار کردن نتایج ضروری به نظر می

-نماید. در هر صورت از میان ایان دو عامال ، انتگارال   تعادل کمک شایانی به بهبود نتایج می

 ریتم حفظ تعادل دارد.گیری زمانی گالرکین ناپیوسته اهمیت بیشتری نسبت به الگو

 ای، معیاار ارائاه شاده توساط     لایاه شده برای رشد ترک بینهای پیشنهاداز میان تمامی معیار

ی فار  صاحیح تغییرمکاان وجاه تارک      تنها معیاری است که برپایه [37]کاواتور و شوکلا 

رشد ترک پایدار و ناپایدار را با هام در نظار   رشدکننده بنا نهاده شده و تنها معیاری است که 

 گیرد. می

 ساز نوک ترک احتیاجی نیسات  برای رسیدن به نتایج مطلوب در صورت استفاده از توابع غنی

 ی مورد استفاده در نواحی اطراف ترک ریز شده باشد، و باا اساتفاده از یاک شابکه    که شبکه

 .توان بدست آوردنسبتاً درشت هم نتایج خوبی می
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 پیشنهادات -5-2

 در راستای بهبود این تحقیق پیشنهادات زیر قابل طرح هستند:

 بعدی توسعه یابد. ی مسائل سهبندی به محدوده تنها به حالت دوبعدی اکتفا نشود و فرمول 

  تعمیم مسئله برای احتساب مکانیک تماد هم در نظر گرفته شود تا بتوان مسائل را در حالت

 حلیل نمود.بارگذاری دینامیکی کلی ت

 ای به محیط ناهمسانگرد هم توسعه داده شود.لایهمدلسازی ترک بین 

 توان تحقیق را به بررسی شکست زمینه، هنگامی که ترک از مرز دو جسم خارج شود، هم می

 توسعه داد.
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 Abstract 

The aim of this thesis is to investigate the problem of dynamically loaded 

interface cracks in layered composite materials. To this end, the Extended 

Finite Element Method (XFEM) in space, and the Newmark and 

discontinuous Galerkin integration algorithm in time have been employed. 

XFEM has the capacity of exact reproduction of oscillatory interface crack 

tip field and does not require remeshing process in crack propagation. 

Moreover, using discontinuous Galerkin time integration and the balance of 

recovery method provides highly stable responses for problems with 

dynamic crack propagation. Mixed-mode fracture mechanics parameters 

have been derived utilizing the velocity dependent auxiliary fields. A 

proper criterion for dynamic interface crack propagation and an iterative 

algorithm have been used to determine the crack velocity. The described 

methodology is implemented in a computer program, which has been 

verified by comparing the examples with numerical simulations and 

experimental results. The examples include the analysis of stationary 

interface cracks in orthotropic bi-materials and multi-layered materials, and 

propagating interface cracks in isotropic and orthotropic bi-materials. 

Results of this work prove that XFEM combining with discontinuous 

Galerkin time integrator are able to accurately predict the dynamic fracture 

parameters of moving interface cracks.  

Keywords: Dynamic interface crack, Impact loading, Oscillatory crack tip 

fields, Orthotropic layered materials, Interface crack growth criterion 
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