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قدردانی خود را از همه   ودانم مراتب تشکر  اکنون که به یاری خدا این پژوهش به پایان رسید، بر خود لازم می

 که من را در این مسیر یاری نمودند ابراز دارم. کسانی 
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راد کمال تشکر و قدردانی و آقای دکتر صادقی خانم دکتر مژده سجادیو در آخر از هم داوران و اساتید محترم 
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 چکیده
های  های گسترده در علوم مهندسی از جمله بافت های چند فیزیکی به دلیل کاربرد های اخیر تحلیل محیط در سال 

ای و بسیاری های هسته های واکنش دهنده، دفن زبالهاکسید، تحلیل تورم در خاکدیسازی کربنبیولوژیکی، ذخیره

ها مورد توجه مهندسان قرار گرفته است. در بسیاری از موارد لزوم لحاظ اثرات مکانیکی، هیدرولیکی،  دیگر از زمینه 

گرمایی و شیمیایی با توجه به عوامل محرک و فیزیک مسئله، اجتناب ناپذیر است. از طرفی فرض همگنی در 

گنی در مشود. لحاظ اثرات ناه قابل قبول در نتایج می   باعث بروز خطای غیر   های چند فیزیکی در واقعیت محیط 

عتحلیل  هزینه های  شدن  متحمل  مستلزم  مستقیم،  صورت  به  روش  ددی  در  مشخصا  و  زیاد  محسباتی  های 

های موجود، این کار شود که در بسیاری از موارد با رایانه بندی بسیار ریز میمحدود، مستلزم استفاده از مشاجزا

های زیادی دارد. در تحقیق حاضر تلاش شده است که اثرات ناهمگنی در این نوع  امکان پذیر نیست و یا هزینه 

سازی مرتبه اول، ابتدا اثرات ناهمگنی مقیاسی وارد تحلیل شده و با استفاده از همگنمحیط  با بکارگیری روش چند

مکانیکی معادلات  و  لحاظ  میکرو  مقیاس  هم - گرمایی-هیدرولیکی-در  کاملا  صورت  به  فرم    بستهشیمیایی  در 

ازضعیف استفاده  با  پارامتر میانگین  اصل  ، حل شوند و سپس  برقراری  گیری،  برای  محاسبه شوند.  ماکرو  های 

اجزا محدود  سازی در دامنه از روشیافته، برای گسسته مندل تعمیم_ سازگاری انرژی بین دو مقیاس از اصل هیل 

سازی، با استفاده از استفاده شده است. پس از گسسته   یافته تعمیم  سازی در زمان از روش نیومارکو برای گسسته 

در مسائل حل شده در این تحقیق، تلاش شده است با   شوند.سازی میرافسون معادلات خطی_ روش نیوتون

 بندی در ماکرو و مقایسه آن با نتایج تحلیل مستقیم، کارایی روش چندمقیاسی، ارزیابی شود.تغییر اندازه مش 
 

 دهندههای واکنش محدود، خاک مقیاسی، روش اجزاکلید واژه: محیط متخلخل ناهمگن، تحلیل چند 
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 مقدمه :1فصل 

 گفتارپیش 1-1

شناسی  در علوم مهندسی و زمین  هاسیستم ترین  ترین و در عین حال پراستفاده یکی از پیچیده   1های متخلخل محیط 

ها متشکل از یک فاز جامد هستند که درون آن فضاهای خالی یا منافذی وجود دارد روند. این محیط به شمار می

توانند با یک یا چند فاز سیال پر شوند. به بیان دیگر، محیط متخلخل ساختاری است که در آن یک اسکلت  که می

های مختلف قرار گرفته است. ها و توزیعها( در کنار منافذی با اشکال، اندازه جامد )معمولاً شامل ذرات یا دانه 

ها، های متخلخل رفتار بسیار متنوع و وابسته به مقیاس از خود نشان دهند. خاک شود محیط این ویژگی باعث می

بافت سنگ  بتن و  مانند  آبرفتی، مصالح ساختمانی  بسترهای  نمونه های رسوبی،  از محیط های زیستی  های هایی 

 .شوندطور گسترده مشاهده میعت یا کاربردهای مهندسی به متخلخل هستند که در طبی

های فیزیکی ترین ویژگی، نفوذپذیری، توزیع اندازه حفرات، و خصوصیات سطحی فاز جامد از جمله مهم2تخلخل 

محیط  می این  محسوب  سامانه ها  این  تحلیل  پیچیدگی  باعث  آنچه  اما  میشوند.  آن ها  بودن  درگیر  با شود،  ها 

گذارند. در بسیاری از طور متقابل بر یکدیگر اثر میشده است که به جفت  زمان و  ای از فرآیندهای هممجموعه 

زمان  های متخلخل نه تنها تحت تأثیر جریان سیال )فرآیند هیدرولیکی( هستند، بلکه همکاربردهای عملی، محیط 

دهد. این  ها رخ میهای شیمیایی نیز در آنهایی مانند انتقال حرارت، تغییر شکل مکانیکی و حتی واکنشپدیده 

افتند، در ادبیات علمی با عنوان  صورت توأم در یک محیط متخلخل اتفاق می های چندفیزیکی که بهنوع از پدیده 

می THMC هایپدیده  معرف  شناخته  اختصار  به  که    Thermal–Hydraulic–Mechanical–Chemicalشوند 

 .هستند

های متخلخل بوده های عمده در مهندسی محیط همواره یکی از چالش  THMC هایسازی دقیق این پدیدهمدل 

کنشی چند فرآیند فیزیکی را در شرایط پیچیده، ناپایدار و  زمان و برهم ها باید قادر باشند رفتار هم است. این مدل 

مدل  اغلب  چنین  اهمیت  دیگر،  سوی  از  کنند.  بازنمایی  میسازی غیرخطی  برجسته  زمانی  به هایی  که  شود 

 .های مختلف مهندسی و علوم زمین توجه کنیمها در شاخه کاربردهای متنوع و حیاتی آن 

 
1 Porous Media 
2 Porosity 
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های خاک تحت های متخلخل در مهندسی ژئوتکنیک است، جایی که رفتار لایه ترین کاربردهای محیط یکی از مهم

های ویژه در طراحی سازه بینی شود. به دقت پیشهای شیمیایی باید به بارگذاری، تغییرات دما، نشت آب و واکنش 

های عمیق، نیاز است که پایداری محیط متخلخل ها، سدهای خاکی، دیوارهای حائل و پیزیرزمینی مانند تونل 

های ناشی از  ارزیابی شود. برای مثال، در سدهای خاکی، جریان تراوش، تغییر شکل  THMC در برابر تغییرات

زمان صورت همنشت، افزایش دمای داخلی در اثر فرایندهای گرمایی، و خوردگی یا هوازدگی مصالح خاکی، به 

 .دهندرخ می
سازی دقیق رفتار  شوند. مدل عنوان مخازن هیدروکربنی شناخته میهای متخلخل به در حوزه نفت و گاز، محیط 

شدت به  ، به(EOR – Enhanced Oil Recovery) مانند ویژه در فرآیندهای تزریق آب، گاز یا بخاراین مخازن، به 

های دما و فشار، انبساط حرارتی سنگ، حل شدن  وابسته است. گرادیان  THMC هایکنش فهم درست از برهم 

برداری از یک مخزن را دچار توانند بهره املاح یا تشکیل رسوبات معدنی در منافذ، همه عواملی هستند که می

ذخیره در  همچنین  کنند.  یاچالش  طبیعی  گاز  زیرزمینی  به  CO₂ سازی  متخلخل  محیط  رفتار  تحلیل   شکلنیز 

THMC  امری حیاتی است. 

گرمایی نیازمند درک دقیق انتقال حرارت و حرکت سیال برداری از منابع انرژی زمین در مهندسی ژئوترمال، بهره 

های خوردگی سازهتواند باعث انبساط یا ترک و فشرده است. تغییرات شدید دما می   گرمهای متخلخل  در محیط 

سنگی شده و خواص مکانیکی آن را تغییر دهد. از طرفی، ورود یا خروج سیال در دماهای بالا ممکن است باعث 

قابل تحلیل دقیق  THMC هایها در کنار هم، تنها با مدل تغییرات شیمیایی در ساختار سنگ گردد. این پدیده 

 .هستند

های زیرزمینی در  کند. آلودگی آبنقش مهمی ایفا می THMC سازیزیست و منابع آب نیز مدل در حوزه محیط 

دفن یا  منابع سطحی  از  شیمیایی  مواد  نشت  بررسی همگاهاثر  نیازمند  زباله،  نفوذ، جذب های  فرآیندهای  زمان 

های ای، محیط های هسته های دفع زباله ویژه در پروژهسطحی، تبادل یونی، تجزیه شیمیایی و انتقال گرماست. به 

به   1عنوان مانع طبیعی برای جلوگیری از نشت رادیونوکلئیدها های رسی به های رس یا سنگ متخلخل مانند خاک 

باعث تضعیف  THMC روند. در این موارد، باید اطمینان حاصل شود که در بلندمدت، ترکیب فرآیندهایکار می

 .عملکرد این مانع نخواهد شد 
ساخت  و  عمران  مهندسی  بهدر  بتن  مانند  مصالحی  نیز  محیط وساز  گرفته  عنوان  نظر  در  پیچیده  متخلخل  های 

هایی مانند تبخیر آب درون حفرات، انتقال  سوزی، پدیده شوند. در تحلیل رفتار بتن در شرایط شدید مانند آتش می

 
1 Radionuclides 
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طور  های سولفاتی( به یا واکنش   1های شیمیایی )مانند هیدراسیون خوردگی و واکنش حرارت، انبساط حرارتی، ترک

 .ممکن نیست  THMC دهند. تحلیل این رفتارها بدون در نظر گرفتن چارچوبزمان رخ می هم
مدل  که  است  روشن  فوق،  موارد  به  توجه  محیط با  شرایطسازی  تحت  متخلخل  نیاز  نه  THMC های  یک  تنها 

های عمرانی  زیست و زیرساخت   های زیرزمینی، انرژی، محیطپژوهشی، بلکه یک ضرورت مهندسی در پروژه 

 است. 

 تعریف مسئله 2-1

های مختلف است.  ها در مقیاس آن   2های متخلخل، ناهمگنی ذاتیسازی محیط ها در مدل ترین چالش یکی از اصلی 

طوری که صرف استفاده  توانند منجر به رفتارهای مؤثر بسیار متفاوتی در مقیاس بزرگ شوند؛ به ها میاین ناهمگنی

 .از مقادیر متوسط یا خواص تجربی، منجر به عدم دقت یا حتی اشتباه در تحلیل مهندسی خواهد شد

سازی، که اغلب مبتنی بر فرض همگن بودن خواص در مقیاس ماکرو هستند، قادر به  رویکردهای کلاسیک مدل 

ای اظ اثرات ناهمگنی راه اول، انجام آزمایش بر روی نمونه ح برای ل  ها نیستند.بازنمایی تأثیر دقیق این ناهمگنی

دهد و صرفا در یک مسئله خاص  یک مدل جامع ارائه نمی   خطای زیادی دارد و دوماً  باشد که اولاًاز محیط می

اثرات بندی بسیار کوچک  . راه حل دوم استفاده از روش تحلیل مستقیم است که با استفاده از مش کاربرد دارد

چنین در ای افزایش داده و هم کند که این خود هزینه محاسباتی را به طور قابل ملاحظه ناهمگنی را لحاظ می 

ریزساختامدل  با  ندارد.های  وجود  کار  این  امکان  عملا  پیچیده  مدل   ر  مقابل،  کمک   3چندمقیاسی سازی  در  به 

آورد تا با حل یک مسئله  این امکان را فراهم می   5سازی محاسباتییا همگن  4 یسازی ریاضهایی نظیر همگنروش

صورت پویا  ، تأثیر ساختار ناهمگن بر خواص مؤثر به 7در هر نقطه از دامنه ماکروسکوپی )6RVE (در  ریزمقیاس

 . مند لحاظ شودو مکان 

 

 
1 Hydration 
2 Intrinsic Heterogeneity 
3 Multi-Scale Modeling 
4 Asymptotic Homogenization 
5 Computational Homogenization 
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7 Macroscopic 
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 اهداف تحقیق  3-1
، THMC های متخلخل تحت شرایطهای چندمقیاسی در تحلیل محیط استفاده از مدل   این پژوهش  هدف اصلی

تنها باعث افزایش  در مقیاس بزرگ است. این رویکرد نه   دقیق اثرات ناهمگنی ریزساختار و انتقال آن به مدل  لحاظ

، رفتار غیرخطی مؤثر،  1های مکانیزمی جدید مانند تمرکز کرنش بینی پدیده شود، بلکه امکان پیش دقت تحلیل می 

 .شوندطور کامل گم میهای همگن سنتی بهکند که در مدل ها را فراهم مییا گسترش ناپیوستگی 
های متخلخل  برای محیط   سازی محاسباتی همگنشود که تا به حال از روش  ، روشن میبا بررسی تحقیقات گذشته

 استفاده نشده است. شیمیایی -مکانیکی-هیدرولیکی-گرماییبا لحاظ اثرات 

زمان های متخلخل اشباع با در نظر گرفتن هم سازی عددی محیط هدف این پژوهش، توسعه چارچوبی برای مدل 

و سپس صحت سنجی    سازی محاسباتیتکنیک همگنها با استفاده از  و انتقال اطلاعات بین مقیاس THMC اثرات

است. در این راستا، معادلات حاکم در مقیاس میکرو استخراج شده، با  (  DNS2)تحلیل مستقیم  نتایج با روش  

سازی عددی آن، قابلیت مدل  سازی، مدل ماکروسکوپی حاصل شده و در نهایت با پیاده استفاده از فرآیند همگن

 .گیرددر بازنمایی رفتار واقعی محیط مورد ارزیابی قرار می

 

 نامهساختار پایان 4-1

این پژوهش در شش فصل تنظیم شده که بعد از فصل اول و ارائه مقدمات، در فصل دوم مروری بر مطالعات  

.در های چندمقیاسی به طور جداگانه ارائه خواهد شدهای متخلل و روشی محیط در حوزهانجام گرفته در گذشته  

شود. سپس در فصل چهارم می  فصل سوم با معرفی فیزیک مسئله به بررسی معادلات حاکم در فرم قوی پرداخته

چنین نحوه اعمال شرایط  مورد نظر، به توسعه روابط در دو مقیاس میکرو و ماکرو و همبا ارائه روش چندمقیاسی  

های عددی و مقایسه نتایج این پژوهش با ل ا شود. در فصل پنجم با ارائه مثپرداخته میدر این دو مقیاس  مرزی  

در نهایت در فصل شود. سازی محاسباتی، پرداخته میکد و فواید روش همگن تحقیقات، به صحت سنجیدیگر 

مانده به عنوان  و خلاهای باقی  گیری ارائه خواهد شد دست آمده در مورد این روش نتیجه ه ششم با توجه به نتایج ب

  پیشنهاد تحقیقات آینده ارئه خواهند شد.

 
1 Strain Concentration 
2 Direct Numerical Simulation 
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 مروری بر مطالعات پیشین  :2فصل 

 مقدمه  1-2

این   برای سهولت    فصلدر  انجام خواهد شد.  پژوهش  در موضوع  گرفته  انجام  مطالعات  بر  دسترسی مروری 

دهنده با لحاظ  های متخلخل واکنش محیط خوانندگان این بخش به دو قسمت، شامل مطالعات انجام گرفته بر روی  

  مرور تحقیقات گذشته   روش چندمقیاسی خواهد بود.  درو همچنین شامل مطالعات انجام گرفته  اثرات گرمایی  

 ها به طور جداگانه ارائه خواهد شد.ین بخش ا هر کدام از برای

 

 های متخلخل واکنش دهنده با لحاظ اثرات گرمایی محیط  2-2

ائه مفهوم تنش  رنام برد که با ا  [ 1]توان از تحقیق ترزاقیهای متخلخل می به عنوان اولین مطالعه در حوزه محیط 

شده توسعه یافتند،  های او عمدتاً برای شرایط ساده گرچه مدل تحکیم یک بعدی را مدل کرد.    ر، برای اولین با1موثر

  ادامه   در  .، کاربرد داردTHMC شدهجفت ویژه در تحلیل  های امروزی، بهای آنها همچنان در پژوهشاما اصول پایه 

کنش هیدرولیکی مکانیکی با لحاظ اثرات برهمکه  مدل تحکیم سه بعدی شد  منجر به توسعه    [2]تحقیقات بیو

ای را با ضریبی به نام ضریب بیو وارد روابط  بر رابطه تنش و فشار آب حفرهاثرات تغییر شکل اسکلت جامد  

  کرد.
ها برای توصیف رفتار اجسام متخلخل اشباع  یک نظریه ساده بر اساس نظریه مخلوط  [3]در تحقیق بعدی مورلند

  ، دهد که در آن هر جزء )جامد و سیال( میدان سرعت و تنش مؤثر خود را دارد و تغییر شکل کلاز سیال ارائه می 

بندی ساده بیان شده و  شود. روابط سازگاری برای هر جزء با استفاده از توابع مقیاسبه شکل ضربی تجزیه می 

پلاستیک اشباع  وشود. این مدل برای مواد الاستیک و الاستتعامل بین کرنش سیال و جامد به صورت مؤثر مدل می 

 .های آزمایش فشردگی ایزوتروپ اعتبارسنجی شده است شده کاربرد دارد و با داده 
ها توسعه ای را بر اساس تئوری مخلوط های دانه جز اولین کسانی بودند که فیزیک محیط   [4]گودمن و کواین

ای را به عنوان یک محیط  مکانیکی، رفتار مواد دانه -یک چارچوب ترمودینامیکی  ارائه  نتایج این تحقیق با  دادند

کند. نویسندگان با در نظر گرفتن اثرات تخلخل و توزیع ذرات، معادلات  پیوسته با ساختار داخلی توصیف می

بندی کردند. این کار پیشگامانه،  ای فرمولهای دانه بنیادینی را برای تحلیل تنش، تغییر شکل و جریان در محیط 

 
1 Effective stress 
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در شرایط مختلف بارگذاری را فراهم ساخت و راه را برای توسعه   ایدانه سازی مواد  مبانی نظری لازم برای مدل 

   .ها در مکانیک خاک و ژئوتکنیک هموار کردهای مدرن مخلوط نظریه 
توسط ،  اثرات غیرقابل اختلاط بودن سیالات و تغییر کسر حجمی اجزاءها  نیز بر پایه تئوری مخلوط   تحقیق بعدی

اند که از معادلات  کسرهای حجمی به عنوان متغیرهای حالت داخلی در نظر گرفته شدهانجام شده است.  [5]نبووِ

متخلخل )مانند مدل بیو( به    هایمحیط های کلاسیک  دهد که چگونه مدلمقاله نشان می . این  کنندنرخ پیروی می 

 د.آین بندی کلی به دست می عنوان موارد خاصی از این فرمول 
تلاش کرد با معرفی میانگیری حجمی، تئوری با لحاظ اثرات گرمایی و انتقال جرم در محیط متخلخل    [6]ویتاکر

های متخلخل )مثل خاک، سنگ، سرامیک، چوب و...( درون هر واحد حجم، در محیط   .ها را گسترش دهدمخلوط 

مقیاسبخش  در  که  دارد  وجود  گاز  و  مایع  جامد،  پراکنده هایی  نامنظم  به صورت  کوچک  بسیار  اما  های  اند. 

به .تر هست تر و یکنواخت نیازمند معادلات و پارامترهایی در مقیاس بزرگ ها  بر اساس تئوری مخلوط   سازی مدل 

توسعه تئوری میانگین گیری در محیط های    .است   نظر  مورد  ماده  متوسط  رفتاربه جای جزئیات هر منفذ    طوریکه

 انجام شده است.  [9-7]چندفازی نیز در کارهای حسنی زاده و گری

ابتدا معادلات بقای جرم، انرژی و مومنتوم برای هر فاز )جامد،    گیری به این صورت است کهمراحل میانگین  

هایی مانند دما، فشار یا چگالی در این حجم بر  کمیت سپس  .شوندنوشته می یا ریز ای مایع، گاز( در مقیاس نقطه 

تبادلات    .شوند )مثلاً متوسط دما در فاز جامد یا متوسط چگالی در بخش مایع( شان بیان میحسب متوسط فضایی 

  ین اند.شوهایی در معادلات ماکروسکوپی ظاهر میعنوان ترمفازی )مانند انتقال گرما یا جرم از مایع به گاز( به بین

معادلات   .شوند می  بیان...    و  مؤثر  نفوذپذیری  مؤثر،   پذیریهدایت   مثل   پارامترهایی  با  هاترم وسیله  این  به 

می دست  به  عملیماکروسکوپی  و  فنی  مقیاس  در  حل  قابل  که  تابع  آیند  عمدتاً  مؤثرشان  پارامترهای  و  اند 

 . خصوصیات ریزساختاری محیط هستند

برونل و همکاران این  جز    [10]تحقیقات  در  گرمایی هست.  زمین  مخازن  بر روی  انجام شده  مطالعات  اولین 

های محیطی معادلات پیوستگی مورد بررسی قرار گرفت. همچنین اثرات تنشمعادلات تکانه خطی و   پژوهش،

 بر تغییرات تخلخل و نفوذپذیری وارد معادلات شد.

جابجایی فاز جامد را بررسی کرد. در این تحقیق  در تحقیق خود، اثر دمای آب تزریقی بر میدان نفتی    [11]ارتکین

مورد ارزیابی قرار گرفت. نتایج این    با روش عددی تفاضل محدود،  و انتقال گرما و همچنین تکانه خطی سیال

 شود. حفظ دمای بالای سیال موجود در محیط باعث افزایش بهره وری میدان نفتی میدهد که پژوهش نشان می
توان به زینکویچ و  می های متخلخل اشباع  تحلیل عددی رفتار محیط   در زمینه  مرجعو    های بسیار مهم  از پژوهش 

ارائه یک چارچوب ریاضی و عددی برای تحلیل دقیق رفتار مکانیکی  آنهاهدف اصلی   اشاره کرد. [12]همکاران
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و مفهوم تنش مؤثر، معادلات   ی بیونویسندگان با تکیه بر نظریه   .است   2و پویا  1های اشباع در شرایط ایستا خاک

معادلات    دامنهسازی  برای گسسته محدود  در ادامه، روش اجزای    ند.حاکم بر رفتار محیط اشباع را تدوین کرد

 استفاده شده است. های تجربی داده  زمایی ازآبرای راستیو  شدهاستفاده 

در این کتاب تلاش شده است اشاره کرد.    [13]لوئیس و شرفلرتوان به  های مرجع و مشهور می پژوهش   از دیگر

با تمرکز مکانیکی با استفاده از روش اجزا محدود  _ هیدرو_ بسته ترمویک رویکرد کلاسیک برای حل معادلات هم 

همچنین کاربردهایی    علوم زیستی ارائه شود.از جمله مهندسی نفت، ژئوتکنیک و  بر مسائل پرکاربرد مهندسی  

 ارائه شده است. برای تحلیل مسائل استاتیکی، دینامکی، تحکیم و ... 
شیلسنگ  مانند  آب  جاذب  خاک  هاهای  حضور  و  و  خود  خاص  بلوری  ساختار  دلیل  به  رسی،  های 

مهندسی  3هافیلوسیلیکات  مسائل  از  بسیاری  در  پدیده  این  دارند.  را  آن  از  ناشی  تورم  و  آب  جذب  توانایی   ،

و   هیداگ.  ای، اهمیت فراوانی داردهای هسته های نفتی و طراحی مخازن دفن زباله ژئوتکنیک، مانند پایداری چاه

که بر پایه    ندها ارائه داد سیون در این نوع سنگتامدلی ترمودینامیکی برای توصیف تورم ناشی از هیدرا  [14]وانگ

برای جریان سیال بنا شده است. این مدل با استفاده از اصول    4در پرواالاستیسیته و قانون دارسی یوبسط تئوری ب

توسعه یافته و فرض اصلی آن حفظ تعادل فیزیکوشیمیایی موضعی )با فرض سریع بودن    5ترمودینامیک غیرتعادلی 

هیدراواکنش  است تاهای  هیدرولیکی(  تغییرات  نرخ  با  مقایسه  در  یک   .سیون  از  استفاده  با  پیشنهادی،  مدل 

پیوسته فرمول بارگذاری مکانیکی و - سنگ 6بندی  به عنوان یک محیط منفرد، رفتار سنگ متخلخل تحت  سیال 

، همراه با معادلات جرم و تعادل مکانیکی، بنیان نظری  7کند. تعادل انرژی آزاد هلمهولتز شیمیایی را توصیف می

می  تشکیل  را  یا مدل  شیمیایی  پتانسیل  و  فشار  گرادیان  صورت  به  ترمودینامیکی  محرک  نیروهای  دهد. 

مورد استفاده    8 رعنوان معیاری برای فرآیندهای نابرابشوند و نرخ تولید آنتروپی به الکتروشیمیایی وارد معادلات می

 .گیردقرار می
گرمایی،    های زمین، تحلیل  های صنعتی به لایه کربن حاصل از فعالیت اکسید گرمایی و تزریق دی های زمین در انرژی 

سازی  مدل  به  [15]یین و همکارانشونده هیدرولیکی، مکانیکی و شیمیایی بسیار حائز اهمیت است. برای مثال  

. پژوهشگران یک مدل جامع  پرداختندمحدود  زیرزمینی با روش المان  هایه اکسیدکربن در سازعددی تزریق دی 

 
1 Static Conditions 
2 Dynamic Conditions 
3 Phyllosilicates 
4 Darcy Laws 
5 Non-equilibrium Thermodynamics 
6 continuum 
7 Helmholtz Free Energy 
8 Irreversible Processes 
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ر بخشی از  دکه تغییرات تنش، فشار، دما و غلظت شیمیایی را در اطراف چاه تزریق بررسی میکند.    ندرا ارائه کرد

. نتایج نشان ه است سازی شدآهکی شبیه   اکسیدکربن به یک لایه سنگدیشده با    تحقیق، تزریق آب اشباع این  

عوامل حرارتی و شیمیایی تأثیر مهمی بر تغییرات تنش و فشار اطراف چاه دارند. انحلال مواد معدنی    دهد،می

تواند احتمال شکست هیدرولیکی را  که تغییرات دما می  شود، درحالیباعث افزایش تخلخل و نفوذپذیری می

 یذخیره شناسی مؤثر در تشکیل  به بررسی فرآیندهای زمین   [16]و گانگ لئو  همچنین چنگ چانگ  .افزایش دهد

سازی عددی، تعامل بین عوامل حرارتی، هیدرولیکی،  د. پژوهشگران با استفاده از مدل پرداختن  1معدنی پورفیری 

پورفیری   ذخیره معدنیاند. مطالعه موردی روی  تحلیل کرده  2های هیدروترمالمکانیکی و شیمیایی را در سیستم 

به تشکیل ذخایر دهد که چگونه تغییرات دما و فشار سیالات زیرزمینی می جاما در تبت نشان می  تواند منجر 

برای مدت طولانی،    3های ماگماییدهد که حفظ دمای بالا در توده نتایج تحقیق نشان می .  دمعدنی ارزشمند شو

ای در تشکیل کانسارهای غنی دارد. این شرایط خاص باعث ایجاد فشارهای بالای سیال، تشکیل  کننده  نقش تعیین

چنین، الگوی جریان سیالات  شود. همها و تمرکز فلزات معدنی در مناطق خاص می های گسترده از شکستگیشبکه 

های کلیدی این پژوهش  ی از ماگما به سمت بیرون در مراحل اولیه و بازگشت آن در مراحل پایانی، از یافتهیگرما

 .ت اس
با استفاده از روش    هاآن.  را مدل کردند های آب شور  در سفره  CO₂ سازی گاز ذخیره نیز  [17]ژانگ و همکاران

انتقال حرارت، مکانیک سنگ و واکنشجفت  بین جریان سیال،  های شیمیایی را شده ترتیبی، تعاملات پیچیده 

  اندازیدامهای مختلف به بینی تغییرات تخلخل، نفوذپذیری و مکانیسم . این مدل قابلیت پیشنمودندسازی  مدل 

CO₂   د نپردازسازی یک مدل دوبعدی ناهمگن میمقاله به تحلیل نتایج شبیه   بخش دیگر  . نویسندگان در را دارد

باعث تغییرات تنش  CO₂ دهد که افزایش فشار تزریقکه شامل چهار لایه سنگ مختلف است. نتایج نشان می

ها مورد بررسی قرار گرفته  های فوقانی و ایجاد شکاف چنین نفوذ گاز به لایه شود، هم مؤثر و تغییر شکل سنگ می 

. طور مفصل تحلیل شده است   های جدید نیز بهو تشکیل کانی pH های شیمیایی بر کاهشاست. تأثیر واکنش 

مین نشان  به تایج  بلندمدت،  در  که  کانیدام دهد  تشکیل  دلیل  به  معدنی  دولومیت اندازی  مانند  پایدار  و   4های 

 کند.، نقش غالب را ایفا می5دوسونیت 

 

 
1 Porphyry Deposit 
2 Hydro-Thermal 
3 Magmatic Body 
4 Dolomite 
5 Dawsonite 
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سازی فرآیند تفکیک هیدرات گاز  بعدی کاملاً پیوسته برای شبیه   به توسعه یک مدل سه  [18]لیژانگ و همکاران

نامپرداختند )1NGH (طبیعی با  پیشنهادی  مدل   .DEHydrate  برای حل کامل  محدود ضمنی  المان  از روش   ،

بینی  کند و قادر است پارامترهای مختلفی مانند فشار، دما، جابجایی و تنش در مخزن را پیش معادلات استفاده می 

در یک مطالعه موردی در منطقه شنحو چین به کار گرفته شد. نتایج نشان داد که در مراحل  DEHydrate کند. مدل

کیلوگرم بر روز   11٫64روز به    1.3رسد، اما پس از  کیلوگرم بر روز می  206٫2اولیه، نرخ تفکیک هیدرات به  

شود و مابقی در مخزن  آوری میروز در چاه جمع  100درصد از گاز تولیدی پس از    35.6یابد. تنها  کاهش می

چنین، تغییرات مکانیکی مخزن شامل حرکت افقی به سمت چاه و تغییرات عمودی پیچیده در ماند. همباقی می

بینی رفتار مخزن در طول تفکیک هیدرات ابزاری مؤثر برای پیش DEHydrate مدلد.بالا و پایین چاه مشاهده ش

محیطی مورد های استخراج و کاهش خطرات زیست سازی روشتواند برای بهینه دهد و میگاز طبیعی ارائه می

های سنتی دارد و  استفاده قرار گیرد. این مدل با در نظر گرفتن تمامی اثرات پیوسته، دقت بالاتری نسبت به مدل 

 .سازی استخراج هیدرات گاز طبیعی کمک کندتواند به بهبود فرآیندهای تجاری می
سازی رفتار  شبیه برای   (THMC) شده  جفت  به توسعه یک مدل کاملاً    نیز در پژوهش خود  [19]روژو و همکاران

شده با استفاده از . مدل ارائه پرداختندای  رسوبات حاوی هیدرات گازی در چارچوب تئوری ترمودینامیک دانه 

های مکانیکی،  ی اتلافی، روابط پیچیده بین میدان اه ای و جریان ای، آنتروپی دانه مفاهیم جدیدی مانند دمای دانه 

هایی کند. این مدل قادر است پدیده هیدرولیکی، حرارتی و شیمیایی را در طول فرآیند تفکیک هیدرات توصیف می 

نرم  زه مانند  مختلف  شرایط  تحت  را  تنش  مسیرهای  و  اتساع  کرنش،  پیششوندگی  همکشی  و  کند  چنین  بینی 

 .سازی نمایدتغییرات کرنش حجمی، تولید گاز متان و تبادل حرارت ناشی از تفکیک هیدرات را شبیه 
سیمانی   هایرکنندهبرای بررسی رفتار پ   (THMC)شده  جفت  توسعه یک مدل کاملاً    به   [20]همکارانژیانتو و  

شده با در نظر گرفتن انبساط حرارتی آب منفذی و انقباض شیمیایی    . مدل ارائهپرداختنددر شرایط ژئوترمال  

دهد که رفتار پردازد. نتایج نشان می ناشی از هیدراتاسیون سیمان، به بررسی تعاملات پیچیده بین این فرآیندها می

هاست و فشار منفذی تحت تأثیر ترکیبی از انقباض شیمیایی،   ناشی از رقابت بین این فرآیند هارکنندهغیرخطی پ

چنین تأثیر دماهای اولیه و محیطی مختلف بر  هم  د. این پژوهشانبساط حرارتی آب و مهاجرت سیال قرار دار

بهینه    هارکننده دهند که دمای متوسط برای پایداری سیستم پکند. نتایج نشان می را بررسی می  هارکننده عملکرد پ

ویژه، گرمایش   نجر به فشارهای نامطلوب و ناپایداری شود. بهتواند ماست، در حالی که دمای بالا یا پایین می 

ایجاد کند. برای کاهش    هارکنندهتواند پس از یک دوره نهفتگی، خطراتی برای پایداری پمحیطی در معادن گرم می 

 .انداین اثرات، راهکارهایی مانند بهبود سیستم زهکشی، کنترل نرخ پرکردن و تأخیر در فرآیند پرکردن پیشنهاد شده 

 
1 Natural Gas Hydrate 
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تأثیر بارهای   1گرد فعال و ناهمسان-شیمیایی  هایهبه بررسی پایداری چاه در ساز  [ 21]ماجد و همکاران تحت 

شیمیایی و  مکانیکی  هیدرولیکی،  محیط پرداختند  حرارتی،  برای  حاکم  معادلات  توسعه  با  نویسندگان  های . 

که توزیع    اندداده ارائه   گرد، یک مدل عددی مبتنی بر روش المان محدودکشسان ناهمسان -حرارتی-پوروشیمی

کند. این مدل شامل انتقال حرارت سازی می فشار منفذی، دما، غلظت محلول و تنش را در اطراف چاه مورب شبیه 

با نفوذپذیری بالا و    هایسازهغیرخطی )هدایت و جابجایی( و انتقال محلول )انتشار و جابجایی( است و برای  

توجهی بر توزیع گردی الاستیک و حرارتی تأثیر قابلدهد که ناهمسان تایج نشان می . نپایین قابل استفاده است 

تواند به خطاهای  گردی شرطی مییا ناهمسان   های ایزوتروپهای مؤثر در اطراف چاه دارد و استفاده از مدلتنش

ها منجر شود. همچنین، تأثیر گرادیان حرارتی و غلظت محلول بر فشار منفذی و  توجهی در تخمین تنش قابل

ای بر ناحیه کننده، اثر تثبیت اولیهکه تزریق سیال سرد با غلظت بالاتر از سیال    طوریبه   ،ها بررسی شده است تنش

سازی  تواند بهینه رود و میکار میاطراف چاه دارد. این مدل برای تحلیل پایداری چاه در حین و پس از حفاری به

 .فشار سیال حفاری را تسهیل کند
اگرچه فرآیندهای مکانیکی نقش اصلی را در تغییرات تخلخل و نفوذپذیری مخزن دارند، اما برای پیشبینی دقیق  

شیمیایی ضروری   و  حرارتی  مکانیکی،  ترکیبی  اثرات  گرفتن  نظر  در  ژئوترمال،  مخازن  بلندمدت  است. رفتار 

به بررسی اثرات توسعه هیدروترمال بر نفوذپذیری مخازن متخلخل با استفاده از    [ 22]و همکاران  کویپنگژِن

 پرداختند.  THMC مدلسازی

تغییرات دما، فشار سیال، تنش مؤثر و محتوای معدنی را در یک مخزن فرضی   محققان با استفاده از مدل عددی 

نتایج نشان داد که تغییرات تنش مؤثر ناشی از فشار سیال و تنش  برداری شبیه سال بهره   30طی   سازی کردند. 

در .  دگذارنطور مشترک بر تخلخل و نفوذپذیری مخزن تأثیر می   حرارتی، همراه با انحلال و رسوب معدنی، به

بهره اولیه  )تا  مراحل  افزایش سریع   3.5برداری  باعث  بود و  از فشار سیال غالب  ناشی  اثرات مکانیکی  سال(، 

تری ایفا کرد و منجر به کاهش تخلخل در مناطق سرد شده  تخلخل شد. با ادامه تزریق، تنش حرارتی نقش پررنگ

رت تدریجی ظاهر شدند و تنها در محدوده نزدیک  صو  اطراف چاه تزریق شد. اثرات شیمیایی نیز با تأخیر و به

سال، با تثبیت میدان دما، فشار سیال دوباره بر    20%( مشاهده شد. پس از  0.06به چاه تزریق، رسوب معدنی )تا  

 . روند تغییرات تخلخل غالب شد
های متخلخل، دغدغه مهندسان بوده است.  شرط عدم اشباع و تغییرات درجه اشباع در بسیاری از مسائل محیط 

تواند درجه اشباع را تغییر داده و رفتار  می،  اثر گرادیان حرارتی و شیمیایی بر انحلال مواد حل شونده در محیط 

با توسعه معادلات گرمایی،هیدرولیکی،مکانیکی و شیمیایی    [23]سیتارم و همکارانسیستم را نحت تاثیر قرار دهد.  

 
1 Anisotropic 
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آنها   تر، سعی در پوشش اینگونه مسائل داشتند.کلی  دلات برای حالت برای شرایط غیر اشباع و اصلاح ضرایب معا 

. نتایج نشان  دادند  مورد بررسی قرار    را  بعدی با درجات آزادی مختلف، چهار مثال یک خود  برای ارزیابی مدل

 ویژه است. به   با معادلات جدید  شده  جفت سازی دقیق رفتار خاک تحت تأثیر فرآیندهای  داد که مدل قادر به شبیه 

شدن مجدد، اثرات حرارتی بر انحلال مواد معدنی، و شدن و اشباع هایی مانند خشک ، مدل توانست پدیده اینکه  

 بینی کند.خوبی پیشهای مکانیکی ناشی از تغییرات رطوبت و دما را به تغییرات تنش 
 فرآیندهای   مدلسازی  برای(  UEL1)  کاربر  توسط  شده  تعریف  المان  یک  تأیید  و  توسعه  به  [24]ژانگداژو و یِشیانگ 

  محدود   اجزای  افزارنرم   از  استفاده  با  نویسندگان.  پرداختند  اشباع  شناسیزمین  هایمحیط   در(  THMC)  شدهجفت  

  ته یاف  توسعه  ایمرحله   صورت  به  مدل  این.  ندکرد  ایجاد  THMC  پیچیده  مسائل  برای  ضمنی  حلگر  یک  ،2آباکوس 

  مدل   نهایت،  در.  است   شده  اعتبارسنجی  بسته،  تحلیلی  هایحلراه   با  سازیشبیه   نتایج  مقایسه  با  مرحله  هر   در  و

  و   شد  گرفته  کار  به  بلژیک  در  زیرزمینی  تحقیقاتی  مرکز  یک  در  محل  در  گرمایش  آزمایش   یک  سازیشبیه   برای

 د. ادقرابت خوبی را نشان می که  شد مقایسه تجربی هایداده  با آن نتایج

 

  ها آن  دور  4بنتونیت   جنس  از   3بافر   نام  به  محافظ  لایه  یک  شوند،می  دفن  زمین  عمق  در  ایهسته  هایزباله  وقتی

  این . آوردمی فشار سنگ هایدیواره به و شودمی متورم  اطراف، هایسنگ از آب جذب با بافر  این. گیردمی قرار

و    چانگوونکیونگ   .کند  جلوگیری  رادیواکتیو  مواد  نشت   از   و  ببندد  را   اطراف  هایشکستگی  تواندمی   فشار

راف ارائه  طهای اتاثیر این فشار بر رفتار نفوذپذیری سنگ   به مطالعه با استفاده از مدل سازی عددی    [25]همکاران

 و   رسدمی   بافر  به  دیرتر  آب  باشد،  داشته  کمی  نفوذپذیری(  شیل)  میزبان  سنگ  اگر  که   دهدمی  نشان  نتایج  کردند.

  از   و  ببندد   را   سنگ  هایشکستگی   تواندمی   بافر  تورم  از   ناشی  فشار  چنین،هم.  رودمی  پیش  کندتر  تورم  فرآیند

 .  کند جلوگیری رادیواکتیو مواد حرکت 

های فازی برای تحلیل جریان سیال چندفازی در محیط به مقایسه دو مدل دوفازی و سه   [26]محمدنژاد و خویی

سازی تعامل بین تغییر شکل خاک  برای شبیه   جفت شده  . نویسندگان از یک مدلپرداختندپذیر  متخلخل تغییرشکل 

دهد که در نظر گرفتن فاز گاز  اند. نتایج نشان می نشده استفاده کردهو جریان سیالات )آب و هوا( در شرایط اشباع 

نشده دارد و مدل دوفازی با فرض  توجهی بر رفتار خاک اشباع فازی( تأثیر قابلعنوان یک فاز مستقل )مدل سه به 

 . د.ساکن بودن هوا ممکن است به نتایج نادرست منجر شو 

 
1 User defined element 
2 Abaqus 
3 Buffer 
4 Bentonite 
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وخویی  برای(  XFEM1)  یافتهتوسعه   محدود  المان  روش  بر  مبتنی   عددی   مدل  یک  توسعه  به  [27]مرتضوی 

در  .پرداختند  شکسته  2سیلیکاتی  هایسنگ  در(  THMC)  فرآیندهای  سازیشبیه    بررسی   به  مدل  این  محققان 

 هایمحیط   در  شکاف  و  تخلخل  تغییرات  بر(  PS4)  فشار  تحت   شدگیحل و(  FF3)  سطح   آزاد  شدگیحل  تأثیرات

  از .  اندکرده   مقایسه  آزمایشگاهی  هایداده   و  تحلیلی  هایحلراه   با  را  نتایج  اعتبارسنجی،  برای  و  پرداخته  متخلخل

 تنش   دما،  تأثیرات  بهتر  درک  و(  EGS5)  شدهتقویت   گرماییزمین  هایسیستم   مطالعه  مدل،  این  کاربردهای  جمله

  پیچیده   رفتار  بالا   دقت   با  است   توانسته   شده  ارائه  مدل  .هاست سنگ   مکانیکی-شیمیایی  رفتار  بر  سیال   جریان  و

 های محیط   در  PS  که  دهندمی   نشان  نتایج.  کند  سازیشبیه   تنش  و  دما  مختلف  شرایط  تحت   را  شکسته  هایسنگ 

  در  بیشتر  FF  که  حالی  در  کند،می   ایفا  هاشکاف   نفوذپذیری  کاهش  در  کلیدی  نقش  زیاد  دمای  و  بالا  تنش  با

  PS  نرخ  بر  محیط  نفوذپذیری  و  مجاور  هایشکاف   متقابل  تأثیرات  چنین،هم.  است   مؤثر  کم  تنش  با  هایمحیط 

 . شود PS نرخ  افزایش به منجر تواندمی  محیط نفوذپذیری افزایش که شده داده نشان و گرفته قرار بررسی مورد

  انتقال   برای  فوریه  قانون  و شیمیایی انتشار  برای  فیک  قانون  آب،  جریان  برای  دارسی  قانون  مانند  کلاسیک  قوانین

 قوی جفت شدگی  دلیل به( ثانیه بر متر 11−10 از کمتر)  کم بسیار نفوذپذیری با متخلخل هایمحیط  در حرارت،

  اب  [28]  چن و همکاران.  دهندمی   دست   از  را  خود  کارایی(  شیمیایی  مواد  و  حرارت  آب،)  مختلف  فازهای  بین

 تمامی   که  اند داده   توسعه   عمومی   مدل  یک   مخلوط،  جفت شدگی  نظریه   و   غیرتعادلی  ترمودینامیک   اصول  از  استفاده

 .شودمی   منجر   هاپدیده   این  توصیف  برای   قوی  و   ساده  ماتریس   یک  به  و   گیردمی  نظر  در   را  جفت شدگی  اثرات

  بلکه   فشار،  گرادیان  تأثیر  تحت   تنها  نه  آب  جریان  غشایی،  متخلخل  هایمحیط   در  که  دهدمی   این پژوهش نشان

 ماتریس  یک  قالب   در  هاجفت شدگی  این.  شودمی  هدایت   نیز  دما  گرادیان  و  شیمیایی  مواد  غلظت   گرادیان  توسط

 . کندمی توصیف را شیمیایی مواد و حرارت آب، جریان بین متقابل روابط که اندشده  ارائه 3×3
 را   اسمزی  جریان  اثرات  که  اندداده  ارائه  غیراشباع  متخلخل  مواد  برای(  HMC)  ترکیبی  مدل  یک  [ 29]و هیک  چن

  معادلات از    و   یافته  توسعه  غیرتعادلی  ترمودینامیک  و  مخلوط  شدهاصلاح   تئوری  اساس  بر  مدل  این.  گیردمی   نظر   در

  شیمیایی   انتقال  تحلیل  برای  شدهارائه   مدل.  استفاده شده است   شیمیایی  پتانسیل  گرفتن  نظر  در  با  بیوت  و  دارسی

 کار  به  رادیواکتیو  هایزباله   دفع  در  استفاده  مورد  نمکی  هایسنگ   مانند  نفوذکم  هایسنگ  در  اسمزی  اثرات  و

  در  مؤثر  تنش  و  اشباع  درجه  آب،  فشار  توزیع  بر  اسمزی  جریان  که  دهندمی  نشان  عددی  نتایج.  است   شده  گرفته

 . دارد توجهی قابل تأثیر ماده

 
1 Extended Finite Element 
2 Silicate Rocks 
3 Free Face 
4 Pressure Solution 
5 Enhanced Geothermal Systems 
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یوما و همکاران  تا  ندداد  گسترش  را  دارسی  قانون  غیرتعادلی،  ترمودینامیک  اصول  از  استفاده  با  [30]همچنین 

 مکانیکی   رفتار  تحلیل  برای  مدل  این.  بگیرد  بر  در  نیز  را  حرارتی  و  شیمیایی  هایگرادیان   از  ناشی  اسمزی  جریان

  که   دهدمی  نشان  عددی  سازیشبیه   نتایج.  است   گرفته  قرار   استفاده  مورد  مختلف  شرایط  در  نشده  اشباع  هایسنگ 

  مکانیکی  شکل  تغییر  و  اشباع  فشار،  تغییرات  آب،  جریان  جهت   بر   توجهی  قابل  تأثیر  حرارتی  و  شیمیایی  اسمز

  معکوس   اثر  حرارتی  اسمز  که  حالی  در  شود،می  اشباع  و  آب  فشار  کاهش  باعث   شیمیایی  اسمز  ویژه،به .  دارند  مواد

  نظر  در  اهمیت   هایافته   این.  رسدمی   تعادل  به  شیمیایی  غلظت   تغییرات   از  ترسریع   دما   تغییرات  همچنین، .  دارد

 . کنندمی تأکید متخلخل هایمحیط  سازیمدل  در را هاپدیده این متقابل اثرات گرفتن
 

 مقیاسیروش چند 3-2

باشند که برای لحاظ اثرات  های متخلخل دارای ریز ساختار غیرهمگن می محیط مهندسی    واقعی  مسائل  اغلب   در

ناهمگنی   روشاین  در  مش بایستی  از  مستقیم  و  های  بالا  محاسباتی  هزینه  که  کرد  استفاده  ریز  بسیار  بندی 

توان های چند مقیاسی مییکی از روشکند. اما با استفاده از  افزاری، این روش را غیرکارا میسخت   یهامحدودیت 

های چند مقیاسی، یکی از روشلحاظ اثرات ناهمگنی را ممکن ساخت.  افزاری،  های سخت با وجود محدودیت 

 در تجارب مختلف به اثبات رسیده است. روش همگن سازی است که کارایی آن 
ویژه در شرایط غیرخطی مانند  های ناهمگن، بههای چندمقیاسی برای محیط های مهم در توسعه مدل یکی از گام

روشی کارآمد   [31]و همکاران فیشسازی ریاضی است. در این زمینه،  های همگنرفتار پلاستیک، استفاده از نظریه 

سازی کلاسیک برای های کامپوزیتی با رفتار الاستوپلاستیک ارائه دادند که در آن نظریه همگنبرای تحلیل سازه 

ها با معرفی شوند. آن نیز در آن لحاظ می   1های ذاتیای تعمیم یافته است که کرنش های ناهمگن به گونه محیط 

ای، توانستند هزینه محاسباتی را به طور قابل توجهی کاهش داده و گیری دو نقطه الگوریتمی موسوم به میانگین 

توسعه   هب  [32]همچنین فیش و رانگهای میکروسکوپی حفظ کنند.  در عین حال دقت بالایی در بازسازی میدان 

معرفی با  ا  .آنههای بزرگ را مدل کند، پرداختندو همچنین تغییر شکل   تناوبییک مدل که بتواند ناهمگنی ها غیر  

سازی که قادر به مدل   دادندیک پیکربندی ماکرو تغییر شکل یافته کمکی و شرایط مرزی مختلط، روشی را ارائه  

 .است  تناوبیهای واحد غیردر سلول بزرگهای تغییر شکل

  رفتار   تحلیل  برای  دوفازی  سازیهمگن  چارچوب  از  ، [34]و همکاران  یانگچیانگ جیو    [33]زتمیدر تحقیقات  

  روش   از  گیریبهره   با  گاننویسند.  است   شده  استفاده  بزرگ  هایشکل  تغییر  شرایط  در  ناهمگن  مواد  ترموالاستیک

 
1 Eigenstrain 
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ریاضیهمگن   صورت  به  حرارتی  و  مکانیکی  مسائل  آن  در  که  ندکرد  پیشنهاد  را  کارآمد  رویکرد  یک  ،سازی 

)بدون  ،1کاذب  اندازه  اثرات  حذف  با  سو  یک  از  روش  این.  شوندمی  حل  میکروسکوپی  مقیاس  در  متوالی  و  جداگانه

جفت شدگی   حفظ  با  دیگر  سوی   از  و  کندمی  تضمین  را  هامقیاس  تفکیک  فرض   با  سازگاری(  RVEتوجه به سایز  

  پژوهش   این  عددی   نتایج.  دهدمی   ارائه  مواد  رفتار  بینیپیش   در  را   لازم  دقت   ماکروسکوپی،  مقیاس  در  ترمودینامیکی

 بلکه   است،  شکل  تغییر  از  ناشی  حرارتی  ناهمسانگردی  دقیق  سازیمدل  به  قادر  تنها  نه  چارچوب  این  که  داد  نشان

 . باشدمی  کارآمدتر کامل، شده جفت  هایروش به نسبت  نیز محاسباتی نظر از
 در   همگن سازی مرتبه اول  هایمحدودیت   بررسی  به  [36]آمین و همکارانو همچنین    [35]یانگ و همکاران

  ( است   ( Lسازه )  کلی  ابعاد  به  نزدیک  ( l)  ریزساختار  اندازه  وقتی)  جدایی مقیاس کم  با  مرکب   مواد  رفتار  بینیپیش 

  شود می   داده  نشان  ،ریاضی  سازیهمگن  هایروش   با  مقایسه  و  دقیق  عددی  هایسازی شبیه   از  استفاده  با.  پرداختند

 قابل   خطای   کوچک  هاینسبت   در  اما  هستند،   دقیق  بزرگ  مقیاس  هاینسبت   برای  تنها  کلاسیک  هایروش   که

 اصلاحی   هایجمله   افزودن  با  که  شده  استفاده  بالاتر  مرتبهریاضی    سازیهمگن  از  دقت،  بهبود   برای.  دارند  توجهی

 هاینسبت   در  حتی  روش  این  که  دهدمی   نشان  نتایج.  کندمی   سازیمدل   بهتر  را  ریزساختار  اثرات  معادلات،  به

  و  دارد  قبولی   قابل  دقت (  ماتریس  و   ذرات  بین  برابر  1000  تا)  شدید  هایسختی   اختلاف  و  کوچک  بسیار  مقیاس

 .   دهدمی  کاهش درصد 5 از کمتر به را خطا
 مشاهده کرد. [37]توان در بنسوسان و همکارانسازی ریاضی را می مرور جامعی بر روش های همگن

توانایی تحلیل موضعی و   ممانند عد  سازی مرتبه اولهای همگنمحدودیت با تمرکز بر    [38]یرز و همکارانگ

ناپیوسته را برای مواد آسیب پذیر   -سازی پیوستههمگنسازی مرتبه دوم و  پیشنهاداتی مانند همگناثرات اندازه،  

کارایی روش را برای پوسته ها و تیرها و نواحی چسبنده مورد  چنین هم های چند فیزیکی مطرح کردند.و محیط 

 ارزیابی قرار گرفت. 
ها بر رفتار مکانیکی کلان آن   ،ها در مواد مرکب به بررسی تأثیر توزیع فضایی ناهمگنی  [39]سوا و همکارانکوزنت 

های مختلف شامل کشش و خمش تحلیل شده . رفتار مواد متخلخل با ماتریس فلزی تحت بارگذاری پرداختند

دهند که برای رفتار الاستیک، تفاوت بین ساختارهای منظم و تصادفی ناچیز است، اما در  است. نتایج نشان می 

شوند.  می     %10تا  ها قابل توجه  شدن، این تفاوت شدن یا نرم پلاستیک با سخت -ویسکو-مواردی مانند رفتار الاستو 

 .ت اسکمتر از حالت کشش  هابودن توزیع حفرههمچنین، در بارگذاری خمشی، تأثیر تصادفی

 
1 Spurious Size Effect 
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تحلیل چند مقیاسی مواد کامپوزیتی  در    Lockingدر پژوهش خود برای رفع پدیده    [40]و همکاران  ماتسوبارا

ها شرط مرزی تناوبی اعمال شود. نتایج  اند که سلول واحد به چند قسمت مجزا تقسیم شده و بین آن پیشنهاد کرده 

 سازی از جهت پدیده قفل شدگی دارد. از بهبود عملکرد مدل  ها نشانآن 

های اعمال شرط مرزی  با بررسی مواد ناهمگن تحت شرایط کرنش پلاستیک و مقایسه روش  [41]بایروترمیه و  

و  از جمله روش خطی، دوره  یکنواای  کارامدی روش همگن  ت ختنش  بررسی  پرداختند.  به  محاسباتی  سازی 

استفاده کردند که نتایج آنها سازی محاسباتی برای مواد پولیکریستال  از روش همگن  [42]همچنین میه و همکاران

 ها است.کارآمدی روش در پیشبینی تکامل کریستال حاکی از 

با  سازی ترک سازی محاسباتی برای مدل به بررسی روش همگن  [43]نگوین و همکاران های چسبنده در مواد 

از طریق تحلیل رفتار غیرخطی در مقیاس را  ها  ، خواص ماکروسکوپی ترکآنها.  پرداختندریزساختار ناهمگن  

. این روش با ارائه  محاسبه کردندهای غیرالاستیک در یک نوار موضعی است،  میکروسکوپی، که شامل تغییر شکل

تواند  دهد که میگرایی، نشان می ای، انتشار ترک، و تحلیل هم سازی، حل مسائل بارگذاری چرخه جزئیات پیاده 

 د.شکننده با ریزساختار پیچیده و تصادفی به کار رو-سازی رشد ترک در مواد شبه برای شبیه 

، به بررسی مقایسه  حل مسئله مقدار مرزی میکرومقایسه نتایج اعمال شرط مرزی در  با    [44]پریک و همکاران

استفاده از روش های مختلف، تاثیر قابل توجهی بر نتایج دارد. آنها همچنین با و نشان دادند که    نتایج پرداختند

توزیع ناهمگنی ها نشان دادند که با افزایش این توزیع تصادفی، اثرات روش های اعمال شرایط  تصادفی کردن  

 ابد. یمرزی کاهش می 
. دادندخوردگی و شکست در مواد جامد ارائه  سازی ترک یک روش جدید برای شبیه   [45]سونینگ و همکاران

های ریز تا تشکیل بتواند مراحل مختلف شکست، از شروع ترک  مقیاسی تلاش کردندآنها با استفاده از روش چند

دقیق ترک را  بزرگ،  مدل های  کنتر  ترک.  دنسازی  باعث وقتی  که  برسند  حدی  به  میکرو  مقیاس  در  ریز  های 

   XFEM های بزرگ ازترک مدل کردنبرای .شودشدگی ماده شوند، یک ترک بزرگ در مدل ماکرو ایجاد مینرم 

 پرداختند. به طوریهمچنین به بررسی رشد ترک در مواد ناهمگن    [46]سونینگ و همکاران  شده است.استفاده  

به مقیاس درشت می    ،معیار نرم شوندگی  ا توجه بههای ریز ابتدا در مقیاس ریز تشکیل شده و سپس بکه ترک

 آیند. 

. پرداختند  شوندهنرم   رفتار  با  شکننده  شبه  مواد  برای  محاسباتی  سازیهمگن  روش  یک  ارائه  به  [47]خویی و سعادت

  بندی مش   به  حساسیت   مشکلات  رفع  و  چندمقیاسی  تحلیل  طریق  از  آسیب   مدل  پارامترهای  استخراج  اصلی،   هدف
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  و   شده  استفاده  ماکروسکوپی  غیرمحلی  کرنش  از  منظور،  این  برای.  است   RVE   به  وابستگی   و  ماکرو  مقیاس  در

 . است  شده معرفی نتایج دقت  بهبود برای MPBC1 شدهاصلاح  ایدوره  مرزی شرایط

  متخلخل   هایمحیط   در  هیدرومکانیکی  تراکم  مسائل  برای  محاسباتی  سازیهمگن  بررسی  به  [48]سو و همکاران

  در  RVE  حجم  نماینده  هایالمان  از  استفاده  با  اول  مرتبه  سازیهمگن  روش   ازدر این تحقیق  .  پرداختند  ناهمگن

 با   آسفالتی  بتن   در  منفذی  فشار  تغییرات  تحلیل  برای  روش  این .  است   شده   استفاده   ماکروسکوپی  گاوس   نقاط

 حل   با  پیشنهادی  روش  که   دهدمی   نشان  نتایج  .است   رفته  کار  به  غیرخطی  سازیذخیره  ضرایب   و  نفوذپذیری

  اندازه   که  شد  مشخص   چنین،هم.  دارد  خوبی  مطابقت   شده،  محاسبه  ریز  بسیار  شبکه  یک  روی   بر  که  مقیاسیتک

  .دارد  نتایج دقت  بر توجهیقابل تأثیر RVE در ذرات آرایش و

ها، توسعه  پلاستیک کامپوزیت -در چند مثال عددی از جمله تغییر شکل الاستیک   مقیاسی به روش چند  [49]همی

پلی مواد  در  می بافت  نشان  نتایج  است.  شده  داده  نشان  پاسخ کریستالی  مختلف،  مرزی  شرایط  که  های دهند 

شده در های بالا و پایین برای خواص همگنعنوان کران توانند به کنند که می ماکروسکوپی متفاوتی را تولید می

دهد که چگونه کند و نشان می چنین به مسائل پایداری در انتقال میکرو به ماکرو اشاره می مقاله هم .دنظر گرفته شون

صورت ها به توانند بر پاسخ ماکروسکوپی تأثیر بگذارند. این روش های موضعی در مقیاس میکرو می ناپایداری 

 .قابل استفاده هستند ایدانه ها و مواد کریستال ها، پلی تلف از جمله کامپوزیت ای برای مواد مخگسترده 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
1 Modify Periodic Boundary Condition 
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با   :3فصل  اشباع  های  خاک  مسئله  بر  حاکم  فیزیک 

 اثرات گرمایی و شیمیایی 
 

 مقدمه  1-3

این فصل ارائه  شود و سپسابتدا رفتار خاک های اشباع توضیح داده می  در  های معادلات حاکم بر محیط     به 

کانه  تمعادله تعادل مکانیکی، معادله    از مفاهیم ساده فیزیکی  با استفاده بدین صورت که    ، شودپرداخته می متخلخل  

بیان شده و به اثرات متقابل این معادلات بر یکدیگر   خطی سیال، معادله تعادل حرارتی و معادله تعادل شیمیایی

 . شودپرداخته می 
 

 های اشباعآشنایی با رفتار خاک   2-3

 هاخاک   این.  دارد  قرار  متعددی  عوامل  تأثیر  تحت   آنها  رفتار   که  هستند  پویا  و  پیچیده  هاییمحیط   اشباع  هایخاک

 تشکیل   منفذی   آب  و  جامد  ذرات  از  شوند،می   مشاهده  طبیعی  هایپدیده   و  عمرانی  هایپروژه   از  بسیاری  در  که

 عوامل  همزمان  بررسی  نیازمند  هاخاک  این  رفتار  کامل  درک.  هستند  نیز  گاز  هایحباب  حاوی  گاهی  و  اندشده 

  و   هستند  تعامل  در  یکدیگر  با  ایپیچیده   صورت  به  عوامل  این.  است   شیمیایی  و  گرمایی  هیدرولیکی،  مکانیکی،

 .باشد داشته سیستم هایجنبه  سایر بر توجهی قابل اثرات تواندمی یک هر در تغییر

 هاخاک   این  به  خارجی  بار  که  هنگامی.  است   استوار  مؤثر  تنش  مفهوم  بر  اشباع  هایخاک  مکانیکی  رفتار  اساس

  ترزاقی  اصل  به  که  پدیده  این.  شودمی  تحمل  منافذ  در  موجود  آب  توسط  بار  این  اول   لحظه  در  شود،می  اعمال

  منافذ،   از  آب  خروج  با  تدریج  به  سپس  و  یافته  افزایش  ابتدا  در  منفذی  آب  فشار  که  دهدمی   نشان  است،  معروف

  مانند   ژئوتکنیکی  هایپدیده   از  بسیاری  در  دارد،  نام  تحکیم  که  فرآیند  این.  شودمی  منتقل  خاک  اسکلت   به  بار

  دارد  بستگی  خاک  نفوذپذیری  به  فرآیند  این  سرعت .  کندمی   ایفا  اساسی  نقش  هاتونل  شکل  تغییر  و  هاپی  نشست 

 ممکن  تحکیم فرآیند پایین، نفوذپذیری با رسی هایخاک در. است  سیال هایویژگی و تخلخل از تابعی خود که
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  انجام  کوتاهی زمان مدت در   معمولاً فرآیند  این  ساحلی هایماسه   در که حالی در انجامد،بی  طول به هاسال  است 

 . پذیردمی

های انتقال حرارت در مکانیسم . باشد داشته اشباع هایخاک رفتار بر عمیقی اثرات تواندمی  دما تغییراتهمچنین 

که در آن انرژی حرارتی از یا رسانش   1های اشباع از دو فرآیند اصلی تشکیل شده است. هدایت گرماییخاک

شود، عمدتاً به خواص حرارتی ذرات خاک و  طریق تماس مستقیم بین ذرات جامد خاک و آب منفذی منتقل می

که در آن حرکت آب در منافذ خاک   توسط جریان سیال   یا همرفت  2آب بستگی دارد. در مقابل، انتقال گرمایی 

کند. این دو مکانیسم  ای پیدا میشود، در شرایط وجود جریان آب زیرزمینی اهمیت ویژهباعث انتقال حرارت می

، هارس های متراکم با نفوذپذیری پایین مانند  شوند؛ در خاکهای متفاوتی ظاهر میهای مختلف با نسبت در محیط 

های ساحلی که جریان آب فعالی دانه مانند ماسه های درشت هدایت گرمایی غالب است، در حالی که در خاک 

 د .گیرصورت می  رسانشدارند، انتقال حرارت عمدتاً از طریق 
  محدود   شرایط  در.  شودمی  خاک   ذرات  هم  و  منفذی  آب  هم  حرارتی  انبساط   باعث   دما  افزایش  ، طرف دیگر  از

  زیرزمینی،   لوله  خطوط  هایپروژه   در.  گردد  منفذی  فشار  توجه  قابل  افزایش  به   منجر  تواندمی  انبساط  این  شده،

 را  آب  ویسکوزیته  دما  افزایش  دیگر،  سوی  از.  شود  سیستم  در  اضافی  هایتنش   ایجاد  باعث   تواندمی   پدیده  این

  ژئوترمال   انرژی  با  مرتبط  هایپروژه  در  ویژگی  این.  دهدمی  افزایش  را  خاک  نفوذپذیری  نتیجه  در  و  داده  کاهش

 منفذی  آب  زدگییخ   و  دما  کاهش  مقابل،  در.  کندمی  پیدا  ایویژه  اهمیت   زمین  با  گرمایی  تبادل  هایسیستم   مانند

  مانند   سردسیر  مناطق  در  مکانیزم  این.  شود  خاک  ساختار  در  کششی  هایتنش   ایجاد  و  حجم  افزایش  باعث   تواندمی

 .شودمی  محسوب هازیرساخت  و سطحی هایسازه  به آسیب  اصلی عامل سیبری و کانادا

 هایخاک در. افزایدمی سیستم به را پیچیدگی از دیگری لایه خاک ذرات و منفذی آب بین شیمیایی هایواکنش 

 های کانی   برخی.  شود  خاک  پذیریتورم  رفتار  و  بندیدانه   ساختار  در  تغییر  به  منجر  تواندمی  یونی  تبادل  رسی،

  تواند می  که  دهندمی   نشان  خود  از  شدیدی  پذیریتورم  خاصیت   آب  با  تماس  در  3موریونیت مونت   مانند  رسی

  آهک،   مانند   طبیعی  سیمانی  مواد   حاوی   هایخاک   در  دیگر،  سوی  از.  کند  ایجاد  هاسازه   پایداری  در  جدی  مشکلات

  غارهای   تشکیل  در  پدیده  این.  دهد  تغییر  را  خاک  مقاومت   زمان  مرور  به  تواندمی  رسوب  و  انحلال  هایواکنش 

 .است  مشاهده قابل خوبی به آهکی
این پدیده زمانی  ت رایج است.اهای واکنش دهنده پدیده فشار اسمزی یکی از اتفاقدر فرآیند های شیمیایی خاک 

های رسی که دارای  ها در محیط خاک وجود داشته باشد و به ویژه در خاک شود که اختلاف غلظت یون ایجاد می 

 
1 Conduction 
2 Advection 
3 Montmorillonite 
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کند. ضریب بازتاب غشای تراوا که قابلیت خاک در عبور  ای پیدا میتراوایی هستند، اهمیت ویژهخاصیت نیمه 

ها و طراحی  بینی رفتار مهاجرت آلاینده دهد، در اینجا به عنوان معیاری کلیدی برای پیش ها را نشان میانتخابی یون 

کند، در کند. این ضریب که بین صفر )کاملاً تراوا( و یک )کاملاً ناتراوا( تغییر میهای محافظتی عمل میسیستم 

 . دگذارهای مختلف مقادیر متفاوتی دارد و تأثیر مستقیمی بر رفتار هیدرولیکی و شیمیایی خاک میخاک
 در   تغییر .  است   عوامل  این  بین  متقابل  روابط  از  عمیق  درک  نیازمند  اشباع  هایخاک   رفتار   بینیپیش   و  گیریاندازه 

 در   و  منفذی  فشار  توزیع  بر   خود  این   که   بگذارد  تأثیر  خاک   نفوذپذیری   بر   تواندمی  منفذی  آب  شیمیایی  ترکیب 

 و   شیمیایی  هایواکنش   سرعت   بر  هم  تواندمی   دما  تغییرات  ترتیب،  همین  به.  گذاردمی  تأثیر  مؤثر  هایتنش  نهایت 

 هاسیستم   این  عددی  سازیمدل   که  است   شده  باعث   هاپیچیدگی  این.  بگذارد  اثر  سیستم  فیزیکی   هایویژگی  بر  هم

 .شود تبدیل خاک مکانیک هایحوزه برانگیزترینچالش  از یکی به

  تحکیم   مانند  فرآیندها  برخی.  دهندمی  رخ  مختلف  زمانی  هایمقیاس  در  هااندرکنش   این  طبیعی،  هایمحیط   در

 ممکن  شیمیایی  هایواکنش   برخی  که  حالی  در  بیفتند،  اتفاق  ساله  چند   زمانی  مقیاس  در  است   ممکن  مکانیکی

 ها خاک   بلندمدت  رفتار  بینیپیش   زمانی،  هایمقیاس   در تفاوت  این.  بیانجامند  طول  به   هاقرن  حتی  یا  هادهه   است 

  به   منجر  تواندمی  متقابل  اثرات  این  به  توجه  عدم  مهندسی،  هایپروژه  در.  سازدمی  مواجه  زیادی  هایدشواری   با  را

  تواند می   بتن  گرمازایی  خاکی،  سدهای  ساخت   در  مثال،  عنوان   به.  شود  هاسازه   عملکرد  در  جدی   مشکلات  بروز

 . بگذارد تأثیر سازه پایداری بر درازمدت در و شده اطراف هایخاک هیدرولیکی هایویژگی  در تغییر باعث 

  سه   به  که  است   رسی  هایخاک  در  تورم  پدیده  اشباع،  هایخاک   در THMC تعاملات  نمودهای  بارزترین  از  یکی

 ترینسریع   است،  موریونیت مونت   مانند  رسی  هایکانی   خاص  که  کریستالیدرون   تورم.  شودمی   ظاهر  متمایز  شکل

 های کانی   کریستالی  ساختار  داخل  به  آب  جذب  از  ناشی  تورم  نوع  این.  کندمی  ایجاد  را  تورم  نوع  شدیدترین  و

  شیمیایی   پتانسیل  اختلاف  از   ناشی  که  اسمزی  تورم.  یابد  افزایش  اولیه  حجم  برابر  چندین  تا  تواندمی  و  است   رسی

.  است   نیازمند  بیشتری  زمان  به  اما  دارد  تریگسترده  اثر  دامنه   هاست،کانی  ساختار  در  موجود  آب  و  منفذی  آب  بین

  ژئوترمال   هایپروژه   یا  گرم  هایمحیط   در  دماست،  افزایش  اثر  در  خاک  اجزای  انبساط  محصول  که  نیز  حرارتی  تورم

 کند.می پیدا ایویژه اهمیت 

  دائماً   که  گرفت   نظر  در  دهخودسازمان  و  دینامیک  سیستم  یک  عنوان  به  توانمی   را  اشباع  هایخاک   رفتار  نهایت،  در

 در  هاخاک   این  رفتار  بینیپیش   که  شودمی  باعث   ویژگی  این.  است   محیطی  شرایط  با  تطابق  و  تعدیل  حال  در

.  بگیرد  نظر  در  را  شیمیایی  و   گرمایی  هیدرولیکی،  مکانیکی،  هایجنبه   همزمان  که   باشد  رویکردی  نیازمند  بلندمدت

  های سیستم   این  بتوان   که  اند کرده   فراهم  را  امکان  این  محاسباتی  هایروش   و  مواد  علوم  در  اخیر  هایپیشرفت 

 .  کرد تحلیل و سازیمدل بیشتری دقت  با را پیچیده
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 معادلات حاکم بر مسئله 3-3

از   و همچنین معادله بقای انرژی داخلی،  غلظت حل شوندهبقای جرم برای سیال و    یمعادله ابتدا    این بخش  در

معادله    شود. سپسو سپس با استفاده از تبدیل رینولدز، به دستگاه عمومی منتقل می  پنجره اسکلت جامد بیان شده 

تنش با استفاده از قانون بیو اصلاح   در حالت دینامیکی با حضور نیروهای بدنه بیان شده و به تبیینتعادل مکانیکی  

شار سیال از قانون دارسی اصلاح شده، برای شار حرارت . همچنین در این معادلات برای  شودشده پرداخته می 

 شود. فوریه و برای شار شیمیایی از قانون فیک استفاده میاز قانون 
پیوستگی در محیط برقراری   پارامتر دلخواه مثلبیان میدارد که   های متخلخلفرض  چگالی   ، نرخ تغییرات یک 

برابر  ،  نرخ تغییرات منبع احتمالی موجودبا    در یک حجم دیفرانسیلی  در یک فاز مشخص   2ییا غلظت مول1جرم

  :است. به عبارت دیگر

(3-1) 𝐷𝛼

𝐷𝑡
∫ 𝜀 ⅆ𝛺

𝛺

= ∫
𝜕𝜀

𝜕𝑡
ⅆ𝛺

𝛺

+ ∫(𝜀𝐯α) ⋅ 𝐧 ⅆ𝛤

𝜕𝛺

= ∫ 𝑟̇α ⅆ𝛺

𝛺

 

 

𝐷𝛼که در آن  

𝐷𝑡
به    است.منبع خارجی     𝑟  و  رامتر مورد مطالعهاپ  𝜉زمانی از دیدگاه اسکلت جامد،    ایذره  مشتق  

 طوریکه داریم: 

 

(3-2) 𝐷𝛼

𝐷𝑡
(. ) =

ⅆ(. )

ⅆ𝑡
+ 𝐯𝛼 . 𝛁(. )    

 
 

.)𝛁  و  𝛼سرعت فاز    𝐯𝛼  آن  که در از تغییرات جرم و  در این مطالعه    است.عملگر گرادیان در مختصات کلی    (

𝑟̇𝛼تبدیل بین فازها صرف نظر شده است بنابراین   =  است.  0

معادلات حاکم از منظر حرکت اسکلت جامد بیان شوند  نیاز است تا  برای پیاده سازی به روش المان محدود  

 : داریمدر فرم محلی  ( 1-3)معادله روی با اعمال قضیه دیورژوانس بنابراین

 

 
1 Mass Density 
2 Mollar Concentration 
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(3-3) ⅆ𝜉

ⅆ𝑡
+ 𝛁. (𝐯𝛼𝜉) = 0    

 

 با فرض:

 

(3-4) 𝐯𝛼 = (𝐯𝛼 − 𝐯𝑠) + 𝐯𝒔    

 

 داریم: 

 

 

(3-5) 

ⅆ𝜉

ⅆ𝑡
+ 𝛁. (𝜉(𝐯𝛼 − 𝐯𝑠) + 𝐯𝒔) 

=
ⅆ𝜉

ⅆ𝑡
+ 𝛁. (𝜉(𝐯𝛼 − 𝐯𝑠)) + 𝜉𝛁. 𝐯𝑠 + 𝐯𝑠. 𝛁𝜉 

=
𝐷𝑠

𝐷𝑡
(𝜉) + 𝛁. (𝜉(𝐯𝛼 − 𝐯𝑠)) + 𝜉𝛁. 𝐯𝑠 = 0    

 

 

  معادله بقای جرم سیال 1-3-3
𝜉)،  لحاظ کنیم جرم سیال موجود در واحد حجم را 𝜉 پارامتر ،( 5-3) در معادله اگر = 𝑛𝜌𝑓)  :داریم 

 

(3-6) 𝜌𝑓

𝐷𝑠𝑛

𝐷𝑡
+ 𝑛

𝐷𝑠𝜌𝑓

𝐷𝑡
+ 𝑛𝜌𝑓𝛁. 𝐯𝑠 + 𝛁. 𝐪𝑓 = 0 

 

 :چنینسیال است. هم 2چگالی ذاتی  𝜌𝑓و  1تخلخل اویلری  𝑛  که در آن

 

(3-7) 𝐪𝑓 = (𝑛𝜌𝑓(𝐯𝑓 − 𝐯𝑠))   

 
1 Eulerian Porosity 
2 Intrinsic Density 
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فشار سیال، تغییر دما و تغییر   برای تغییر شکل ماده تحت تنش، یک رابطه رفتار ماده، نیاز است که  توصیفبرای 

انتقال حرارت توصیف جریان سیال، انتقال شیمیایی و  را برای   1ای از قوانین هدایت و همچنین مجموعه غلظت  

بر د.  شونمی توسعه داده شده، استفاده   [50]کاوشیکه توسط   2نظریه ترموپروالاستیک مشخص کنیم. در اینجا از  

 : های کوچک داریم کرنش  براساس فرضاساس این مدل 

 

(3-8)  𝜙 − 𝜙0 = 𝛼𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗 +
𝑃𝑓 − 𝑃𝑓0

𝑁
− 𝛽𝑇(𝑇 − 𝑇0) + 𝜆𝑏𝑐𝑐𝑅𝑇𝑐 

   

 

𝜀𝑖𝑗که در آن   =
1

2
(𝜕𝑢𝑖/𝜕𝑥𝑗 + 𝜕𝑢𝑗/𝜕𝑥𝑖)   3ک های کوچ تانسور کرنش،  𝜙  4تخلخل لاگرانژی،  𝛼  ضریب بیو ،  

𝛽𝑇  ی،ضریب انبساط حرارت𝜆𝑏 ضریب بازتاب هیدرولیکی شیمیایی،𝑐𝑐  با رابطه    که  ضریبی بدون بعد𝛼/𝐾𝐵𝐶   بیان

ضریب   سازد.مدول مماسی بیو که تغییرات فشار و تخلخل را به هم مرتبط می   N  و  ثابت جهانی گازها   𝑅،  شودمی

𝛼و از رابطه  دهد  بیو تاثیر تغییر شکل فاز جامد تحت فشار سیال را نشان می = 1 −
𝐾𝑇

𝐾𝑠
که در    شودمحاسبه می 

بیان گر تاثیر  نیر خود تابعی از ضریب بیو بوده و    𝛼𝜇  مدول بالک جامد است.  𝐾𝑠و مدول بالک مخلوط و    𝐾𝑇 آن

این ضریب به صورت   𝛼𝜇فشار اسمزی بر فاز جامد است.  = 𝜆𝑎𝑅𝑇0   شود که درتعریف می 𝜆𝑎   آن ضریب

 گردد.های آزمایشگاهی استخراج می بازتاب مکانیکی شیمیایی خاک است که از داده 

اصلی، لازم است تخلخل لاگرانژی به تخلیل اویلری تبدیل شود. برای تغییر  همچنین برای سازگاری با معادلات 

 برای این تبدیل داریم: های کوچک شکل

 

 

(3-9) 𝜙 = 𝐽𝑛 = (1 + 𝜀𝑣)𝑛  

 : داریم  ( 9-3)  بر اساس رابطه کرنش حجمی است. 𝜀𝑣تغییر شکل و گرادیان دترمینان  𝐽  که در آن

 

(3-10)   ⅆ𝜙 = ⅆ𝑛 + ⅆ𝑛𝜀𝑣 + ⅆ𝜀𝑣 𝑛 = ⅆ𝑛 + ⅆ𝜀𝑣𝑛 
 

1 Conduction Laws 
2 Thermoporoelastic Theory 
3 Infinitesimal Strain Tensor 
4 Lagrangian Porosity 
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های ترم   برابر  اینکه تقریب مرتبه دوم است و مقدار بسیار کوچکی دربه علت    ⅆ𝑛𝜀𝑣از جمله    ( 10-3)در رابطه  

 در نظر گرفتن جمله اول بسط تیلور برای رابطه تخلخل لاگرانژی داریم: با دیگر دارد، صرف نظر شده است.

 

(3-11)   𝑛 =
𝜙

1 + 𝜀𝑣
≈ 𝜙(1 − 𝜀𝑣) 

    

 :توان نوشت می ( 8-3)  هر  معادلد  ( 9-3)  رابطهایگذاری ج با  

 

(3-12) 𝑛 − 𝑛0 = 𝛼𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗 +
𝑃𝑓 − 𝑃𝑓0

𝑁
− 𝛽𝑇𝑠(𝑇 − 𝑇0) − 𝑛𝜀𝑣 − 𝜆𝑏𝑐𝑐𝑅𝑇0𝑐 

= (𝛼 − 𝑛)𝜀𝑣 +
𝑃𝑓 − 𝑃𝑓0

𝑁
− 𝛽𝑇(𝑇 − 𝑇0) − 𝜆𝑏𝑐𝑐𝑅𝑇0𝑐̇   

 

توان می  ،اثر گرادیان فشار اسمزی و در نظر گرفتن اثر شتاب فاز جامد و همچنین  قانون تراوش دارسی    اصلاحبا  

 :استخراج کردسرعت سیال را   رابطه

 

(3-13)  𝒘𝑓 = 𝑛𝜌𝑓(𝐯𝑓 − 𝐯𝑠) = −
𝐤

𝜇
((𝜵𝑃 − 𝜌𝑓𝐛 + 𝜌𝑓𝐮̈) + 𝜆𝑅𝑇𝜵𝑐) 

 

ثابت جهانی     𝑅0و    ضریب بازتاب  𝜆،  ویسکوزیته دینامیکی سیال    𝜇  نفوذپذیری ذاتی محیط،ماتریس    𝐤آن  که در  

𝐤برای سادگی از این پس  است.گازها 

𝜇
 نمایش داده خواهد شد.  𝜅𝑝𝑐(𝑇)با  𝜆𝑅0𝑇و همچنین   𝐤𝑓با   

 با فرض تاثیر فشار و دما بر فشردگی فاز سیال داریم: 

 

 

(3-14 ) 

 𝐷

𝐷𝑡
𝜌𝑓 =

𝜕𝜌𝑓

𝜕𝑃̇𝑓

𝑃̇𝑓 +
𝜕𝜌𝑓

𝜕𝑇̇
𝑇̇ +

𝜕𝜌𝑓

𝜕𝑐̇
𝑐̇

=
𝜌𝑓

𝐾𝑓
𝑃̇𝑓 − 𝜌𝑓𝛽𝑇𝑓𝑇̇ + 𝜌𝑓

𝛼𝑐
′𝛼𝜇

𝑛𝐾
𝑐̇ 

𝛼𝑐و    مدول بالک فاز سیال  𝐾𝑓که در آن 
𝛼𝑐شود با این تفاوت که  ضریب بیو تعریف میمشابه    ′

نسبت تغییر حجم    ′

  (13-3)و    ( 12-3) روابطبا جایگذاری  زهکشی شده و غلظت ثابت است.  سیال به تغییر حجم کل تحت شرایط  

 داریم: ( 6-3) در معادله
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(3-15 ) 

𝜌𝑓

𝐷𝑠𝑛

𝐷𝑡
+ 𝑛

𝐷𝑠𝜌𝑓

𝐷𝑡
+ 𝑛𝜌𝑓𝜵. 𝒗𝑠 + 𝜵.𝒒𝒇 

= 𝜌𝑓 ((𝛼 − 𝑛)𝜀𝑣 +
𝑃̇𝑓

𝑁
− 𝛽𝑇𝑠(𝑇̇) − 𝜆𝑏𝑐𝑐𝑅𝑇0𝒄̇ ) 

+𝑛 (
𝜌𝑓

𝐾𝑓
𝑃̇𝑓 − 𝜌𝑓𝛽𝑇𝑓𝑇̇ + 𝜌𝑓

𝛼𝑐
′𝛼𝜇

𝑛𝐾
𝑐̇) + 𝑛𝜌𝑓𝜀𝑣̇ + 𝜵. 𝐪𝑓 

= 𝛼𝜀𝑣̇ + (
1

𝑁
+

𝑛

𝐾𝑓
) 𝑃̇𝑓 − (𝛽𝑇𝑠 + 𝑛𝛽𝑇𝑓)𝑇̇ − (𝜆𝑏𝑐𝑐𝑅𝑇0 −

𝛼𝑐
′𝛼𝜇

𝐾
)𝑐̇ +

1

𝜌𝑓
𝛁. 𝐪𝑓 

 

 توان به این صورت نوشت: فرم نهایی معادله بقای جرم سیال را می  بنابراین

 

 

 

 

 

(3-16) 

 
𝛼𝛁 ⋅ 𝐮̇ + 𝛁 ⋅ 𝐰𝒇 +

𝑃̇

𝑄
− 𝛽𝑇𝑇̇ − 𝛽𝑐𝑐̇ = 0 

 

𝐰𝑓 = [𝐤𝑓(−𝛁𝑃 + 𝜌𝑓𝐛 − 𝜌𝑓𝐮̈) + 𝜅𝑝𝑐𝛁𝑐] 
 

𝑄 =
1

𝑁
+

𝑛

𝐾𝑓
 

 

𝛽𝑇 = 𝛽𝑇𝑠 + 𝑛𝛽𝑇𝑓 
 

𝛽𝑐 = 𝜆𝑏𝑐𝑐𝑅𝑇0 −
𝛼𝑐

′𝛼𝜇

𝐾
 

   

 

 دمعادله بقای جرم اسکلت جام 2-3-3
1))جرم اسکلت جامد موجود در واحد حجم لحاظ کنیم،   را 𝜉پارامتر ، ( 5-3) در معادلهاگر  − 𝑛)𝜌𝑠)  :داریم 

 

(3-17)  −𝜌𝑠

𝐷𝑠𝑛

𝐷𝑡
+ (1 − 𝑛)

𝐷𝑠𝜌𝑠

𝐷𝑡
+ (1 − 𝑛)𝜌𝑠𝛁. 𝒗𝑠 = 0 

با توجه به عدم تبادل جرم بین فازها و همچنین عدم انتقال جرم    چگالی ذاتی اسکلت جامد است.  𝜌𝑠  که در آن

 در فاز جامد، معادله بقای جرم اسکلت جامد برقرار بوده و نیاز به در نظر گرفتن آن نیست.

 



25 

 

 معادله تعادل غلظت حل شونده3-3-3

 

  فرض کنیم، داریم: (𝑛𝑐)غلظت مولی حل شونده  را 𝜉پارامتر ، ( 5-3) اگر در معادله

 

(3-18) 𝐷𝑠

𝐷𝑡
(𝑛𝑐) + 𝑛𝑐𝛁. 𝐯𝑠 + 𝛁. ((𝐯𝑐 − 𝐯𝑠)𝑛𝑐) = 0    

 

 :داریمجریان مولی حل شونده نسبت به جریان کل  از تعریف

 

(3-19)  𝐉𝒄 = (𝒗𝑐 − 𝒗𝑓)𝑛𝑐 

 میتوان نتیجه گرفت:  ( 19-3)  و ( 18-3)  بنابراین از معادله

 

 
(3-20 ) 

 𝐷𝑠

𝐷𝑡
(𝑛𝑐) + 𝑛𝑐𝛁. 𝐯𝑠 + 𝛁. ((𝐯𝑐 − (𝐯𝑠 − 𝐯𝑓) − 𝐯𝑓)𝑛𝑐) 

= 𝑛
𝐷𝑠

𝐷𝑡
(𝑐) + 𝑐

𝐷𝑠

𝐷𝑡
(𝑛) + 𝑛𝑐𝛁. 𝐯𝑠 + 𝛁. 𝐉𝑐 + 𝛁(

𝑐

𝜌𝑓
𝐪𝑓) = 0 

 

صرف نظر    تغییرات سرعت سیال در دامنه،و همچنین    و ترم کرنش فاز جامدتغییرات تخلخل  از    معادلهدر این  

 توان به این صورت نوشت: را میبنابراین فرم نهایی معادله تعادل غلظت حل شونده  .شودمی

 

 

(3-21) 

 𝛁. 𝐉𝑐 + 𝑛𝑐̇ + 𝐰𝒇. 𝛁𝑐 = 0 
 

𝐉𝑐 = (𝜅𝑐𝑃
𝛁𝑃 − (1 − 𝜆)𝐷𝑐𝛁𝑐) 

 

𝜅𝑐𝑃
= (1 − 𝜆)𝑐0k𝑓 

   

𝜌𝑓𝑥𝑠غلظت مولی اولیه حل شونده است و طبق رابطه    𝑐0  که در آن
0/(𝑥𝑠

0𝑚𝑠 + 𝑥𝑤
0 𝑚𝑤)  شود کهمحاسبه می  𝑥𝑠

0 

𝑥𝑤  و
همچنین   جرم مولی حلال و حل شونده هستند.  𝑚𝑤  و  𝑚𝑠، به ترتیب نسبت جرمی حل شونده و حلال درون  0

𝐷𝑐  است.  محیطضریب انتشار جرمی 
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 معادله تعادل مکانیکی محیط  4-3-3
 

 یلی میتوان به فرم زیر استخراج کرد: معادله تعادل مکانیکی محیط را با فرض تعادل نیرویی در یک حجم دیفرانس

 

(3-22 )   𝛁 ⋅ 𝝈 − 𝜌𝐮̈ + 𝜌𝐛 = 0 

 

 و همچنین: هستند 2نیروهای بدنه   𝐛و 1تانسور تنش کوشی 𝛔که در آن  

 

(3-23)   𝜌 = (1 − 𝑛)𝜌𝑠 + 𝑛𝜌𝑓 

 

، تنش گرمایی ایفاز جامد، فشار آب حفره   تنشتنش اسکلت جامد تحت تاثیر    بر اساس تئوری ترموپوروالاستیک

 داریم:  ر این اساساست. ب )فشار اسمزی( و تنش ناشی از تغییرات غلظت 

 

 

 کرنش حرارتی است.  𝛆𝑇 و 3دلتای کرونکر 𝐦، موثرتنش  ′𝛔که در آن  

 نوشت: به صورت زیر توان بنابراین فرم نهایی معادله تعادل مکانیکی را می 

 

(3-25)  𝛁 ⋅ (𝐃(𝛆 − 𝛆𝑻) − 𝛼𝑝𝐈 + 𝛼𝜇𝑐𝐈) − 𝜌𝐮̈ + 𝜌𝐛 = 0 
 

  معادله تعادل انرژی داخلی: 5-3-3
جمع برداری انرژی ورودی  حجم دیفرانسیلی، برابر با  تغییرات انرژی داخلی ناشی از تبادلات گرمایی در داخل  

 :است  و خروجی به حجم دیفرانسیلی مذکور

 
1 Cauchy Stress Tensor 
2 Body Force 
3 Kronecker Delta 

 

(3-24) 

 𝛔 = 𝛔′ − 𝛼𝐦𝑝 + 𝛼𝜇𝐦𝑐 
 

𝛔′ = 𝐃(𝛆 − 𝛆𝑻) 
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(3-26 ) 

 𝐷𝑠

𝐷𝑡
∫[(1 − 𝑛)𝜌𝑠𝑐𝑠𝑇 + 𝑛𝜌𝑓𝑐𝑓𝑇]

𝛺

 ⅆ𝛺 

= − ∫𝑛𝜌𝑓𝑐𝑓𝑇

𝛤

(𝒗𝑓 − 𝒗𝑠). 𝑛 ⅆ𝛤 − ∫ 𝐉𝑇
𝛤

. 𝑛 ⅆ𝛤   

تغییرات انرژی گرمایی ناشی سمت چپ این معادله تغییرات انرژی گرمایی در داخل دامنه، ترم اول سمت راست  

با اعمال قضیه   رسانش است.ناشی از اثرات    تغییرات انرژی گرمایی  از اثرات همرفت و ترم دوم سمت راست،

 داریم: ( 26-3)معادله بر  و همچنین تبدیل رینولدز دیورژوانس

 

 
(3-27 ) 

 

 ⅆ

ⅆ𝑡
[(1 − 𝑛)𝜌𝑠𝑐𝑠𝑇 + 𝑛𝜌𝑓𝑐𝑓𝑇] + 𝜵. ([(1 − 𝑛)𝜌𝑠𝑐𝑠𝑇 + 𝑛𝜌𝑓𝑐𝑓𝑇]𝒗𝑠) 

= −𝜵. (𝑛𝜌𝑓𝑐𝑓𝑇(𝒗𝑓 − 𝒗𝑠)) − 𝜵. 𝑱𝑇 

 داریم: ( 27-3)در معادله  ( 7-3)  هم چنین با جای گذاری رابطه

 

(3-28 )  𝐷

𝐷𝑡
[(1 − 𝑛)𝜌𝑠𝑐𝑠𝑇 + 𝑛𝜌𝑓𝑐𝑓𝑇] + [(1 − 𝑛)𝜌𝑠𝑐𝑠𝑇 + 𝑛𝜌𝑓𝑐𝑓𝑇]𝜵. 𝒗𝑠 

+𝜵. (𝜌𝑓𝑐𝑓𝑇𝒘𝑓) + 𝜵. 𝑱𝑇 = 0 

 :شود بهتبدیل می ( 28-3) معادله  𝑐𝑓و 𝑐𝑠  دنبا فرض ثابت بو

 

 

(3-29 ) 

 [(1 − 𝑛)𝜌𝑠𝑐𝑠 + 𝑛𝜌𝑓𝑐𝑓]
𝐷𝑇

𝐷𝑡
 

+𝑇 [𝜌𝑠𝑐𝑠

𝐷(1 − 𝑛)

𝐷𝑡
+ 𝑐𝑠(1 − 𝑛)

𝐷𝜌𝑠

𝐷𝑡
+ 𝜌𝑓𝑐𝑓

𝐷𝑛

𝐷𝑡
+ 𝑐𝑓𝑛

𝐷𝜌𝑓

𝐷𝑡
] 

+[(1 − 𝑛)𝜌𝑠𝑐𝑠𝑇 + 𝑛𝜌𝑓𝑐𝑓𝑇]𝜵. 𝒗𝑠 + 𝜵. (𝜌𝑓𝑐𝑓𝑇𝒘𝑓) + 𝜵. 𝑱𝑇 = 0      

وهم    کنیممی چگالی اسکلت جامد در طول زمان صرف نظر    ،تخلخل، چگالی سیالاز تغییرات  در این معادله  

1)]چنین ترم   − 𝑛)𝜌𝑠𝑐𝑠𝑇 + 𝑛𝜌𝑓𝑐𝑓𝑇]𝛁. 𝐯𝑠  توان در  ها به خاطر کرنش های کوچک را میدر برابر دیگر ترم

به دلیل فرض جریان آرام در محیط تغییرات سرعت سیال بسیار اندک بوده و قابل صرف به علاوه    .نظر نگرفت 

 آید: به فرم زیر در  می ( 29-3)معادله بنابراین  نظر کردن است.
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(3-30) 

 (𝜌𝑐)𝑎𝜈𝑒𝑇̇ + 𝜌𝑓𝑐𝑓𝒘𝒇𝜵𝑇 + 𝜵. 𝑱𝑇 = 0  

 
(𝜌𝑐)𝑎𝜈𝑒 = (1 − 𝑛)(𝜌𝑐)𝑠 + 𝑛(𝜌𝑐)𝑓 

 

𝑱𝑇 = −𝜅𝜵𝑇 
 

 ضریب رسانش گرمایی محیط است. 𝜅که در آن  

 

 فرم نهایی معادلات و شرایط مرزی  6-3-3
آمده   بدست  معادله  چهار  پژوهش  این  بدر  قبل  قسمت  همهدر  معادلات  صورت  این  شد.  خواهند  حل  بسته 

 اند از: عبارت 

 

 

 

(3-31) 

 𝛁 ⋅ 𝝈 − 𝜌𝒖̈ + 𝜌𝒃 = 0  

 

𝜵 ⋅ 𝒘𝒇 + 𝛼𝜵 ⋅ 𝒖̇ +
𝑃̇

𝑄
− 𝛽𝑇𝑇̇ − 𝛽𝑐𝑐̇ = 0 

 

𝜵. 𝑱𝑇 + (𝜌𝑐)𝑎𝜈𝑒𝑇̇ + 𝜌𝑓𝑐𝑓𝒘𝑓. 𝜵𝑇 = 0 
 

𝜵. 𝑱𝑐 + 𝑛𝑐̇ + 𝒘𝒇. 𝜵𝑐 = 0 
   

در   مشخص شود.  2و نیومن   1برای حل این دستگاه معادلات نیاز است شروط مرزی هر معادله از نوع دیریکله 

 . برای هر معادله، شروط مرزی به تفکیک بیان شده است  1-3 جدول

 

 شرایط مرزی دیریکله و نیومن برای معادلات حاکم در این پژوهش 1-3 جدول

Neumann B.C Dirichlet B.C Equations 

 
𝛔 ⋅ 𝐧𝚪 = 𝐭̂   𝐮 ∈ Γ𝐭   

 
𝐮 = 𝐮̂    𝐮 ∈ 𝛤𝒖 

 
Mechanical 

 
𝐰 ⋅ 𝐧𝚪 = −𝑞̂𝒇   𝑝 ∈ 𝛤𝑞𝑓

 
 

𝑝 = 𝑝̂    𝑝 ∈ 𝛤𝒑 
 

Hyraulic 

 
𝐉𝑇 ⋅ 𝐧𝜞 = −𝑞̂

𝑻
   𝑇 ∈ 𝛤𝑞𝑇

 
 

𝑇 = 𝑇̂    𝑇 ∈ 𝛤𝑇 
 

Thermal 

 
1 Dirichlet  Boundary Condition 
2 Neumann Boundary Condition 
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𝐉𝑐 ⋅ 𝐧𝜞 = −𝑞̂

𝒄
   𝑐 ∈ 𝛤𝑞𝑐

 
 

𝑐 = 𝑐̂    𝑐 ∈ 𝛤𝑐 
 

Chemical 

 

 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

. 
 

 

. 
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 تئوری چندمقیاسی   :4فصل 

 مقدمه  1-4

سازی محاسباتی بیان شده و سپس با توجه به معادلات به  با رویکرد همگن در این فصل ابتدا تئوری چندمقیاسی 

با استفاده از    سپسآید.  میدست  ه میکرو ب   مقیاس  ، فرم ضعیف معادلات مقیاس ماکرو وفصل سوم دست آمده در  

دست ه بماکرو و میکرو  های  ارتباط بین کمیت   انرژی در دو مقیاس،  سازگازییافته و برقراری  مندل تعمیم یلاصل ه 

دو شرط مرزی خطی و تناوبی   محاسبات بر اساس  سازی محاسباتی،آید. در ادامه با توجه به تئوری همگنمی

میکرو   مقیاس  مقیاس کوچک، حلبرای  مرزی  مقدار  مسئله  و  ماکرو  انجام شده  های  کمیت  آن   و  اساس    بر 

   د شد.نخواه  استخراج

 سازی محاسباتیروش همگنکلیات     2-4

سازی محاسباتی بر پایه ایده ایجاد یک ارتباط سیستماتیک بین مقیاس ماکرو )رفتار کلی سازه یا  روش همگن

شود که محیط مورد مطالعه از  دامنه( و مقیاس میکرو )ساختار ریز ماده( استوار است. در این رویکرد، فرض می

 1(RVE)   المان حجمی نمونههای هندسی و فیزیکی تقریباً مشابه، موسوم به  تکرار یک حجم مشخص با ویژگی

طور های ماکروسکوپی ماده را بهتواند ویژگیترین حجم آماری است که میکوچک RVE تشکیل شده است. این

 .میانگین بازتاب دهد

سازی محاسباتی، به جای تعیین روابط بسته تحلیلی برای خواص مؤثر ماده، این خواص از طریق حل در همگن

شوند. بدین ترتیب، ستخراج می و سپس میانگین گیری پارامترها ا   RVE   مستقیم یک مسأله میکروسکوپی بر روی

شود.  متناظر حل می  RVE دامنه ماکروسکوپی ، یک مسأله میکروسکوپی موازی در  المان   از  انتگرالی  در هر نقطه

ماکرو به عنوان شرط مرزی به مسأله میکرو  پارامترهای  کهبه طوری  گیردانجام می دوطرفهاین فرآیند به صورت 

 شوند.  ها و سایر پارامترهای مؤثر به مقیاس ماکرو بازگردانده میاعمال شده و پس از حل آن، تنش

روند  کار میهای مختلفی بهسازی، روش، بسته به نوع مسئله و فرضیات همگنRVE برای تعریف شرایط مرزی در

که در ادامه جزییات   شوداستفاده می  تناوبی  شرط مرزی  خطی و شرط مرزی  در این پژوهش از دو روش رایج    که

 این دو روش به طور مفصل بیان خواهد شد. 

 

 
1 Representative Volume Element 



31 

 

که بر   به طور شماتیک نشان داده شده است   برای یک دامنه ناهمگن  روش همگن سازی محسباتی  1-4شکل  در  

همگن تعریف شده و در هر نقطه    به صورت  اساس آن ابتدا یک دامنه ماکروسکوپی مشابه هندسه مسئله ولی

شود. حل می  ، مسئله مقدار مرزیانتگرالی با تعریف المان حجمی نمونه که متشکل از ناهمگنی های مسئله است 

 شود. های ماکرو محاسبه می پارامتر گیری سپس با استفاده از اصل میانگین

   

 
 سازی محاسباتیروش همگنمدل شماتیک  1-4شکل 

 

 سازی محاسباتیتئوری همگن   3-4

 وجود دارد:  اساسیتئوری همگن سازی محاسباتی سه فرض در 

  المان حجمی نمونه در مقیاس میکرو، بسیار کوچکتر از ابعاد مقیاس ماکرو است.سایز  -1

متناظر آن    RVEدر    آن پارامتر در مقیاس میکروپارامتر مسئله در مقیاس ماکرو، برابر میانگین    هر  مقادیر  -2

 .است  نقطه ماکرو

آن نقطه در مقیاس میکرو    رمتناظ  RVEدر هر نقطه ماکرو برابر مقدار میانگین انرژی در    مقدار انرژی -3

 است.

 صورت نوشت: این سازی مرتبه اول بهتوان با استفاده از رابطه همگنهر پارامتر در میدان میکرو را میمقدار 

 

(4-1)  𝒖𝑚 = 𝒖̅ + 𝑯𝑇𝜵̅𝒖̅ + 𝒖̃ 

(4-2)  𝑝𝑚 = 𝑝̅ + 𝒙𝑇𝜵̅𝑝̅ + 𝑝 
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(4-3)  𝑇𝑚 = 𝑇̅ + 𝒙𝑇𝜵̅𝑇̅ + 𝑇̃ 

(4-4)  𝑐𝑚 = 𝑐̅ + 𝒙𝑇𝜵̅𝑐̅ + 𝑐̃ 
 

𝐱̅  که در آن ∈ 𝛀̅    مختصات یک نقطه در مقیاس ماکرو و𝐱 ∈ 𝛀  از  مختصات یک نقطه  RVE    متناظر با آن نطقه

𝒙̅  .چنین هم  است  𝐮̅  و𝑝̅   و𝑇̅   و𝑐̅    میدان جابجایی، فشار، دما و غلظت ، به ترتیب  ،𝛁̅𝐮̅  و𝛁̅𝑝̅  و𝛁̅𝑇̅  و𝛁̅𝑐̅    گرادیان

میدان  نیز    𝑐̃و   𝑇̃و  𝑝و   𝐮̃  جابجایی)کرنش(، گرادیان فشار، گرادیان دما و گرادیان غلظت در میدان ماکرو هستند.

  𝐇  عملگر  آیند.دست میه ب دما و غلظت هستند که از حل مسئله مقدار مرزی در میکرو  نوسانات جابجایی، فشار،  

 شوند: و به این صورت تعریف می تابع مختصات میکرو هستندنیز   𝐱 و

 

(4-5) 
 

𝑯 = [

𝑥1 0
0 𝑥2

1

2
𝑥2

1

2
𝑥1

]              𝒙 = [
𝑥1

𝑥2
] 

   

 ارامترهای ماکرو در میدان میکرو ثابت هستند، به عبارتی: پواضح است که    ،سازیهمگن  1بر اساس فرض شماره

(4-6)  𝜕𝒖̅

𝜕𝒙
=

𝜕𝑝̅

𝜕𝒙
=

𝜕𝑇̅

𝜕𝒙
=

𝜕𝑐̅

𝜕𝒙
= 0 

        
   

سازی محاسباتی، در واقع نتایج و دستاوردهای همگن سازی ریاضی در یک مدل  همگن  گفته شده در  مفروضات

هاو برای تمام برای تمام حالت   در همگن سازی محاسباتی  مکانیکی ساده در شرایط الاستیک خطی است که

شود که  ریاضی اثبات می سازی  از بسط سری تیلور در همگن  شود.در نظر گرفته می  به عنوان فرض  معادلات

با گرادیان پارامتر ماکرو در ارتباط است.  جمله اول بسط صرفا تابع مختصات ماکرو است و همچنین جمله دوم  

 : در همگن سازی ریاضی داریمبا فرض بسط تیلور برای پارامتر جابجایی  به عبارتی

 

(4-7)  𝒖𝜀(𝐱𝑀) = 𝒖0(𝒙𝑀, 𝒙𝜇) + 𝜀𝒖1(𝒙𝑀, 𝒙𝜇) + 𝑶(𝜀2) 
   

 شود:موارد زیر اثبات می که در روش همگن سازی ریاضی، 
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(4-8) 

 𝒖0(𝒙𝑀, 𝒙𝜇) = 𝒖0(𝒙𝑀) 
 

𝜀𝑼1(𝒙𝑀, 𝒙𝜇) = 𝒙𝜇𝜵𝒖 
 

𝑶(𝜀2) = 𝒖̃(𝒙𝜇, 𝑡) 
 

𝒖(𝒙𝑀) = ∫ 𝒖𝜀(𝒙𝑀, 𝒙𝜇)
𝛺𝜇

ⅆ𝑦 

   

با این تفاوت که در روش ریاضی   مشابه با فرضیات روش محاسباتی است این نتایج اثبات شده در روش ریاضی،  

،  یبرای هر شرایط ،ولی در روش محاسباتی این نتایج با تقریب  به اثبات رسیداین نتایج فرض الاستیک خطی با 

ترمی است که نقش جملات    در روش محاسباتی،  نوساناتلازم به ذکر است که پارامتر میدان    .شودپذیرفته می

 کند.مرتبه بالا در بسط تیلور را ایفا می

 برابر است. به عبارتی: ،در میکرو  کرنشماکرو با میانگین  کرنشدانیم که مقدار می سازیدوم همگناز فرض 

 

(4-9)  𝜺̅ =
1

𝑉𝜇
∫ 𝜺𝜇(𝒙, 𝑡)ⅆ𝑉
𝛺𝜇

=
1

𝑉𝜇
∫ (𝜺̅ + 𝜺̃𝜇(𝒙, 𝑡))
𝛺𝜇

ⅆ𝑉

= 𝜺̅ +
1

𝑉𝜇
∫ 𝜺̃𝜇(𝒙, 𝑡)ⅆ𝑉
𝛺𝜇

 
   

 میتوان نتیجه گرفت:  ( 9-4)از معادله 

 

(4-10)  ∫ 𝜺̃𝜇(𝒙, 𝑡)ⅆ𝑉
𝛺𝜇

= ∫ 𝜵𝒖̃𝜇(𝒙, 𝑡)ⅆ𝑉
𝛺𝜇

= 0 
   

 داریم: ( 10-4)با اعمال قضیه دیورژوانس روی معادله 

 

(4-11)  ∫ 𝜵𝒖̃𝜇(𝒙, 𝑡)ⅆ𝑉
𝛺𝜇

= ∫ 𝒖̃𝜇(𝒙, 𝑡). 𝒏ⅆ𝑠
𝛤𝜇

= 0    
   

 توان نتیجه گرفت: با تکرار این روند بر روی سه معادله دیگر می 
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(4-12)  ∫ 𝜵𝑝̃𝜇(𝒙, 𝑡)ⅆ𝑉
𝛺𝜇

= ∫ 𝑝𝜇(𝒙, 𝑡). 𝒏 ⅆ𝑠
𝛤𝜇

= 0   

 

(4-13)  ∫ 𝜵𝑇̃𝜇(𝒙, 𝑡)ⅆ𝑉
𝛺𝜇

= ∫ 𝑇̃𝜇(𝒙, 𝑡). 𝒏 ⅆ𝑠
𝛤𝜇

= 0   

 

(4-14)  ∫ 𝜵𝑐̃𝜇(𝒙, 𝑡)ⅆ𝑉
𝛺𝜇

= ∫ 𝑐̃𝜇(𝒙, 𝑡). 𝒏 ⅆ𝑠
𝛤𝜇

= 0 
 

  در حل مسئله مقدار مرزی   که  دنشواول در نظر گرفته می   مرزی  شرط  عنوان  به  (14-4)تا    ( 11-4)معادلات  

 .دوباره اشاره خواهد شددر بخش اعمال شرط مرزی  . به این معادلاتدنبایستی ارضا گرد میکرو

 مقیاسمعادلات حاکم بر دو     4-4

معادلات اجزا محدود و هم  ارائه شده  برای حل  برقراری اصل هیلبه روش  است معادلات  مندل  - چنین  لازم 

برای دو  بدست آمده در فصل قبل، که به فرم قوی ارائه شده بودند، به فرم ضعیف تبدیل شوند. در این بخش  

 د. نشومقیاس میکرو و ماکرو، فرم ضعیف معادلات به طور مجزا ارائه می 

 

 فرم ضعیف معادلات در مقیاس ماکرو  1-4-4
فرم ضعیف معادلات در مقیاس ماکرو با استفاده از معادلات بدست آمده در فصل قبلی لازم  به منظور استخراج  

زنجیره مشتق  قانون  از  استفاده  با  معادله ضرب شده و سپس  هر  در  آزمون  تابع  ابتدا  اعمال قضیه است  و  ای 

های تنش، سرعت سیال، شار حرارتی و دست آید. با توجه به اینکه پارامتر ه دیورژوانس، فرم ضعیف معادلات ب

آیند، بنابراین نیاز به باز کردن این پارمتر ها در این از حل مسئله مقدار مرزی میکرو بدست میشار شیمیایی،  

با ضرب    ( 31-3)برای این منظور با توجه به معادلات    شوند.تر نوشته میمعادلات در فرم کلی  ومقیاس نیست  

 داریم:  ،و همچنین انتگرال گیری روی دامنه تابع آزمون مناسب در فرم قوی معادلات

 

(4-15)  ∫𝛿𝒖̅
𝛺

[𝜵 ⋅ 𝝈 + 𝒇̅𝐼
𝒖] ⅆ𝛺 = 0 

 

(4-16)  ∫𝛿𝑝
𝛺

[𝜵 ⋅ 𝒘𝑓 + 𝑓𝐼̅
𝑝] ⅆ𝛺 = 0 
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(4-17)  ∫𝛿𝑇
𝛺

[𝜵. 𝑱𝑇 + 𝑓𝐼̅
𝑇] ⅆ𝛺 = 0 

 

(4-18)  ∫𝛿𝑐[
𝛺

𝜵. 𝑱𝑐 + 𝑓𝐼̅
𝑐] ⅆ𝛺 = 0 

   

فرم ضعیف  ،  هابر آن   و اعمال قضیه دیورژوانس  ( 18-4)  تا  ( 15-4)جز بر ترم اول معادلات  بهبا انتگرال گیری جز 

 آید:معادلات مقیاس ماکرو بدست می

 

(4-19)  ∫((𝜵̅𝛿𝒖̅)): 𝝈̅ ⅆ𝛺̅
𝛺̅

− ∫𝛿𝒖̅𝒇̅𝐼
𝒖

𝛺̅

ⅆ𝛺̅ − ∫ 𝛿𝒖̅𝒕̅
𝛤̅𝑡

ⅆ𝛤𝑡 = 0 
   

(4-20)  −∫(𝜵̅𝛿𝑝̅).
𝛺̅

𝒘̅𝑓 ⅆ𝛺̅ + ∫𝛿𝑝̅𝑓̅
𝐼
𝒑
ⅆ𝛺̅

𝛺̅

− ∫ 𝛿𝑝̅𝑞̅ ⅆ𝛤𝑝
𝛤̅𝑝

= 0 
   

(4-21)  −∫𝛿𝜵̅(𝑇̅). 𝑱̅𝑇 ⅆ𝛺̅
𝛺̅

+ ∫𝛿𝑇̅𝑓𝐼̅
𝑇 ⅆ𝛺̅

𝛺̅

− ∫ 𝛿𝑇̅𝑔̅ ⅆ𝛤𝑇
𝛤̅𝑇

= 0 

 
   

(4-22)  −∫𝛿𝜵̅(𝑐̅). 𝑱̅𝑐 ⅆ𝛺̅
𝛺̅

+ ∫𝛿𝑐̅𝑓𝐼̅
𝑐 ⅆ𝛺̅

𝛺̅

− ∫ 𝛿𝑐̅ 𝑦̅ ⅆ𝛤𝑐
𝛤̅𝑐

= 0 

 

اری ذبه ترتیب مرز اعمال بارگ  𝛤𝑐و  𝛤𝑇و  𝛤𝑝و  𝛤𝑡،  دامنه مسئله در مقیاس ماکرو  𝛺̅  (22-4)تا    ( 19-4)در معادلات  

نیز به ترتیب، بردار نیرو، نرخ جریان هیدرولیکی،    𝑦̅و    𝑔̅  و  𝑞̅  و  𝒕̅  است.در مقیاس ماکرو  نیرو، فشار، دما و غلظت  

 که:، به طوری نرخ جریان دمایی، نرخ جریان شیمیایی است 

 

(4-23)  𝒕̅ = 𝝈.̅ 𝒏̅𝜞𝒕
  

(4-24)  𝑞̅ = −𝒘̅𝑓 . 𝒏̅𝜞𝒑
 

(4-25)  𝑔̅ = −𝑱̅𝑇 . 𝒏̅𝜞𝑻
 

(4-26)  𝑦̅ = −𝑱̅𝑐. 𝒏̅𝜞𝒄
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 فرم ضعیف معادلات در مقیاس میکرو  2-4-4
بررسی با تمام جزییات  ( 31-3)های ماده، لازم است معادلات در مقیاس میکرو با توجه به حضور اثرات ویژگی

و انتگرال گیری  با ضرب تابع آزمون در فرم قوی شوند. برای بدست آوردن فرم ضعیف معادلات در این مقیاس 

 روی دامنه داریم: 

 

(4-27)  ∫𝛿𝒖
𝛺

[𝜵 ⋅ 𝝈 − 𝜌𝒖̈ + 𝜌𝒃] ⅆ𝛺 = 0 

 
(4-28)  

∫𝛿𝑝
𝛺

[𝜵 ⋅ 𝒘𝒇 + 𝛼𝑐
′𝜵 ⋅ 𝒖̇ +

𝑃̇

𝑄
− 𝛽𝑇𝑇̇ − 𝛽𝜀𝑐̇] ⅆ𝛺 = 0 

 

(4-29)  ∫𝛿𝑇
𝛺

[𝜵. (−𝜅𝜵𝑇) + (𝜌𝑐)𝑎𝜈𝑒𝑇̇ + (𝜌𝑓𝑐𝑓𝒘𝑓. 𝜵𝑇] ⅆ𝛺 = 0 

 

(4-30)  ∫𝛿𝑐[
𝛺

𝜵. 𝑱𝒄 + 𝑛𝑐̇ + 𝒘𝑓 . 𝜵𝑐] ⅆ𝛺 = 0 
   

و سپس   (30-4)  تا  ( 27-4)  به جزء روی ترم اول معادلاتء  قسمت قبل در اینجا هم با انتگرال گیری جزمانند  

 آید:اعمال قضیه دیورژوانس، فرم ضعیف معادلات در مقیاس میکرو بدست می 

 
 

 

(4-31) 
∫(𝜵𝛿𝒖): (𝑫(𝜺 − 𝜺𝑻) − 𝛼𝑝𝑰 + 𝛼𝜇𝑐𝑰) ⅆ𝛺
𝛺

− ∫ (𝛿𝒖
𝑠𝑢

. 𝒕)ⅆ𝑠 + ∫𝛿𝒖
𝛺

. 𝜌𝒖̈ ⅆ𝛺

− ∫𝛿𝐮𝜌𝐛
𝛺

ⅆ𝛺 = 0 

 

 

(4-32) 
∫𝛿𝑝
𝛺

𝛼𝑐
′𝜵 ⋅ 𝒖̇ ⅆ𝛺 − ∫(𝜵𝛿𝑝)

𝛺

[𝒌𝑓(−𝜵𝑃 + 𝜌𝑓𝑏 − 𝜌𝑓𝒖̈) + 𝜅𝑝𝑐𝜵𝑐] ⅆ𝛺 

−∫ 𝛿𝑝𝑞̅𝒑
𝑠𝑝

ⅆ𝑠 + ∫𝛿𝑝
𝑃̇

𝑄
𝛺

ⅆ𝛺 − ∫𝛿𝑝𝛽𝑇𝑇̇ ⅆ𝛺
𝛺

− ∫𝛿𝑝𝛽𝜀𝑐̇ ⅆ𝛺 = 0
𝛺
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(4-33) ∫𝛿𝑇
𝛺

(𝜌𝑐)𝑎𝜈𝑒𝑇̇ ⅆ𝛺 + ∫𝛿𝑇
𝛺

𝜌𝑓𝑐𝑓𝒘𝑓 . 𝜵𝑇 ⅆ𝛺 − ∫𝛿𝜵𝑇
𝛺

. 𝜅(−𝜵𝑇)ⅆ𝛺

− ∫ 𝛿𝑇
𝑠𝑇

𝑞𝑇ⅆ𝑆 = 0 
(4-34) −∫𝜵(𝛿𝑐)

𝛺

(𝜅𝑐𝑃
𝜵𝑃 − (1 − 𝜆)𝐷𝑐𝜵𝑐)ⅆ𝛺 − ∫ 𝛿𝑐

𝑠𝑐

𝑞𝑐ⅆ𝑆 + ∫𝛿𝑐
𝛺

𝑛𝑐 ̇ ⅆ𝛺

+ ∫𝛿𝑐
𝛺

𝒘𝑓 . 𝜵𝑐 ⅆ𝛺 = 0 

.𝛔  به ترتیب برابر 𝑞𝑐  و  𝑞𝑇  و 𝑞̅𝑝  و 𝐭مقادیر  که  𝐧𝜞𝒕
𝐰𝑓− و   . 𝐧𝜞𝐩

.𝐉𝑻−  و    𝐧𝜞𝑻
.𝐉𝒄−    و   𝐧𝜞𝒄

گر د که بیانهستن 

 هستند. RVEمرز  بردار نیرو، نرخ جریان هیدرولیکی، نرخ جریان گرمایی و نرخ جریان شیمیایی در 

 

 مندل تعمیم یافته   -اصل هیل   5-4

که به طوری   شودتلقی می   دو مقیاس، یک قانون بنیادی  بینها  سازگاری انرژی ها  در برقراری ارتباط بین مقایس 

در مقیاس    RVEبا این  د با انرژی در نقطه متناظر  یمجازی در مقیاس میکرو با  ناشی از کارانرژی    حجمی  میانگین

 توان این گونه بیان کرد: این اصل را می THMCبرای معادلات ماکرو برابر باشد. 

 

 

 

 

(4-35) 

 ⟨𝛿𝑊𝜇
𝒖⟩ = 𝛿𝑊̅𝑀

𝒖 

 

⟨𝛿𝑊𝜇
𝑝⟩ = 𝛿𝑊̅𝑀

𝑝
 

 

⟨𝛿𝑊𝜇
𝑇⟩ = 𝛿𝑊̅𝑀

𝑇 

 

⟨𝛿𝑊𝜇
𝑐⟩ = 𝛿𝑊̅𝑀

𝑐  
   

 ، انرژی در یک نقطه ماکرو را میتوان به صورت زیر تعریف کرد:(22-4)تا   ( 19-4) با توجه به معادلات 

 

(4-36) 𝛿𝑊̅𝑀
𝒖 = 𝛿(𝜵̅𝒖̅): 𝝈̅ − 𝛿𝒖̅. 𝒇̅𝐼

𝒖 

(4-37) 𝛿𝑊̅𝑀
𝑝 = −𝛿(𝜵𝑝).𝒘𝑓 + 𝛿𝑝𝑓̅

𝐼
𝒑 

(4-38) 𝛿𝑊̅𝑀
𝑇 = −𝛿(𝜵𝑇). 𝑱̅𝑇 + 𝛿𝑇𝑓𝐼̅

𝑻 
(4-39) 𝛿𝑊̅𝑀

𝑐 = −𝛿(𝜵𝑐). 𝑱̅𝑐 + 𝛿𝑐𝑓𝐼̅
𝒄 
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 داریم:  ( 34-4)تا  ( 31-4)، با توجه به معادلات RVEهمچنین برای محاسبه میانگین حجمی انرژی در 

 

(4-40) 
⟨𝛿𝑊𝜇

𝒖⟩ =
1

|𝛺𝜇|
(∫(𝜵𝛿𝒖): 𝝈 ⅆ𝛺

𝛺

+ ∫𝛿𝒖
𝛺

. 𝜌𝒖̈ ⅆ𝛺 − ∫𝛿𝒖. 𝜌𝒃
𝛺

ⅆ𝛺)

=
1

|𝛺𝜇|
∫ (𝛿𝒖
𝑠𝑢

. 𝒕)ⅆ𝑠 
 

(4-41) 
⟨𝛿𝑊𝜇

𝒑
⟩ =

1

|𝛺𝜇|
(∫𝛿𝑝

𝛺

𝛼𝑐
′𝜵 ⋅ 𝒖̇ ⅆ𝛺 − ∫(𝜵𝛿𝑝)

𝛺

. 𝒘𝑓 ⅆ𝛺 + ∫𝛿𝑝
𝑃̇

𝑄
𝛺

ⅆ𝛺

− ∫𝛿𝑝𝛽𝑇𝑇̇ ⅆ𝛺
𝛺

− ∫𝛿𝑝𝛽𝜀𝑐̇ ⅆ𝛺) =
1

|𝛺𝜇|
∫ 𝛿𝑝𝑞
𝑠𝑝

ⅆ𝑠  

𝛺

 

 

(4-42) 
⟨𝛿𝑊𝜇

𝑻⟩ =
1

|𝛺𝜇|
(∫𝛿𝑇

𝛺

(ρc)aνe𝑇̇ ⅆ𝛺 + ∫𝛿𝑇
𝛺

𝜌𝑓𝑐𝑓𝐰𝑓. 𝛁𝑇 ⅆ𝛺 − ∫𝛁(𝛿𝑇). 𝐉𝑻
𝛺

ⅆ𝛺)

=
1

|𝛺𝜇|
∫ 𝛿𝑇
𝑠𝑇

𝑔ⅆ𝑠 

 
 

(4-43) ⟨𝛿𝑊𝜇
𝒄⟩ = −

1

|𝛺𝜇|
(∫ 𝜵(𝛿𝑐)

𝛺
. (𝜅𝑐𝑃

𝜵𝑃 − (1 − 𝜆)𝐷𝑐𝜵𝑐)ⅆ𝛺) +
1

|𝛺𝜇|
∫ 𝛿𝑐
𝛺

𝑛𝑐 ̇ ⅆ𝛺 +

1

|𝛺𝜇|
∫ 𝛿𝑐
𝛺

𝒘𝒇. 𝜵𝑐 ⅆ𝛺) =
1

|𝛺𝜇|
∫ 𝛿𝑐
𝑠𝑐

𝑦ⅆ𝑐  

 

 (4-4)تا    ( 1-4) معادلات  در رابطه همگن سازی مرتبه اول    ( 43-4)تا    ( 40-4) طرف راست معادلات  با جایگزینی  

 داریم: ( 35-4)انرژی ماکرو و میکرو طبق معادله و همچنین برابر قرار دادن 

 

(4-44) 𝛿(𝜵̅𝒖̅): 𝝈̅ − 𝛿𝒖̅. 𝒇̅𝐼
𝒖 =

1

|𝛺𝜇|
∫ (𝛿𝒖̅)
𝑠𝑢

. 𝒕ⅆ𝑠 +
1

|𝛺𝜇|
∫ (𝛿(𝑯𝑇𝜵̅𝒖̅)
𝑠𝑢

. 𝒕ⅆ𝑠 

+
1

|𝛺𝜇|
∫ (𝛿𝒖̃)
𝑠𝑢

. 𝒕ⅆ𝑠 
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(4-45) −𝛿(𝜵𝑝).𝒘𝑓 + 𝛿𝑝𝑓̅
𝐼
𝒑

=
1

|𝛺𝜇|
∫ (𝛿𝑝̅)𝑞
𝑠𝑝

ⅆ𝑠 +
1

|𝛺𝜇|
∫ 𝛿(𝒙𝑇𝜵̅𝑝̅)𝑞
𝑠𝑝

ⅆ𝑠 

+
1

|𝛺𝜇|
∫ 𝛿(𝑝̃)𝑞
𝑠𝑝

ⅆ𝑠 

 

(4-46) −𝛿𝜵(𝑇). 𝑱̅𝑇 + 𝛿𝑇𝑓𝐼̅
𝑻 =

1

|𝛺𝜇|
∫ (𝛿𝑇̅)
𝑠𝑇

𝑔ⅆ𝑆 +
1

|𝛺𝜇|
∫ 𝛿(𝒙𝑇𝜵̅𝑇̅)
𝑠𝑇

𝑔ⅆ𝑆 

+
1

|𝛺𝜇|
∫ 𝛿(𝑇̃)
𝑠𝑇

𝑔ⅆ𝑆 

 

(4-47) −𝛿𝜵(𝑐). 𝑱̅𝑐 + 𝛿𝑐𝑓𝐼̅
𝒄 =

1

|𝛺𝜇|
∫ 𝛿(𝑐̅)
𝑠𝑐

𝑦ⅆ𝑆 +
1

|𝛺𝜇|
∫ 𝛿(𝒙𝑇𝜵̅𝑐̅)
𝑠𝑐

𝑦ⅆ𝑆 

+
1

|𝛺𝜇|
∫ 𝛿(𝑐̃)
𝑠𝑐

𝑦ⅆ𝑆 

 
 آید: نتایج زیر بدست می ( 47-4)تا  ( 44-4)دو طرف معادلات  های حاضر در با مساوی قرار دادن ترم 

 

(4-48) 𝝈̅ =
1

|𝛺𝜇|
∫ 𝑯
𝑠𝑢

. 𝒕ⅆ𝑠 

(4-49) 𝒇̅𝐼
𝒖 = − 

1

|𝛺𝜇|
∫ 𝒕
𝑠𝑢

ⅆ𝑠 

(4-50) 𝒘𝑓 = −
1

|𝛺𝜇|
∫ 𝒙𝑞̅𝒑
𝑠𝑝

ⅆ𝑠 
(4-51) 𝑓̅

𝐼
𝒑

=
1

|𝛺𝜇|
∫ 𝑞̅𝑝
𝑠𝑝

ⅆ𝑠 
(4-52) 𝑱̅𝑇 = −

1

|𝛺𝜇|
∫ 𝒙
𝑠𝑇

𝑞𝑻ⅆ𝑠 
(4-53) 𝑓𝐼̅

𝑻 =
1

|𝛺𝜇|
∫ 𝑞𝑇
𝑠𝑇

ⅆ𝑆 
(4-54) 𝑱̅𝒄 = −

1

|𝛺𝜇|
∫ 𝒙
𝑠𝑐

𝑞𝑐ⅆ𝑆 
(4-55) 𝑓𝐼̅

𝒄 =
1

|𝛺𝜇|
∫ 𝑞𝒄
𝑠𝑐

ⅆ𝑆 
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توان نتیجه گرفت که ترم آخر سمت راست معادلات بدست آمد می  (55-4)تا    ( 48-4) بنابر آنچه از معادلات  

 د، به عبارتی:ن بایست برابر صفر باشمی ( 47-4)تا  ( 4-44)

 

(4-56) ∫ (𝛿𝒖̃)
𝑠𝑢

𝒕ⅆ𝑠 = 0 

(4-57) ∫ 𝛿(𝑝)𝑞̅𝑝
𝑠𝑝

ⅆ𝑠 = 0 

(4-58) ∫ 𝛿(𝑇̃)
𝑠𝑇

𝑞𝑇ⅆ𝑆 = 0 

(4-59) ∫ 𝛿(𝑐̃)
𝑠𝑐

𝑞𝑐ⅆ𝑆 = 0 

 

  (14-4)تا    ( 11-4)  )معادلات  ،شرط مرزی اول به عنوان شرط مرزی دوم در کنار    (59-4)تا    ( 56-4)معادلات  

 مقدار مرزی در مقیاس میکرو، ارضا گردند. بایست در حل مسئله می  ( که قبلا بدست آمد

 

 روش اجزا محدود، برای حل مسئله ماکرو:   فرمول بندی   6-4

با استفاده   (22-4)تا    ( 19-4) مقیاس ماکرو مطابق معادلات  در این بخش، فرم ضعیف معادلات ارائه شده برای  

 از روش اجزا محدود حل خواهند شد. بنابر آنچه گفته شد داریم: 

 

 

(4-60) 
𝜳̅𝑢 = ∫ (𝜵𝛿𝒖)𝝈̅ ⅆ𝛺

𝛺
− ∫ 𝛿𝒖̅

𝛺
𝒇̅𝐼

𝒖 ⅆ𝛺 − ∫ 𝛿𝒖̅
𝑠𝑢

. 𝒕̅ ⅆ𝑠 = 0     

𝒇̅𝐼
𝑢 = ∫𝛿𝐮𝜌𝐛

𝛺

ⅆ𝛺 − ∫𝛿𝐮
𝛺

𝜌𝐮̈ ⅆ𝛺 

 

 

(4-61) 
𝚿̅𝑝 = ∫−𝛿(𝛁𝑝)𝐰̅𝑓 ⅆ𝛺

𝛺

+ ∫𝛿𝑝𝑓𝐼̅
𝑝 ⅆ𝛺

𝛺

− ∫ 𝛿𝑝𝑞̅𝑝
𝑠𝑝

ⅆ𝑠 

𝑓𝐼̅
𝑝 = ∫𝛿𝑝

𝛺

𝛼𝑐
′𝛁 ⋅ 𝐮̇ ⅆ𝛺 + ∫𝛿𝑝

𝑃̇

𝑄
𝛺

ⅆ𝛺 − ∫𝛿𝑝𝛽𝑇𝑇̇ ⅆ𝛺
𝛺

−  ∫𝛿𝑝𝛽𝜀𝑐̇ ⅆ𝛺
𝛺

 

 

 

(4-62) 
𝜳̅𝑇 = −∫𝛿𝜵(𝑇)𝑱̅𝑇

𝛺

ⅆ𝛺 + ∫𝛿𝑇𝑓𝐼̅
𝑇

𝛺

ⅆ𝛺 − ∫ 𝛿𝑇
𝑠𝑇

𝑞𝑇ⅆ𝑆 = 0  

𝑓𝐼̅
𝑇 = ∫𝛿𝑇

Ω

(𝜌𝑐)𝑎𝜈𝑒𝑇̇ ⅆΩ + ∫𝛿𝑇
𝛺

𝜌𝑓𝑐𝑓𝐰𝑓. 𝛁𝑇 ⅆ𝛺 
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(4-63) 𝜳̅𝑐 = −∫𝛿𝜵(𝑐)𝑱̅𝐶
𝛺

ⅆ𝛺 + ∫𝛿𝑐𝑓𝐼̅
𝒄

𝛺

ⅆ𝛺 − ∫ 𝛿𝑐
𝑠𝑐

𝑞𝒄ⅆ𝑆 = 0 

𝑓𝐼̅
𝑐 = ∫𝛿𝑐

𝛺

𝑛𝑐 ̇ ⅆ𝛺 + ∫𝛿𝑐
𝛺

𝐰𝒇. 𝛁c ⅆ𝛺 

 

نیاز است که  ( 63-4)تا    (60-4)  برای حل معادلات  مجهولات اصلی مسئله در دامنه    به روش اجزا محدود، 

مجهول مورد نظر را در کل دامنه  توان  دست آمدن مقادیر گرهی مجهولات، می سپس با به  گسسته سازی شوند

 برای این منظور داریم:  یابی کرد.درون

 

 

 

 

 

 

 

(4-64) 

𝐮̅(𝒙, 𝑡) ≈ 𝐮̅h(𝐱, 𝑡) = ∑𝑁̅𝑖
𝑢𝑢̅𝑖(𝑡) 

 

𝛁𝐮̅(𝒙, 𝑡) ≈ (𝐋̅𝑢𝐍̅𝑢)𝐔̅ = ∑𝐵̅𝑖
𝑢𝑢̅𝑖(𝑡) 

 

𝑝̅(𝒙, 𝑡) ≈ 𝑝̅h(𝐱, 𝑡) = ∑𝑁̅𝑖
𝑝𝑝̅𝑖(𝑡) 

 

𝛁𝑝̅(𝐱, 𝑡) ≈ (𝐋̅𝑝𝐍̅𝑃)𝑃̅ = ∑𝐵̅𝑖
𝑝𝑝̅𝑖(𝑡) 

 

𝑇̅(𝐱, 𝑡) ≈ 𝑇̅𝒏
h
(𝐱, 𝑡) = ∑ 𝑁̅𝑖

𝑇𝑇̅𝒏𝑖
(𝑡) 

 

𝛁𝑇̅(𝐱, 𝑡) ≈ (𝐋̅𝑇𝐍̅𝑇)𝑇̅𝒏 = ∑𝐵̅𝑖
𝑇𝑇̅𝒏𝑖

(𝑡) 

 

𝑐̅(𝐱, 𝑡) ≈ 𝑐̅h(𝒙, 𝑡) = ∑𝑁̅𝑖
𝑐𝑐𝑖̅(𝑡) 

 

𝛁𝑐̅(𝒙, 𝑡) ≈ (𝑳̅𝑐𝑵̅𝑐)𝑐̅ = ∑𝐵̅𝑖
𝑐𝑐𝑖̅(𝑡) 

 

    

توابع شکل   𝐍̅𝑐و    𝐍̅𝑇و    𝐍̅𝑃و    𝐍̅𝑢  مقادیر گرهی تغییرمکان، فشار، دما و غلظت،  𝑐̅و    𝑇̅𝑛و    𝑝̅و    𝐮̅در آن  که  

عملگر گرادیان ماکرو برای تغییرمکان، فشار،    𝐋̅𝑐و    𝐋̅𝑇و    𝐋̅𝑝و    𝐋̅𝑢  چنینهستند. هم  لاگرانژی برای المان ماکرو

 دما و غلظت هستند و از رابطه زیر محاسبه میشوند: 
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(4-65) 𝐋̅𝑢 =

[
 
 
 
 
 
 
𝜕

𝜕𝑥̅
0

0
𝜕

𝜕𝑦̅
𝜕

𝜕𝑦̅

𝜕

𝜕𝑥̅]
 
 
 
 
 
 

                               𝐋̅𝑝 = 𝐋̅𝑇 = 𝐋̅𝑐 =

[
 
 
 
𝜕

𝜕𝑥̅
𝜕

𝜕𝑦̅]
 
 
 

 

 

های حل معادلات غیرخطی برای  بایست از یکی از روشمی   بسته هستندوکاملا هم  ( 63-4)تا    ( 60-4)معادلات  

از روش    چنین حل معادلات مقیاس میکرو،پژوهش برای حل این معادلات هم   این  ها استفاده کرد. درحل آن

هر چهار پارامتر  ، بنابراین نیاز است که مشتق هر کدام از معادلات را نسبت به  شوداستفاده می رافسون  -نیوتون

 . روز رسانی نماییماین مقادیر را به  گام زمانیمجهول محاسبه کنیم و سپس در هر 

 

 

 

 (4-۶۶ ) 
[
 
 
 
 
𝜳̅𝑼𝒏+𝟏

𝒊+𝟏

𝜳̅𝑷𝒏+𝟏

𝒊+𝟏

𝜳̅𝑻𝒏+𝟏

𝒊+𝟏

𝜳̅𝒄𝒏+𝟏
𝒊+𝟏

]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
𝜳̅𝑼𝒏+𝟏

𝒊

𝜳̅𝑷𝒏+𝟏

𝒊

𝜳̅𝑻𝒏+𝟏

𝒊

𝜳̅𝒄𝒏+𝟏
𝒊

]
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝜳̅𝑼

𝜕𝑼̅

𝜕𝜳̅𝑼

𝜕𝑷̅

𝜕𝜳̅𝑼

𝜕𝑻̅
 

𝜕𝜳̅𝑼

𝜕𝑪̅
 

𝜕𝜳̅𝑷

𝜕𝑼̅

𝜕𝜳̅𝑷

𝜕𝑷̅

𝜕𝜳̅𝑷

𝜕𝑻̅

𝜕𝜳̅𝑷

𝜕𝑪̅
𝜕𝜳̅𝑻

𝜕𝑼̅

𝜕𝜳̅𝑻

𝜕𝑷̅

𝜕𝜳̅𝑻

𝜕𝑻̅

𝜕𝜳̅𝑻

𝜕𝑪̅
𝜕𝜳̅𝒄

𝜕𝑼̅

𝜕𝜳̅𝒄

𝜕𝑷̅

𝜕𝜳̅𝒄

𝜕𝑻̅

𝜕𝜳̅𝒄

𝜕𝑪̅ ]
 
 
 
 
 
 
 
 
𝒊

[
 
 
 
 
ⅆ𝑼̅𝒏

𝒊

ⅆ𝑷̅𝒏
𝒊

ⅆ𝑻̅𝒏
𝒊

ⅆ𝑪̅𝒏
𝒊 ]
 
 
 
 

= 𝟎 

 

اینجا است   در   از درایه   لازم  ماتریس  هر کدام  این   .شوندبه طور جداگانه محاسبه    ( 66-4)های  از  در برخی 

های مخرج، مرتبط نیستند، بنابراین لازم است با استفاده از  ه طور مستقیم به پارامتر های صورت بپارامتر  ها،دراریه 

  . در این بخش منظور از دن ها انجام شو، این مشتق گیری ند که در فرم قوی معادلات ارائه شد پارامترهای واسطه  

𝐮̅ و 𝑝̅ و  𝑇̅  و𝑐̅ هستند.  مسئله مقادیر تغییرمکان، فشار، دما و غلظت در میدان 

 م: یای داربر اساس قاعده مشتق زنجیره 

 

(4-67) 𝛔̅ = 𝛔̅ (𝛆̅(𝐮̅(𝐔̅)))          
𝜕𝛔̅

𝜕𝐔̅
=

𝜕𝛔̅

𝜕𝐮̅

𝜕𝐮̅

𝜕𝐔̅
+

𝜕𝛔̅

𝜕𝛆̅

𝜕𝛆̅

𝜕𝐔̅
     

𝜕𝛔̅

𝜕𝐮̅
= 0      

𝜕𝛔̅

𝜕𝐔̅
=

𝜕𝛔̅

𝜕𝛆̅

𝜕𝛆̅

𝜕𝐔̅
  

 𝐟𝐼̅
𝒖 = 𝐟𝐼̅

𝒖(𝐔̅) 
 

(4-68) 𝛔̅ = 𝛔̅(𝑝̅(𝑃̅))                  
𝜕𝛔̅

𝜕𝑃̅
=

𝜕𝛔̅

𝜕𝑝̅

𝜕𝑝̅

𝜕𝑃̅
                                           𝐟𝐼̅

𝒖 ≠ 𝐟𝐼̅
𝒖(𝑃̅) 
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(4-69) 
𝛔̅ = 𝛔̅(𝑇̅(𝑇̅𝒏))         

𝜕𝛔̅

𝜕𝑇̅𝒏

=
𝜕𝛔̅

𝜕𝑇̅

𝜕𝑇̅

𝜕𝑇̅𝑛

                        𝐟𝐼̅
𝒖 ≠ 𝐟𝐼̅

𝒖(𝑇̅) 

             
    

(4-70) 𝛔̅ = 𝛔̅(𝑐̅(𝐶̅))                   
𝜕𝝈̅

𝜕𝐶̅
=

𝜕𝛔̅

𝜕𝑐̅

𝜕𝑐̅

𝜕𝐶̅
                                          𝐟𝐼̅

𝒖 ≠ 𝐟𝐼̅
𝒖(𝑐̅) 

                        

(4-71) 
𝐰̅𝑓 = 𝐰̅𝑓(𝐮̅(𝐔̅))            

𝜕𝐰̅𝑓

𝜕𝐔̅
=

𝜕𝐰̅𝑓

𝜕𝐮̅

𝜕𝐮̅

𝜕𝐔̅
                                 

𝜕𝑓̅
𝐼
𝒑

𝜕𝐔̅
=

𝜕𝑓̅
𝐼
𝒑

𝜕𝛆̅

𝜕𝛆̅

𝜕𝐔̅
    

(4-72) 𝐰̅𝑓 = 𝐰̅𝑓(𝛁𝑝̅(𝑃̅))         
𝜕𝐰̅𝑓

𝜕𝑃̅
=

𝜕𝒘̅𝑓

𝜕𝛁𝑝̅

𝜕𝛁𝑝̅

𝜕𝑃
                                𝑓𝐼̅

𝑝 = 𝑓𝐼̅
𝑝(𝑝̅) 

             

(4-73) 𝐰̅𝑓 ≠ 𝐰̅𝑓(𝑇̅)                   
𝜕𝐰̅𝑓

𝜕𝑇̅𝒏

= 0                                                  𝑓𝐼̅
𝑝 = 𝑓𝐼̅

𝑝(𝑇̅) 

                           
  

(4-74) 𝐰̅𝑓 = 𝐰̅𝑓(𝛁𝑐̅(𝐶̅))         
𝜕𝐰̅𝑓

𝜕𝐶̅
=

𝜕𝐰̅𝑓

𝜕𝛁𝑐̅

𝜕𝛁𝑐̅

𝜕𝐶̅
                                   𝑓𝐼̅

𝑝 = 𝑓𝐼̅
𝑝(𝐶̅) 

                 
    

(4-75) 
𝐉̅𝑇 ≠ 𝐉̅𝑇(𝐮̅)                     

𝜕𝐉̅𝑇

𝜕𝐔̅
= 0                                                    𝑓𝐼̅

𝑇 = 𝑓𝐼̅
𝑇(𝐔̅)   

   

(4-76) 
𝐉̅𝑇 ≠ 𝐉̅𝑇(𝑝̅)                   

𝜕𝐉̅𝑇

𝜕𝑃̅
= 0                                                    𝑓𝐼̅

𝑻 = 𝑓𝐼̅
𝑇(𝛁𝑃̅)   

   

(4-77) 
𝐉̅𝑇 = 𝐉̅𝑇(𝛁𝑇̅(𝑇̅𝒏𝒐𝒅𝒂𝒍) )   

𝜕𝐉̅𝑇

𝜕𝐓̅𝒏

=
𝜕𝐉̅𝑇

𝜕𝛁𝑻̅

𝜕𝛁𝑇̅

𝜕𝑇̅𝒏

                  𝑓𝐼̅
𝑻 = 𝑓𝐼̅

𝑇(𝛁𝑇̅(𝑇̅𝒏)) 

                
    

(4-78) 
𝐉̅𝑇 ≠ 𝐉̅𝑇(𝑐̅)                  

𝜕𝐉̅𝑇

𝜕𝐶̅
= 0                                                     𝑓𝐼̅

𝑇 = 𝑓𝐼̅
𝑇(𝛁𝐶̅) 

               
   

(4-79) 
𝐉̅𝑐 ≠ 𝐉̅𝑐(𝒖̅)                   

𝜕𝐉̅𝑐

𝜕𝐔̅
= 0                                                    𝑓𝐼̅

𝑐 = 𝑓𝐼̅
𝑐(𝐔̅) 
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(4-80) 
𝐉̅𝑐 = 𝐉̅𝑐(𝛁𝑝̅(𝑃̅))         

𝜕𝐉̅𝑐

𝜕𝑃̅
=

𝜕𝐉̅𝑐
𝜕𝛁𝑝̅

𝜕𝛁𝑝̅

𝜕𝑃̅
                                    𝑓𝐼̅

𝑐 = 𝑓𝐼̅
𝑐(𝛁𝑃̅) 

   

(4-81) 
𝐉̅𝑐 ≠ 𝐉̅𝑐(𝑇̅𝒏)                 

𝜕𝐉̅𝑐

𝜕𝑇̅𝒏

= 0                                                    𝑓𝐼̅
𝑐 ≠ 𝑓𝐼̅

𝑐(𝑇̅𝒏)   

(4-82) 
𝐉̅𝑐 = 𝐉̅𝑐(𝛁𝑐̅(𝐶̅))       

𝜕𝐉̅𝑐

𝜕𝐶̅
=

𝜕𝐉̅𝑐
𝜕𝛁𝑐̅

𝜕𝛁𝑐̅

𝜕𝐶̅
                                      𝑓𝐼̅

𝑐 = 𝑓𝐼̅
𝑐(𝛁𝐶̅)    

𝚿̅U∂  برای محاسبه

∂𝐔̅
 داریم: ( 60-4)در معادله  ( 67-4) با جایگذاری رابطه  

 

 

 

(4-83) 

∂𝚿̅𝐔

∂𝐔̅
= ∫(𝛁𝛿𝐮):

∂𝛔̅

∂𝐔̅
ⅆ𝛺

𝛺

− ∫𝛿𝐮̅
𝛺

∂𝐟𝐼̅
𝐮

∂𝐔̅
ⅆ𝛺 − ∫ 𝛿𝐮 ̅ 

∂𝐭̅

∂𝐔̅
𝑠𝑢

 ⅆ𝑠 

= ∫(𝛁𝛿𝐮):
∂𝛔̅

∂𝛆̅

∂𝛆̅

∂𝐔̅
ⅆ𝛺

Ω

− ∫𝛿𝐮̅
Ω

∂𝐟I̅
𝐮

∂𝐮̅

∂𝐮̅

∂𝐔̅
ⅆ𝛺 − ∫ 𝛿𝐮 ̅ 

∂𝐭̅

∂𝛆̅
su

∂𝛆̅

∂𝐔̅
 ⅆ𝑠 

= ∫(𝛿𝐮)𝐁̅u
𝑇
∂𝛔̅

∂𝛆̅
𝐁̅u ⅆ𝛺

Ω

− ∫(𝛿𝐮)𝐍̅u
𝑇

Ω

∂𝐟𝐼̅
𝐮

∂𝐮̅
𝐍̅u ⅆ𝛺 − 0 = 𝐊̅ − 𝐌̅  

 

 خواهیم داشت:  ( 66-4)های ماتریس به همین ترتیب برای محاسبه دیگر درایه 

 

 

 

(4-84) 

𝝏𝚿̅𝐔

𝝏𝑃̅
= ∫(𝛁𝛿𝐮):

𝜕𝛔̅

𝜕𝑃̅
ⅆ𝛺

𝜴

− ∫𝛿𝐮̅
𝜴

𝜕𝐟𝑰̅
𝒖

𝜕𝑃̅
ⅆ𝛺 − ∫ 𝛿𝐮 ̅ 

𝜕𝐭̅

𝜕𝑃̅
𝒔𝒖

 ⅆ𝑠 

= ∫(𝛁𝛿𝐮):
𝜕𝛔̅

𝜕𝑝̅

𝜕𝑝̅

𝜕𝑃̅
ⅆ𝛺

𝜴

− ∫𝛿𝐮̅
𝜕𝐟𝑰̅

𝒖

𝜕𝑝̅

𝜕𝑝̅

𝜕𝑃̅
𝜴

ⅆ𝛺 − ∫ 𝛿𝐮 ̅
𝜕𝐭̅

𝜕𝑝̅

𝜕𝑝̅

𝜕𝑃̅
 

𝒔𝒖

ⅆ𝑠

= ∫(𝛿𝐮)𝐁̅𝐮
𝑻
𝜕𝛔̅

𝜕𝑝̅
𝐍̅𝑃 ⅆ𝛺

𝜴

− 𝟎 − 𝟎 = 𝐐̅𝟏 

 

 

    

 

 

(4-85) 

𝜕𝚿̅𝑼

𝜕𝑇̅𝒏

= ∫(𝛁𝛿𝐮):
𝜕𝛔̅

𝜕𝑇̅𝒏

ⅆ𝛺

𝜴

− ∫𝛿𝐮̅
𝜴

𝜕𝐟𝑰̅
𝐮

𝜕𝑇̅𝒏

ⅆ𝛺 − ∫ 𝛿𝐮 ̅ 
𝜕𝐭̅

𝜕𝑇̅𝒏
𝒔𝒖

 ⅆ𝑠 

= ∫(𝛁𝛿𝐮)
𝜕𝛔̅

𝜕𝑇̅

𝜕𝑇̅

𝜕𝑇̅𝒏

ⅆ𝛺

𝜴

− ∫𝛿𝐮̅
𝜴

𝜕𝐟𝑰̅
𝒖

𝜕𝑇̅

𝜕𝑇̅

𝜕𝑇̅𝒏

ⅆ𝛺 − ∫ 𝛿𝐮 ̅
𝜕𝐭̅

𝜕𝑇̅

𝜕𝑇̅

𝜕𝑇̅𝒏

 

𝒔𝒖

 ⅆ𝑠 = 
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∫(𝛿𝐮)𝐁̅𝑢
𝑻
𝜕𝛔̅

𝜕𝑇̅
𝐍̅𝑻 ⅆ𝛺

𝜴

− 𝟎 − 𝟎 = 𝐖̅ 

 

 

 

(4-86) 

∂𝚿̅𝑼

∂𝐶̅
= ∫(𝛁𝛿𝐮):

∂𝛔̅

∂𝐶̅
ⅆ𝛺

𝛺

− ∫𝛿𝐮̅
𝛺

∂𝐟𝐼̅
𝒖

∂𝐶̅
ⅆ𝛺 − ∫ 𝛿𝐮 ̅ 

∂𝐭̅

∂𝐶̅
𝑠𝑢

 ⅆ𝑠 = 

∫(𝛁𝛿𝐮)
𝜕𝛔̅

𝜕𝑐̅

𝜕𝑐̅

𝜕𝐶̅
ⅆ𝛺

𝛺

− ∫𝛿𝐮̅
𝛺

𝜕𝐟𝐼̅
𝒖

𝜕𝑐̅

𝜕𝑐̅

𝜕𝐶̅
ⅆ𝛺 − ∫ 𝛿𝐮 ̅

𝜕𝐭̅

𝜕𝑐̅

𝜕𝑐̅

𝜕𝐶̅
 

𝑠𝑢

 ⅆ𝑠

= ∫(𝛿𝐮)𝐁̅𝑢
𝑇
𝜕𝛔̅

𝜕𝑐̅
𝐍̅𝑐 ⅆ𝛺

𝛺

− 0 − 0 = 𝐀̅1 

 

    

 

 

(4-87) 
 

 

∂𝚿̅𝑃

∂𝐔̅
= ∫−𝛿(𝛁𝑝) 

∂𝐰̅𝑓

∂𝐔̅
ⅆ𝛺

𝛺

+ ∫𝛿𝑝 
∂𝐟̅𝐼

𝒑

∂𝐔̅
 ⅆ𝛺

𝛺

+ ∫ 𝛿𝑝 
∂ 𝑞̅𝑝

∂𝐔̅
𝑠𝑝

ⅆ𝑠 = 

∫−𝛿(𝛁𝑝) 
𝜕𝐰̅𝑓

𝜕𝐮̅

𝜕𝐮̅

𝜕𝐔̅
ⅆ𝛺

𝛺

+ ∫𝛿𝑝 
𝜕𝐟̅𝐼

𝒑

𝜕𝛆̅

𝜕𝛆̅

𝜕𝐔̅
 ⅆ𝛺

𝛺

+ ∫ 𝛿𝑝 
𝜕 𝑞̅𝑝

𝜕𝐮̅

𝜕𝐮̅

𝜕𝐔̅
𝑠𝑝

ⅆ𝑠 = 

∫−(𝛿𝑝)𝐁̅𝑝
𝑇 

𝜕𝐰̅𝑓

𝜕𝐮̅
𝐍̅𝑢 ⅆ𝛺

𝛺

+ ∫(𝛿𝑝)𝐍̅𝑝
𝑇 

𝜕𝑓̅
𝐼
𝒑

𝜕𝛆̅
𝐁̅𝑢 ⅆ𝛺

𝛺

+ 0 = −𝐐̅𝟐 + 𝐇̅    

 

 

 

 

(4-88) 

∂𝚿̅𝑃

∂𝑃̅
= ∫−𝛿(𝛁𝑝) 

∂𝐰̅𝑓

∂𝑃̅
ⅆ𝛺

𝛺

+ ∫𝛿𝑝 
∂𝑓𝐼̅

𝑝

∂𝑃̅
 ⅆ𝛺

𝛺

+ ∫ 𝛿𝑝 
∂ 𝑞̅𝒑

∂𝑃̅
𝑠𝑝

ⅆ𝑠 = 

∫−𝛿(𝛁𝑝) 
𝜕𝐰̅𝑓

𝜕𝛁𝑃̅

𝜕𝛁𝑃̅

𝜕𝑃̅
ⅆ𝛺

𝛺

+ ∫𝛿𝑝 
𝜕𝑓𝐼̅

𝑝

𝜕𝑝̅

𝜕𝑝̅

𝜕𝑃̅
 ⅆ𝛺

𝛺

+ ∫ 𝛿𝑝
𝜕 𝑞̅𝑝

𝜕𝑝̅

𝜕𝑝̅

𝜕𝑃̅
 

𝑠𝑝

ⅆ𝑠 = 

∫−(𝛿𝑝)𝐁̅𝑝
𝑇
𝜕𝐰̅𝑓

𝜕𝛁𝑃̅
𝐁̅𝑝 ⅆ𝛺

𝛺

+ ∫(𝛿𝑝)𝐍̅𝑝
𝑇
𝜕𝑓̅

𝐼
𝒑

𝜕𝑝̅
𝐍̅𝑝 ⅆ𝛺

𝛺

+ 0 = −𝐄̅ + 𝐅̅   

 

 

 

 

 

(4-89) 

∂𝚿̅𝑃

∂𝑇̅𝒏

= ∫−𝛿(𝛁𝑝) 
∂𝐰̅𝑓

∂𝑇̅𝒏

ⅆ𝛺

𝛺

+ ∫𝛿𝑝 
∂𝑓̅

𝐼
𝒑

∂𝑇̅𝑛

 ⅆ𝛺

𝛺

+ ∫ 𝛿𝑝 
∂ 𝑞̅𝑝

∂𝑇̅𝑛
𝑠𝑝

ⅆ𝑠 = 

0 + ∫𝛿𝑝 
𝜕𝑓𝐼̅

𝑝

𝜕𝑇̅

𝜕𝑇̅

𝜕𝑇̅𝑛

 ⅆ𝛺

𝛺

+ ∫ 𝛿𝑝 
𝜕𝑞̅𝑝

𝜕𝑇̅

𝜕𝑇̅

𝜕𝑇̅𝑛

 

𝑠𝑝

ⅆ𝑠 = 
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∫(𝛿𝑝)𝐍̅𝑝
𝑇 

𝜕𝑓̅
𝐼
𝒑

𝜕𝑇̅
𝐍̅𝑇 ⅆ𝛺

𝛺

+ 0 = 𝐑̅    

 

 

 

(4-90) 

∂𝚿̅P

∂𝐶̅
= ∫−𝛿(𝛁𝑝) 

∂𝐰̅𝑓

∂𝐶̅
ⅆ𝛺

𝛺

+ ∫𝛿𝑝 
∂𝑓𝐼̅

𝑝

∂𝐶̅
 ⅆ𝛺

𝛺

+ ∫ 𝛿𝑝 
𝜕 𝑞̅𝑝

𝜕𝐶̅
𝑠𝑝

ⅆ𝑠 = 

∫−𝛿(𝛁𝑝) 
𝜕𝐰̅𝑓

𝜕𝛁𝑐̅

𝜕𝛁𝑐̅

𝜕𝐶̅
ⅆ𝛺

𝛺

+ ∫𝛿𝑝 
𝜕𝑓𝐼̅

𝑝

𝜕𝑐̅

𝜕𝑐̅

𝜕𝐶̅
ⅆ𝛺

𝛺

+ ∫ 𝛿𝑝 
𝜕𝑞̅𝑝

𝜕𝛁𝑐̅̅̅̅

𝜕𝛁𝑐̅

𝜕𝐶̅
𝑠𝑝

ⅆ𝑠 = 

∫−(𝛿𝑝)𝐁̅𝑝
𝑇
𝜕𝐰̅𝑓

𝜕𝛁𝑐̅
𝐁̅𝑐 ⅆ𝛺

𝛺

+ ∫(𝛿𝑝)𝐍̅𝑐
𝑇 

𝜕𝑓̅
𝐼
𝑝

𝜕𝑐̅
𝐍̅𝑐 ⅆ𝛺

𝛺

+ 0 = −𝐒̅ + 𝐙̅    

 

 

 

 

(4-91) 

∂𝚿̅𝑇

∂𝐔̅
= −∫𝛿𝛁(𝑇) 

∂𝐉̅𝑇

∂𝐔̅
 

𝛺

ⅆ𝛺 + ∫𝛿𝑇 
∂𝑓𝐼̅

𝑇

∂𝐔̅
 

𝛺

ⅆ𝛺 − ∫ 𝛿𝑇
𝑠𝑇

 
∂𝑞𝑇

∂𝐔̅
 ⅆ𝑆 

= −0 + ∫𝛿(𝑇) 
∂𝑓𝑇̅

∂𝐔̅

𝜕𝐔̅

𝜕𝐮̅
 

𝛺

ⅆ𝛺 + 0 − 0 = 

∫(𝛿𝑇)𝐍̅𝑇
𝑇
∂𝑓𝑇̅

∂𝐔̅
𝐍̅𝑈  

𝛺

ⅆ𝛺 = 𝐋̅    

 

 

 

 

(4-92) 

∂𝚿̅𝑇

∂𝑃̅
= −∫𝛿𝛁(𝑇) 

∂𝐽𝑇̅

∂𝑃̅
 

𝛺

ⅆ𝛺 + ∫𝛿𝑇 
∂𝑓𝐼̅

𝑇

∂𝑃̅
 

𝛺

ⅆ𝛺 − ∫ 𝛿𝑇
𝑠𝑇

 
∂𝑞𝑇

∂𝑃̅
 ⅆ𝑆 

= −0 + ∫𝛿𝑇 
𝜕𝑓𝐼̅

𝑇

𝜕𝛁𝑝̅

𝜕𝛁𝑝̅

𝜕𝑃̅
 

𝛺

ⅆ𝛺 + 0 = 

∫(𝛿𝑇)𝐍̅𝑇
𝑇 

𝜕𝑓𝐼̅
𝑇

𝜕𝛁𝑝̅
𝐁̅𝑝 

𝛺

ⅆ𝛺 − 0 = 𝐂    

 

 

(4-93) ∂𝚿̅T

∂𝑇̅𝒏

= −∫𝛿𝛁(𝑇) 
∂𝐽𝑇̅

∂𝑇̅𝑛

 

𝛺

ⅆ𝛺 + ∫𝛿𝑇 
∂𝑓𝐼̅

𝑇

∂𝑇̅𝑛

 

𝛺

ⅆ𝛺 − ∫ 𝛿𝑇
𝑠𝑇

 
∂𝑞𝑇

∂𝑇̅𝑛

 ⅆ𝑆 = 

−∫𝛿𝛁(𝑇) 
∂𝐽𝑇̅

∂𝛁𝑇̅
𝛺

𝜕𝛁𝑇̅

𝜕𝑇̅𝑛

ⅆ𝛺 + ∫𝛿𝑇 
𝜕𝑓𝐼̅

𝑇

𝜕𝛁𝑇̅

𝜕𝛁𝑇̅

𝜕𝑇̅𝑛

 

𝛺

ⅆ𝛺 + ∫𝛿𝑇 
𝜕𝑓𝐼̅

𝑇

𝜕𝑇̅

𝜕𝑇̅

𝜕𝑇̅𝑛
𝛺

− 0 = 
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−∫(𝛿𝑇)𝐁𝑇
𝑇

∂𝐽𝑇̅

∂𝛁𝑇̅
𝐁𝑇

𝛺

ⅆ𝛺 + ∫(𝛿𝑇)𝐍̅𝑇
𝑇 

𝜕𝑓𝐼̅
𝑻

𝜕𝛁𝑇̅
𝐁̅𝑇 

𝛺

ⅆ𝛺 + ∫(𝛿𝑇)𝐍̅𝑇
𝑇 

𝜕𝑓𝐼̅
𝑇

𝜕𝑇̅
𝐍̅𝑇

𝛺

ⅆ𝛺 − 0 

= −𝑮̅1 + 𝑮̅2 + 𝑮̅3  
 

 

 

(4-94) 
∂𝜳̅𝑇

∂𝐶̅
= −∫𝛿𝛁(𝑇) 

∂𝐽𝑇̅

∂𝐶̅
 

𝛺

ⅆ𝛺 + ∫𝛿𝑇 
∂𝑓𝐼̅

𝑇

∂𝐶̅
 

𝛺

ⅆ𝛺 − ∫ 𝛿𝑇
𝑠𝑇

 
∂𝑞𝑇

∂𝐶̅
 ⅆ𝑆 = 

0 + ∫𝛿𝑇 
𝜕𝑓𝐼̅

𝑇

𝜕𝛁𝑐̅

𝜕𝛁𝑐̅

𝜕𝐶̅
 

𝛺

ⅆ𝛺 + 0 − 0 ⅆ𝑆 = ∫(𝛿𝑇)𝐍̅𝑇
𝑇 

𝜕𝑓𝐼̅
𝑇

𝜕𝛁𝑐̅
𝐁̅𝑐 

𝛺

ⅆ𝛺 − 0 = 𝐎̅    

 

 

(4-95) ∂𝚿̅𝑐

∂𝐔̅
= −∫𝛿𝛁(𝑐) 

𝜕𝐽𝑐̅

𝜕𝐔̅
  

𝛺

ⅆ𝛺 +  ∫𝛿𝑐 
𝜕𝑓𝐼̅

𝑐

𝜕𝐔̅
  

𝛺

ⅆ𝛺 − ∫ 𝛿𝑐  
𝜕𝑞𝑐

𝜕𝐔̅𝑠𝑐

ⅆ𝑆

= 0 + ∫𝛿𝐶 𝐍𝑐
𝑇
𝜕𝑓𝐼̅

𝒄

𝜕𝐮̅
 𝐍̅𝑢 

𝛺

ⅆ𝛺 = 𝐀̅2    

 

 

 

 

(4-96) 

𝜕𝚿̅c

𝜕𝑃̅
= −∫𝛿𝛁(𝑐) 

𝜕𝐽𝑐̅

𝜕𝑃̅
  

𝛺

ⅆ𝛺 +  ∫𝛿𝑐 
𝜕𝑓𝐼̅

𝑐

𝜕𝑃̅
  

𝛺

ⅆ𝛺 − ∫ 𝛿𝑐  
𝜕𝑞𝑐

𝜕𝑃̅𝑠𝑐

ⅆ𝑆 = 

−∫𝛿𝜵(𝑐) 
𝜕𝑱̅𝑐

𝜕𝛁𝑝̅
 
𝜕𝛁𝑝̅

𝜕𝑃̅
 

𝛺

ⅆ𝛺 + ∫𝛿𝑐 
𝜕𝑓𝐼̅

𝑐

𝜕𝛁𝑝̅

𝜕𝛁𝑝̅

𝜕𝑃̅
𝑠𝑐

ⅆ𝑆 − ∫ 𝛿𝑐 
𝜕𝑞𝑐

𝜕𝛁𝑝̅

𝜕𝛁𝑝̅

𝜕𝑃̅𝑠𝑐

ⅆ𝑆 

= −∫(𝛿𝑐)𝐁𝑐
𝑇

𝜕𝐉̅𝑐
𝜕𝛁𝒑̅

𝑩𝑝  

𝛺

ⅆ𝛺 + ∫𝛿𝑐 𝐍𝑐
𝑇

𝜕𝑓𝐼̅
𝒄

𝜕𝛁𝑝̅
𝐁𝑝

𝑠𝑐

ⅆ𝑆 − 0 = −𝐍̅1 + 𝐍̅2 

 

(4-97) 𝜕𝚿̅𝑐

𝜕𝑇̅𝑛

= −∫𝛿𝛁(𝑐) 
𝜕𝐉̅𝑐

𝜕𝑇̅𝑛

  

𝛺

ⅆ𝛺 +  ∫𝛿𝑐 
𝜕𝑓𝐼̅

𝑐

𝜕𝑇̅𝑛

  

𝛺

ⅆ𝛺 − ∫𝛿𝑐  
𝜕𝑞𝑐

𝜕𝑇̅𝑛
𝑠𝑐

ⅆ𝑆 = 0       

 

 

 

 

(4-98) 

∂𝚿̅𝑐

∂𝐶̅
= −∫𝛿𝛁(𝑐) 

∂𝐉̅𝒄

∂𝐶̅
  

𝛺

ⅆ𝛺 +  ∫𝛿𝑐 
∂𝑓𝐼̅

𝑐

∂𝐶̅
  

𝛺

ⅆ𝛺 − ∫ 𝛿𝑐  
∂𝑞𝑐

∂𝐶̅
𝑠𝑐

ⅆ𝑆 = 

−∫𝛿𝛁(𝑐) 
∂𝐉̅c
∂𝛁𝒄̅

  
𝜕𝛁𝑐̅

𝜕𝐶̅
  

𝛺

ⅆ𝛺 +  ∫𝛿𝑐 
𝜕𝑓𝐼̅

𝑐

𝜕𝑐̅

𝜕𝑐̅

𝜕𝐶̅
  

𝛺

ⅆ𝛺 +  ∫𝛿𝑐 
𝜕𝑓𝐼̅

𝑐

𝜕𝛁𝑐̅

𝜕𝛁𝑐̅

𝜕𝐶̅
  

𝛺

ⅆ𝛺

− ∫ 𝛿𝑐  
𝜕𝑞𝑐

𝜕𝛁𝑐̅

𝜕𝛁𝑐̅

𝜕𝐶̅
𝑠𝑐

ⅆ𝑆 = 
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−∫(𝛿𝑐)𝐁𝑐
𝑇

∂𝐉̅𝑐
∂𝛁𝑐̅

𝐁𝑐  

𝛺

ⅆ𝛺 + ∫(𝛿𝑐)𝐍̅𝑐
𝑇 

𝜕𝑓𝐼̅
𝑐

𝜕𝑐̅
𝐍̅𝑐 

𝛺

ⅆ𝛺 + ∫(𝛿𝑐)𝐍̅𝑐
𝑇 

𝜕𝑓𝐼̅
𝑐

𝜕𝛁𝑐̅
𝐁̅𝑐 

𝛺

ⅆ𝛺 − 0

= −𝐗̅ + 𝐈̅1 + 𝐈̅2   

 

 : تشکیل دادرا میتوان به صورت زیر بنابراین ماتریس ژاکوبین ماکرو 

 

 

(4-99) 𝐉̅ =

[
 
 
 
 
𝐊̅ − 𝐌̅ 𝐐̅𝟏 𝐖̅ 𝐀̅1

𝐇̅ − 𝐐̅𝟐 𝐅̅ − 𝐄̅ 𝐑̅ 𝐙̅ − 𝐒̅

𝐋̅ 𝐂 −𝐆𝟏 + 𝐆𝟐 + 𝐆𝟑 𝐎̅

𝐀̅2 −𝐍̅1 + 𝐍̅2 𝟎 −𝐗̅ + 𝐈̅1 + 𝐈̅2 ]
 
 
 
 

  

   

 که در آن: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(4-100) 

 

𝐊̅ = ∫(𝛿𝐮)𝐁̅𝒖
𝑻
∂𝛔̅

∂𝛆̅
𝐁̅𝐮 ⅆ𝛺

𝛀

     𝐌̅ = ∫(𝛿𝐮)𝐍̅𝒖
𝑻

𝛀

∂𝐟𝐈̅
𝐮

∂𝐮̅
𝐍̅𝐮 ⅆ𝛺     𝐐̅𝟏 = ∫(𝛿𝐮)𝐁̅𝒖

𝑻
∂𝛔̅

∂𝑝̅
𝐍̅𝑃 ⅆ𝛺

𝛀

 

 

𝐖̅ = ∫(𝛿𝐮)𝐁̅𝒖
𝑻
∂𝛔̅

∂𝑇̅
𝐍̅𝐓 ⅆ𝛺

𝛀

  𝐀̅1 = ∫(𝛿𝐮)𝐁̅𝒖
𝑻
∂𝛔̅

∂𝑐̅
𝐍̅𝐜 ⅆ𝛺

𝛀

   𝐐̅𝟐 = ∫(𝛿𝑝)𝐁̅𝑝
𝑇 

∂𝐰̅𝐟

∂𝐮̅
𝐍̅𝐮 ⅆ𝛺

𝛀

 

 

𝐇̅ = ∫(𝛿𝑝)𝐍̅𝒑
𝑻 

∂𝑓𝐼̅
𝑝

∂𝛆̅
𝐁̅𝐮 ⅆ𝛺

𝛀

  𝐄̅ = ∫(𝛿𝑝)𝐁̅𝒑
𝑻
∂𝐰̅𝒇

∂𝛁𝑃̅
𝐁̅𝐩 ⅆ𝛺

𝛀

  𝐅̅ = ∫(𝛿𝑝)𝐍̅𝑝
𝑇
∂𝑓𝐼̅

𝑝

∂𝑝̅
𝐍̅𝑝 ⅆ𝛺

𝛀

 

 

𝐑̅ = ∫(𝛿𝑝)𝐍̅𝑝
𝑇 

𝜕𝑓𝐼̅
𝑝

𝜕𝑇̅
𝐍̅𝑇  ⅆ𝛺

𝛀

                     𝐒̅ = ∫(𝛿𝑝)𝐁̅𝑝
𝑇
∂𝐰̅𝒇

∂𝛁𝑐̅
𝐁̅𝐜 ⅆ𝛺

𝛀

   

 

𝐙̅ = ∫(𝛿𝑝)𝐍̅𝐜
𝑇 

∂𝐟̅𝐈
𝐩

∂𝑐̅
𝐍̅𝑐 ⅆ𝛺

𝛀

  𝐋̅ = ∫(𝛿𝑇)𝐍̅𝑇
𝑇
∂𝑓𝑇̅

∂𝐔̅
𝐍̅U ⅆ𝛺  

Ω

𝐆𝟏 = ∫(𝛿𝑇)𝐁𝑇
𝑇

∂𝐉̅T

∂𝛁𝑇̅
𝐁𝑇

Ω

ⅆ𝛺 

 

   𝐆𝟐 = ∫(𝛿𝑇)𝐍̅𝑇
𝑇 

∂𝑓𝐼̅
𝑇

∂𝛁𝑇̅
𝐁̅T 

Ω

𝐆𝟑 = ∫(𝛿𝑇)𝐍̅𝑇
𝑇 

∂𝑓𝐼̅
𝑇

∂𝑇̅
𝐍̅𝑇

Ω

ⅆ𝛺  𝐎̅ = ∫(𝛿𝑇)𝐍̅𝑇
𝑇 

𝜕𝑓𝐼̅
𝑇

∂𝛁c̅
𝐁̅c 

Ω

ⅆ𝛺 

 

     𝐀̅2 = ∫𝛿𝑐 𝐍𝑐
𝑇
∂𝑓𝐼̅

𝑐

∂𝐮̅
 𝐍̅𝑢 

Ω

   𝐍̅1 = ∫(𝛿𝑐)𝐁𝑐
𝑇

∂𝐉̅𝐜
∂𝛁𝑝̅

𝐁𝑝  

𝛀

ⅆ𝛺  𝐍̅2 = ∫𝛿𝑐 𝐍𝑐
𝑇

∂𝑓𝐼̅
𝑐

∂𝛁p̅
𝐁𝑝

sc

ⅆ𝑆  
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    𝐗̅ = ∫(𝛿𝑐)𝐁𝑐
𝑇

∂𝐉̅𝐜
∂𝛁𝑐̅

𝐁𝒄 ⅆ𝛺  

𝛀

 𝐈̅1 = ∫(𝛿𝑐)𝐍̅𝑐
𝑇 

∂𝑓𝐼̅
𝑐

∂𝑐̅
𝐍̅𝑐 

𝛀

ⅆΩ    𝐈̅2 = ∫(𝛿𝑐)𝐍̅𝑐
𝑇 

∂𝑓𝐼̅
𝑐

∂𝛁𝑐̅
𝐁̅𝑐 

Ω

 

 

با روش عددی گاوس انتگرال های فوق  از  المان  هر یک  از  نقطه  انتگرال در چند  این صورت که مقادیر  به   ،

چنین به منظور محاسبه مقادیر  هم  .شودمی ، محاسبه  شونددار با هم جمع می محاسبه شده و سپس به صورت وزن

انتگرال، مشتق  داخل  مقادیر  سپس  و  شده  حل  میکرو  مرزی  مقدار  مسئله  است  در  لازم  های انتگرال   موجود 

 .ها پرداخته خواهد شدهای بعدی به آن دست آید که در بخش هدر این حل ب ( 4-100)

 

 فرمول بندی روش اجزا محدود، برای حل مسئله میکرو:    7-4

با استفاده از اجزا محدود در مکان و با استفاد از روش نیومارک در این قسمت معادلات میکرو در فرم ضعیف  

 RVEیا تناوبی مسئله مقدار مرزی در  اصلاح شده در زمان، گسسته سازی شده و با اعمال شرط مرزی خطی  

  که های ماتریس ژاکوبین  شود. سپس درایه ها همگن میهای آنماکرو و گرادیان حل شده و مقادیر پارامترهای  

 آیند. دست میمیکرو به  حل از مقادیرها قبلا استخراج شد، روابط آن 

 داریم: (34-4)تا  ( 31-4) بر اساس فرم ضعیف معادلات بدست آمده برای مقیاس میکرو بر اساس معادلات 

 

 

(4-101) 𝚿𝐮 = ∫(𝛁𝛿𝐮): (𝐃(𝛆 − 𝛆𝐓) − 𝛼𝑝𝐈 + 𝛼𝜇𝑐𝐈) ⅆ𝛺
𝛺

− ∫ (𝛿𝐮
𝑠𝑢

𝒕)ⅆ𝑠 + ∫𝛿𝐮
𝛺

𝜌𝐮̈ ⅆ𝛺

− ∫𝛿𝐮𝜌𝒃
𝛺

ⅆ𝛺 = 0      

 

 

(4-102) 𝚿𝑝 = ∫𝛿𝑝
𝛺

𝛼𝑐
′𝛁 ⋅ 𝐮̇ ⅆ𝛺 − ∫(𝛁𝛿𝑝)

𝛺

[𝐤𝑓(−𝛁𝑃 + 𝜌𝑓𝐛 − 𝜌𝑓𝐮̈) + 𝜅𝑝𝑐𝛁𝑐] ⅆ𝛺 

−∫ 𝛿𝑝𝑞̅𝑝
𝑠𝑝

ⅆ𝑠 + ∫𝛿𝑝
𝑃̇

𝑄
𝛺

ⅆ𝛺 − ∫𝛿𝑝𝛽𝑇𝑇̇ ⅆ𝛺
𝛺

− ∫𝛿𝑝𝛽𝜀𝑐̇ ⅆ𝛺 = 0
𝛺

    

 

 

(4-103) 𝚿𝑇 = ∫𝛿𝑇
𝛺

(ρc)aνe𝑇̇ ⅆ𝛺 + ∫𝛿𝑇
𝛺

𝜌𝑓𝑐𝑓[𝒌𝑓(−𝛁𝑃 + 𝜌𝑓𝐛 − 𝜌𝑓𝐮̈) + 𝜅𝑝𝑐𝛁𝑐]𝛁𝑇 ⅆ𝛺 

+∫𝛁(𝛿𝑇)𝜅𝛁𝑇
𝛺

ⅆ𝛺 − ∫ 𝛿𝑇
𝑠𝑇

𝑞𝑇ⅆ𝑆 = 0    
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(4-104) 𝚿𝑐 = −∫𝛁(𝛿𝑐)
𝛺

(𝜅𝑐𝑃
𝛁𝑃 − (1 − 𝜆)𝐷𝑐𝛁𝑐)ⅆ𝛺 − ∫ 𝛿𝑐

𝑠𝑐

𝑞𝑐ⅆ𝑆 + ∫𝛿𝑐
𝛺

𝑛𝑐 ̇ ⅆ𝛺

+ ∫𝛿𝑐
𝛺

𝐰𝑓 . 𝛁c ⅆ𝛺 = 0 

 در مکان سازی گسسته 1-7-4
با استفاده از توابع لاگرانژی، گسسته سازی ها  های آنلازم است پارامتر های اصلی و گرادیان برای این منظور  

 . مانند مقیاس ماکرو برای گسسته سازی مکانی در این مقیاس داریم: شوند

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(4-105) 

𝐮(𝐱, 𝑡) ≈ 𝐮h(𝐱, 𝑡) = ∑𝑁𝑖
𝑢𝑢𝑖(𝑡) 

 

𝛁𝐮(𝐱, 𝑡) ≈ (𝐋𝑢𝐍𝑢)𝐔 = ∑𝐵𝑖
𝑢𝑢𝑖(𝑡) 

 

𝑝(𝐱, 𝑡) ≈ 𝑝h(𝐱, 𝑡) = ∑𝑁𝑖
𝑝𝑝𝑖(𝑡) 

 

𝛁𝑝(𝐱, 𝑡) ≈ (𝐋𝑝𝐍𝑃)𝑃 = ∑𝐵𝑖
𝑝𝑝𝑖(𝑡) 

 

𝑇(𝐱, 𝑡) ≈ 𝑇𝑛
h(𝐱, 𝑡) = ∑𝑁𝑖

𝑇𝑇𝒏𝑖
(𝑡) 

 

𝛁𝑇(𝐱, 𝑡) ≈ (𝐋𝑇𝐍𝑇)𝑇𝒏 = ∑ 𝐵𝑖
𝑇𝑇𝒏𝑖

(𝑡) 

 

𝑐(𝐱, 𝑡) ≈ 𝑐h(𝐱, 𝑡) = ∑𝑁𝑖
𝑐c𝑖(𝑡) 

 

𝛁𝑐(𝐱, 𝑡) ≈ (𝐋𝑐𝐍𝑐)𝑐 = ∑ 𝐵𝑖
𝑐c𝑖(𝑡) 

    

ها به  هستند و رابطه آن عملگر گرادیان میکرو برای جابجایی، فشار، دما و غلظت  𝐋cو   𝐋T و 𝐋p و 𝐋uکه در آن  

 صورت زیر است: 

 

 

 

(4-106) 𝐋𝑢 =

[
 
 
 
 
 
 
𝜕

𝜕𝑥
0

0
𝜕

𝜕𝑦
𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑥]
 
 
 
 
 
 

                               𝐋𝑝 = 𝐋𝑇 = 𝐋𝑐 =

[
 
 
 
𝜕

𝜕𝑥
𝜕

𝜕𝑦]
 
 
 

   

 : آیددست می فرم ماتریسی معادلات میکرو به ( 104-4)تا   ( 101-4) در معادلات  ( 105-4)روابط  با جایگذاری
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(4-107) 
𝐌𝐮̈ + 𝐊𝐮 − 𝐐𝟏𝐩 − 𝐖𝐓 + 𝐀𝐜 − 𝐟ext = 0 

  
𝐐𝟐𝐮̇ + 𝐇𝐩 + 𝐄𝐮̈ − 𝐅𝐜 + 𝐒𝐩̇ − 𝐑𝐓̇ − 𝐙𝐜̇ − 𝐪𝐞𝐱𝐭 = 0 

  
𝐋𝐓̇ + 𝐂𝐓 − 𝐠𝐞𝐱𝐭 = 0 

  
𝐈𝐜̇ + 𝐗𝐜 − 𝐍𝐏 − 𝐘𝐞𝐱𝐭 = 0 
   

 ها:که در آن 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(4-108) 

𝐌 = ∫𝐍u
𝑇𝜌𝐍u ⅆΩ

Ω

          𝐊 = ∫𝐁𝑇𝐃𝐁ⅆΩ
Ω

                  𝐐1 = ∫𝐁𝑇𝛼𝐦𝐍𝑃 ⅆΩ
Ω

 

 

𝐐2 = ∫𝐍𝑝
𝑇𝛼𝑐

′𝐦′𝐁ⅆΩ 
Ω

             𝐖 = ∫𝐁𝑇𝐃𝛼𝐦𝐍𝑝 ⅆΩ
Ω

= ∫ 𝐁𝑇𝐃
1

3
𝛽𝐦𝐍𝑝 ⅆΩ

Ω

 

 

𝐀 = ∫𝐁𝑇𝑎𝜇𝐦𝐍𝑐 ⅆΩ
Ω

                𝐟𝑒𝑥𝑡 = ∫𝐍u
𝑇𝑝𝐛ⅆΩ

Ω

 + ∫ 𝐍u
𝑇𝐭ⅆ𝑠

su

  

 

 𝐇 = ∫𝛁𝐍𝑝
𝑇𝐤f𝛁𝐍𝑝 ⅆ𝛺

Ω

        𝐄 = ∫𝛁𝐍𝑝
𝑇𝐤f𝜌𝑓𝐍u ⅆΩ

Ω

       𝐅 = ∫𝛁𝐍𝑝
𝑇κ𝑝𝑐𝛁𝐍𝑐 ⅆ𝛺

Ω

 

 

𝐒 = ∫ 𝐍𝑝
𝑇

1

𝑄
𝐍𝑝 ⅆ𝛺

Ω

        𝐑 = ∫𝐍𝑝
𝑇𝛽𝑇𝐍T ⅆΩ

Ω

       𝐙 = ∫𝐍𝑝
𝑇𝛽𝜀𝐍𝑐 ⅆΩ

Ω

 

 

𝐪𝑒𝑥𝑡 = ∫𝛁𝐍𝑝
𝑇𝐤𝑓𝜌𝑓𝐛ⅆΩ

Ω

+ ∫𝐍𝑝
𝑇𝐪̅𝒑 ⅆ𝛤

Γ

           𝐋 = ∫𝐍𝑇
𝑇(𝜌𝑐)𝑎𝜈𝑒𝐍𝑇 ⅆ𝛺

Ω

 

 

𝐂 = ∫𝐍𝑇
𝑇𝜌𝑓𝑐𝑓

Ω

𝐰𝑓𝐍𝑇 ⅆ𝛺 + ∫𝐁𝑇
𝑇𝜅𝐁𝑇 ⅆ𝛺

Ω

    𝐠𝑒𝑥𝑡 = ∫ 𝐍𝑇
𝑇

sT

𝐪𝑻ⅆ𝑆      

 

𝐍 = ∫𝛁𝐍𝑐
𝑇𝜅𝑐𝑃

𝛁𝐍𝑝 ⅆ𝛺
Ω

     𝐗 = ∫𝛁𝐍𝑐
𝑇(1 − 𝜆)𝐷𝑐𝛁𝐍𝑐 ⅆ𝛺

Ω

+ ∫𝐍𝑐
𝑇𝐰𝑓𝛁𝐍𝑐 ⅆ𝛺

Ω

 

 

𝐈 = ∫ 𝐍𝑐
𝑇𝑛𝐍𝑐 ⅆ𝛺

Ω
         𝐘𝑒𝑥𝑡 = ∫ 𝐍𝑐

𝑇
sc

𝐪𝒄ⅆ𝑆  
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گیری گاوس با استفاده از روش انتگرال  های محیط متخلخل هستندها ویژگیهای آن که پارامتر های فوق ماتریس 

مقادیر داخل    هااین انتگرال ی محاسبه  برامقیاس ماکرو، در این مقیاس هم  شوند. مانند  به صورت عددی حل می

 . شونددار با هم جمع میمحاسبه شده و به صورت وزن RVEهای المان  انتگرال در نقاط گاوس

 

 

 گسسته سازی زمانی   2-7-4
سازی  های مسئله، نیاز به گسسته های مشتق زمانی در همه پارامتر ترم به دلیل حضور    (107-4)   تمعادلا  با توجه به

سازی در زمان استفاده یافته برای گسسته تعمیم در این پژوهش از روش نیومارک    زمانی، اجتناب ناپذیر است.

   از روش نیومارکغلظت  و    به دلیل حضور مشتق مرتبه دوم تغییر مکان و مشتق مرتبه اول فشار، دما  شود.می

GN22    برای تغییر مکان و از روشGN11   بر اساس این روش مشتق    شود.برای فشار، دما و غلظت استفاده می

و مقدار   مشتق این پارامتر و مقدار خود پارامتر در گام قبل  توان بر اساسرا می  زمانی  در هر گام  هر پارامتر  زمانی

 محاسبه کرد: طبق رابطه زیر پارامتر در گام فعلی،

 

 

 

 

 

(4-109) 

𝐔̈𝑛+1 =
1

𝛽𝛥𝑡2
(𝐔𝑛+1 − 𝐔𝑛) −

1

𝛽𝛥𝑡
𝐔̇𝑛 − (

1

2𝛽
− 1) 𝐔̈𝑛 

  

𝐔̇𝑛+1 =
𝛾

𝛽𝛥𝑡
(𝐔𝑛+1 − 𝐔𝑛) − (

𝛾

𝛽
− 1) 𝐔̇𝑛 − 𝛥𝑡 (

𝛾

2𝛽
− 1) 𝐔̈𝑛 

   

𝑃̇𝑛+1 =
1

𝜃𝛥𝑡
(𝑃𝑛+1 − 𝑃𝑛) − (

1

𝜃
− 1) 𝑃̇𝑛 

  

𝑇̇𝑛+1 =
1

𝜃𝛥𝑡
(𝑇𝑛+1 − 𝑇𝑛) − (

1

𝜃
− 1) 𝑇̇𝑛 

  

𝑐̇𝑛+1 =
1

𝜃𝛥𝑡
(𝑐𝑛+1 − 𝑐𝑛) − (

1

𝜃
− 1) 𝑐̇𝑛 

 

و برای پایداری حل لازم است  دارند    1و    0پارامترهای نیومارک هستند که مقادیری بین    𝜃و   𝛾  و  𝛽  که در آن

,𝜃شروط   𝛾 > 𝛽و      0.5 > 0.25(0.5 + 𝛾)2  .و    0.8و    0.6به ترتیب  در این پژوهش این پارامترها    برقرار باشد

𝑛اندیس   ( 109-4) در روابط    اند.لحاظ شده   0.75 + نشان دهنده    𝑛نشان دهنده پارامترهای مجهول و اندیس    1

و جداسازی پارامترهای معلوم و    ( 107-4)در معادلات    ( 109-4) با چایگذاری روابط  پارامترهای معلوم هستند.  

 مجهول خواهیم داشت: 
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(4-110) 𝚿𝐔𝑛+1
= 𝐌(

1

𝛽𝛥𝑡2
(𝐔𝑛+1)) + 𝐊𝐔𝑛+1 − 𝐐𝑝𝑛+1 − 𝐖𝑇𝑛+1 + 𝐀𝑐𝑛+1 − 𝐆𝐔𝑛+1

= 0 

𝐆𝐔𝑛+1
= 𝐌(

1

𝛽𝛥𝑡
𝐔̇𝑛 + (

1

2𝛽
− 1) 𝐔̈𝑛 +

1

𝛽𝛥𝑡2
𝐔𝑛) + 𝐟𝑛+1

𝑒𝑥𝑡  

 

 

(4-111) 
𝚿𝑝𝑛+1

= 𝐐𝑇(
𝛾

𝛽𝛥𝑡
(𝐔𝑛+1)) + 𝐇𝑝𝑛+1 + 𝐄(

1

𝛽𝛥𝑡2
(𝐔𝑛+1)) − 𝐅𝑐𝑛+1

+ 𝐒(
1

𝜃𝛥𝑡
(𝑃𝑛+1)) − 𝐑(

1

𝜃𝛥𝑡
(𝑇𝑛+1)) − 𝐙(

1

𝜃𝛥𝑡
(𝑐𝑛+1)) − 𝐆𝑃𝑛+1

 

  

𝐆𝑃𝑛+1
= 𝐐𝑇 (

𝛾

𝛽𝛥𝑡
𝐔𝑛 + (

𝛾

𝛽
− 1) 𝐔̇𝑛 + 𝛥𝑡 (

𝛾

2𝛽
− 1) 𝐔̈𝑛) 

+𝐄 (
1

𝛽𝛥𝑡2
𝐔𝑛 +

1

𝛽𝛥𝑡
𝐔̇𝑛 + (

1

2𝛽
− 1) 𝐔̈𝑛 ) 

+ 𝐒 (
1

𝜃𝛥𝑡
𝑃𝑛 + (

1

𝜃
− 1) 𝑃̇𝑛) − 𝐑(

1

𝜃𝛥𝑡
𝑇𝑛 + (

1

𝜃
− 1) 𝑇̇𝑛) 

−𝐙(
1

𝜃𝛥𝑡
𝑐𝑛 + (

1

𝜃
− 1) 𝑐̇𝑛 + 𝐪𝑛+1

𝑒𝑥𝑡  

 
 

 

(4-112) 𝚿𝑇𝑛+1
= 𝐋(

1

𝜃𝛥𝑡
(𝑇𝑛+1)) + 𝐂𝑇𝑛+1 − 𝐆𝑇𝑛+1

 

𝐆𝑇𝑛+1
= 𝐋(

1

𝜃𝛥𝑡
𝑇𝑛 + (

1

𝜃
− 1) 𝑇̇𝑛) + 𝐠𝑒𝑥𝑡 

 

 

 

(4-113) 𝚿𝑐𝑛+1
= 𝐈(

1

𝜃𝛥𝑡
(𝑐𝑛+1)) + 𝐗𝑐𝑛+1 − 𝐍𝑝𝑛+1 − 𝐆𝐶𝑛+1

 

𝐆𝐶𝑛+1
= 𝐈(

1

𝜃𝛥𝑡
𝑐𝑛 + (

1

𝜃
− 1) 𝑐̇𝑛) + 𝐘𝑒𝑥𝑡 

   

 

𝑛مقادیر مجهول در گام    𝚿  روابط  هاکه در آن + برای حل دستگاه   هستند.  𝑛مقادیر معلوم در گام    𝐆و روابط    1

جا هم مانند  های تکراری حل معادلات غیرخطی استفاده شود که در این معادلات فوق، لازم است از یکی از روش

نیوتون از روش  ماکرو،  استفاده می -مقیاس  تیلور،    شود.رافسون  اول بسط  از دوجمله  استفاده  با  این روش  در 

معادلات خطی  شده  دستگاه  ژاکوبین  سازی  ماتریس  زمانی  گام  هر  در  می و  به محاسبه  رسیدن  تا  و حل  شود 

فرم خطی شده دستگاه معادلات با در نظر گرفتن دو جمله اول بسط   یابد.گرایی در هر گام زمانی، ادامه می هم

 صورت زیر است:تیلور به 
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(4-114) 
[
 
 
 
 
𝚿𝐔n+1

i+1

𝚿Pn+1

i+1

𝚿Tn+1

i+1

𝚿cn+1
i+1

]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
𝚿𝐔n+1

i

𝚿Pn+1

i

𝚿Tn+1

i

𝚿cn+1
i

]
 
 
 
 

+

[
 
 
 
 
 
 
 
 
∂𝚿𝐔

∂𝐔

∂𝚿𝐔

∂𝐏

∂𝚿𝐔

∂𝐓
 

∂𝚿𝐔

∂𝐂
 

∂𝚿P

∂𝐔

∂𝚿P

∂𝐏

∂𝚿P

∂𝐓

∂𝚿P

∂𝐂
∂𝚿T

∂𝐔

∂𝚿T

∂𝐏

∂𝚿T

∂𝐓

∂𝚿T

∂𝐂
∂𝚿c

∂𝐔

∂𝚿c

∂𝐏

∂𝚿c

∂𝐓

∂𝚿c

∂𝐂 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
i

[
 
 
 
 
ⅆ𝐔n

i

ⅆ𝐏n
i

ⅆ𝐓n
i

ⅆ𝐂n
i ]
 
 
 
 

= 0    

 

 با توجه به روابط  ( 114-4) برای ماتریس ژاکوبین در رابطه 

 داریم:  ( 113-4)تا  (4-110)

 

 

 

 

 

(4-115) 
𝐉 =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
𝜕𝚿𝐔

𝜕𝐔

𝜕𝚿𝐔

𝜕𝑃

𝜕𝚿𝐔

𝜕𝑇
 

𝜕𝚿𝐔

𝜕𝐶
 

𝜕𝚿𝑃

𝜕𝐔

𝜕𝚿𝑃

𝜕𝑃

𝜕𝚿𝑃

𝜕𝑇

𝜕𝚿𝑃

𝜕𝐶
𝜕𝚿𝑇

𝜕𝐔

𝜕𝚿𝑇

𝜕𝑃

𝜕𝚿𝑇

𝜕𝑇

𝜕𝚿𝑇

𝜕𝐶
𝜕𝚿𝑐

𝜕𝐔

𝜕𝚿𝑐

𝜕𝑃

𝜕𝚿𝑐

𝜕𝑇

𝜕𝚿𝑐

𝜕𝐶 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
𝑖

 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 𝐌

1

𝛽𝛥𝑡2
+ 𝐊 −𝐐1 −𝐖 𝐀 

𝐐2

𝛾

𝛽𝛥𝑡
+ 𝐄

1

𝛽𝛥𝑡2
𝐇 + 𝐒

1

𝜃𝛥𝑡
−𝐑

1

𝜃𝛥𝑡
−𝐅 − 𝐙

1

𝜃𝛥𝑡

0 0 𝐋
1

𝜃𝛥𝑡
+ 𝐂 0

0 −𝐍 0 𝐗 + 𝐈
1

𝜃𝛥𝑡 ]
 
 
 
 
 
 
 
 
i

    

 

  ( 14-4)تا    ( 11-4)   که در روابط  یلازم است دو شرط دست آمده در مقیاس میکرودستگاه معادلات به برای حل  

دست آمده، ارضا  دست آمد در کنار دستگاه معادلات به به ،  به عنوان شرط اول و دوم  (59-4)تا    (56-4)و روابط  

که در   ،د شدنارضای این شروط به کار گرفته خواه دو شرط مرزی خطی و تناوبی در این پژوهش برای    شوند.

 شود. میها پرداخته بندی آن ادامه به فرمول 
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 شرط مرزی خطی   3-7-4
شود تا  صفر لحاظ می  RVEدر تمام مرز    جابجایی، فشار، دما و غلظت   میدان نوسانات  در شرط مرزی خطی،

و     ( Iهای داخلی)( و گرهBهای مرزی)به گره  RVEهای حاضر در  با تقسیم گره  . ارضا گرددشرط اول و دوم  

 همچنین تقسیم ماتریس ژاکوبین ماکرو بر این اساس، خواهیم داشت:

 

 

 

(4-116) 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝐉𝑈𝑈
𝐼𝐼

𝐉𝑈𝑈
𝐼𝐼

𝐉𝑃𝑈
𝐼𝐼

𝐉𝑃𝑈
𝐼𝐼

𝐉𝑇𝑈
𝐵𝐼

𝐉𝑈𝑃
𝐼𝐼

𝐉𝑈𝑃
𝐼𝐼

𝐉𝑃𝑃
𝐼𝐼

𝐉𝑃𝑃
𝐼𝐼

𝐉𝑇𝑃
𝐵𝐼

𝐉𝑈𝑇
𝐼𝐼

𝐉𝑈𝑇
𝐼𝐼

𝐉𝑃𝑇
𝐼𝐼

𝐉𝑃𝑇
𝐼𝐼

𝐉𝑇𝑇
𝐵𝐼

𝐉𝑈𝐶
𝐼𝐼  

𝐉𝑈𝐶
𝐼𝐼

𝐉𝑃𝐶
𝐼𝐼

𝐉𝑃𝐶
𝐼𝐼

𝐉𝑇𝐶
𝐵𝐼

𝐉𝑇𝑈
𝐵𝐼 𝐉𝑇𝑃

𝐵𝐼 𝐉𝑇𝑇
𝐵𝐼 𝐉𝑇𝐶

𝐵𝐼

𝐉𝐶𝑈
𝐵𝐼 𝐉𝐶𝑃

𝐵𝐼 𝐉𝐶𝑇
𝐵𝐼 𝐉𝐶𝐶

𝐵𝐼

𝐉𝐶𝑈
𝐵𝐼 𝐉𝐶𝑃

𝐵𝐼 𝐉𝐶𝑇
𝐵𝐼 𝐉𝐶𝐶

𝐵𝐼

       

𝐉𝑈𝑈
𝐼𝐵

𝐉𝑈𝑈
𝐼𝐵

𝐉𝑃𝑈
𝐼𝐵

𝐉𝑃𝑈
𝐼𝐵

𝐉𝑇𝑈
𝐵𝐵

𝐉𝑈𝑃
𝐼𝐵

𝐉𝑈𝑃
𝐼𝐵

𝐉𝑃𝑃
𝐼𝐵

𝐉𝑃𝑃
𝐼𝐵

𝐉𝑇𝑃
𝐵𝐵

𝐉𝑈𝑇
𝐼𝐵

𝐉𝑈𝑇
𝐼𝐵

𝐉𝑃𝑇
𝐼𝐵

𝐉𝑃𝑇
𝐼𝐵

𝐉𝑇𝑇
𝐵𝐵

𝐉𝑈𝐶
𝐼𝐵

𝐉𝑈𝐶
𝐼𝐵  

𝐉𝑃𝐶
𝐼𝐵

𝐉𝑃𝐶
𝐼𝐵

𝐉𝑇𝐶
𝐵𝐵

𝐉𝑇𝑈
𝐵𝐵 𝐉𝑇𝑃

𝐵𝐵 𝐉𝑇𝑇
𝐵𝐵 𝐉𝑇𝐶

𝐵𝐵

𝐉𝐶𝑈
𝐵𝐵 𝐉𝐶𝑃

𝐵𝐵 𝐉𝐶𝑇
𝐵𝐵 𝐉𝐶𝐶

𝐵𝐵

𝐉𝐶𝑈
𝐵𝐵 𝐉𝐶𝑃

𝐵𝐵 𝐉𝐶𝑇
𝐵𝐵 𝐉𝐶𝐶

𝐵𝐵

]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝛿𝐗𝑈

𝐼

𝛿𝐗𝑃
𝐼

𝛿𝐗𝑇
𝐼

𝛿𝐗𝐶
𝐼

𝛿𝐗𝑈
𝐵

𝛿𝐗𝑃
𝐵

𝛿𝐗𝑇
𝐵

𝛿𝐗𝐶
𝐵]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0
0
0
0

𝛿𝐅𝑈
𝐵

𝛿𝐅𝑃
𝐵

𝛿𝐅𝑇
𝐵

𝛿𝐅𝐶
𝐵]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

    

رابطه درایه ها  بالانویس   ( 116-4)   در  تقسیم  به  برای  اندیس ها  و  داخلی  یا  تقسیم  مرزی  برای  برای  درایه ها  ها 

گره  در  اینکه  به  توجه  با  هستند.  غلظت  و  دما  فشار،  تغییرمکان،  نداریم  پارامترهای  گرهی  نیروی  داخلی  های 

به طور خلاصه   ( 116-4)از رابطه    ، صفر در نظر گرفته شده است.های داخلیمربوط به گره  یهای نیرودرایه 

 خواهیم داشت:

 

(4-117) [
𝐉𝐼𝐼 𝐉𝐼𝐵

𝐉𝐵𝐼 𝐉𝐵𝐵] [𝛿𝐗𝐼

𝛿𝐗𝐵] = [
0

𝛿𝐅𝐵] 

 

 داریم: ( 117-4) از رابطه 

 

(4-118) 𝐉𝐼𝐼𝛿𝐗𝐼 +  𝐉𝐼𝐵𝛿𝐗𝐵 = 0        ⇒             𝛿𝐗𝐼 = −[𝐉𝐼𝐼]−1𝐉𝐼𝐵𝛿𝐗𝐵  

(4-119) 𝐉BI𝛿𝐗𝐼 + 𝐉𝐵𝐵𝛿𝐗𝐵 = 𝛿𝐅𝐵   

    

 ، داریم:( 119-4) در رابطه  (118-4) با جایگذاری رابطه 
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(4-120) 𝐉∗ 𝛿𝐗𝐵 =  𝛿𝐅𝐵 
   

 که در آن: 

 

(4-121) 𝐉∗ = (𝐉𝐵𝐵 − 𝐉𝐵𝐼  [𝐉𝐼𝐼]−1 𝐉𝐼𝐵)     

 

 : توان نوشت میهای مرزی صفر است، روی گرهبا توجه به اینکه در شرط مرزی خطی، میدان نوسانات 

 

 

(4-122) 𝛿𝐗𝐵 =

[
 
 
 
 
𝛿𝐗𝑈

𝐵

𝛿𝐗𝑃
𝐵

𝛿𝐗𝑇
𝐵

𝛿𝐗𝐶
𝐵]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 

𝐈𝑇𝛿𝐮̅ + 𝐇𝐵
𝑇𝛿𝛆̅  

𝟏4×1𝛿𝐩̅ + 𝐆𝐵
𝑇𝛿𝛁𝐩̅

𝟏4×1𝛿𝐓̅ + 𝐆𝐵
𝑇𝛿𝛁𝐓̅

𝟏4×1𝛿𝐜̅ + 𝐆𝐵
𝑇𝛿𝛁𝐜̅ ]

 
 
 
 

 

   

 داریم:  ( 120-4)در  (122-4) با جایگذاری رابطه 

 

(4-123) 
𝛿𝐅𝐵 =

[
 
 
 
 
𝛿𝐅𝑈

𝐵

𝛿𝐅𝑃
𝐵

𝛿𝐅𝑇
𝐵

𝛿𝐅𝐶
𝐵]
 
 
 
 

=

[
 
 
 
𝐉𝑈𝑈
∗ 𝐉𝑈𝑃

∗ 𝐉𝑈𝑇
∗ 𝐉𝑈𝐶

∗

𝐉𝑃𝑈
∗ 𝐉𝑃𝑃

∗ 𝐉𝑃𝑇
∗ 𝐉𝑃𝐶

∗

𝐉𝑇𝑈
∗ 𝐉𝑇𝑃

∗ 𝐉𝑇𝑇
∗ 𝐉𝑇𝐶

∗

𝐉𝐶𝑈
∗ 𝐉𝐶𝑃

∗ 𝐉𝐶𝑇
∗ 𝐉𝐶𝐶

∗ ]
 
 
 

[
 
 
 
 

𝐈𝑇𝛿𝐮̅ + 𝐇𝐵
𝑇𝛿𝛆̅  

𝟏M×1𝛿𝐩̅ + 𝐆𝐵
𝑇𝛿𝛁𝐩̅

𝟏M×1𝛿𝐓̅ + 𝐆𝐵
𝑇𝛿𝛁𝐓̅

𝟏M×1𝛿𝐜̅ + 𝐆𝐵
𝑇𝛿𝛁𝐜̅ ]

 
 
 
 

 

    

.  دست آمد به  ( 55-4)تا    ( 48-4)   روابطسازگاری انرژی بین دو مقیاس،   یم یافته وممندل تع -هیل  بر اساس اصل

 شود:در این قسمت فرم برداری این روابط بازنویسی می 

 

(4-124) 𝛔̅ =
1

|𝛺𝜇|
∫ 𝐇
𝑠𝑢

𝐭ⅆ𝑠 =
1

|𝛺𝜇|
∑𝐻𝑖𝑡𝑖
i∈𝛤

=  
1

|𝛺𝜇|
𝐇𝐵𝐅𝑈

𝐵 

   

(4-125) 𝐟𝐼̅
𝒖 = − 

1

|𝛺𝜇|
∫ 𝐭
𝑠𝑢

ⅆ𝑠 =
−1

|𝛺𝜇|
 ∑𝑡𝑖
i∈𝛤

=
−1

|𝛺𝜇|
𝐈𝑇𝐅𝑈

𝐵 

(4-126) 𝐰̅𝑓 = −
1

|𝛺𝜇|
∫ 𝐱𝐪̅𝑝
𝑠𝑝

ⅆ𝑠 = −
1

|𝛺𝜇|
∑𝑋𝑖𝑞𝑖

𝑝

i∈𝛤

= −
1

|𝛺𝜇|
𝐗𝐵𝐅𝑃

𝐵 

(4-127) 𝑓̅
𝑰
𝒑

=
𝟏

|𝛺𝝁|
∫ 𝐪̅𝒑
𝒔𝒑

ⅆ𝑠 =
𝟏

|𝛺𝝁|
∑𝑞𝒊

𝒑

i∈𝜞

=
𝟏

|𝛺𝝁|
𝐈𝐅𝑃

𝐵    
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(4-128) 𝐉̅𝑇 = −
1

|𝛺𝜇|
∫ 𝐱
𝑠𝑇

𝐪𝑇ⅆ𝑆 =
1

|𝛺𝜇|
∑𝑋𝑖𝑞𝑖

𝑇

i∈𝛤

= −
1

|𝛺𝜇|
𝐗𝐵𝐅𝑇

𝐵    

(4-129) 𝑓𝐼̅
𝑻 =

1

|𝛺𝜇|
∫ 𝐪̅𝑻
𝑠𝑝

ⅆ𝑠 =
1

|𝛺𝜇|
∑𝑞𝑖

𝑇

i∈𝛤

=
1

|𝛺𝜇|
𝐈𝐅𝑇

𝐵 

(4-130) 𝐉̅𝑐 = −
1

|𝛺𝜇|
∫ 𝐱
𝑠𝑐

𝐪𝒄ⅆ𝑆 = −
1

|𝛺𝜇|
∑𝑋𝑖𝑞𝑖

𝑐

i∈𝛤

= − 
1

|𝛺𝜇|
𝐗𝐵𝐅𝐶

𝐵    

(4-131) 𝑓𝐼̅
𝒄 = ∫ 𝐪𝒄

𝑠𝑐

ⅆ𝑆 =
1

|𝛺𝜇|
∑𝑞𝑖

𝑐

i∈𝛤

=
1

|𝛺𝜇|
𝐈𝐅𝐶

𝐵    

های ماتریس ژاکوبین ماکرو را  درایهتوان  می  (123-4)و همچنین رابطه    (131-4)تا    (124-4)با توجه به روابط  

 بدست آمد، محاسبه کرد. برای این منظور داریم:  ( 100-4)که در رابطه 

 

(4-132) ∂𝛔̅

𝜕𝛆̅
=  

1

|𝛺𝜇|
𝐇𝐵

∂𝐅𝑈
𝐵

𝜕𝛆̅
=  

1

|𝛺𝜇|
𝐇𝐵 𝐉𝑈𝑈

∗ 𝐇𝐵
𝑇    

(4-133) ∂𝐟𝐼̅
𝒖

∂𝐮̅
=

−1

|𝛺𝜇|
𝐈𝑇

∂𝐅𝑈
𝐵

∂𝐮̅
=

−1

|𝛺𝜇|
𝐈 𝐉𝑈𝑈

∗  𝐈𝑇 

(4-134) 𝜕𝛔̅

𝜕𝑝̅
=  

1

|𝛺𝜇|
𝐇𝐵

∂𝐅𝑈
𝐵

𝜕𝑃̅
=  

1

|𝛺𝜇|
𝐇𝐵 𝐉𝑈𝑃

∗  𝟏M×1    

(4-135) 𝜕𝛔̅

𝜕𝑇̅
=  

1

|𝛺𝜇|
𝐇𝐵

∂𝐅𝑈
𝐵

𝜕𝑇̅
=  

1

|𝛺𝜇|
𝐇𝐵 𝐉𝑈𝑇

∗  𝟏M×1    

(4-136) 𝜕𝝈̅

𝜕𝐶̅
=  

1

|𝛺𝜇|
𝑯𝐵

∂𝐅𝑈
𝐵

𝜕𝐶̅
=  

1

|𝛺𝜇|
𝐇𝐵 𝐉𝑈𝐶

∗  𝟏M×1   

(4-137) 𝜕𝐰̅𝑓

𝜕𝐮̅
=  −

1

|𝛺𝜇|
𝐗𝐵

𝜕𝐅𝑃
𝐵

𝜕𝐮̅
= −

1

|𝛺𝜇|
𝐗𝐵 𝐉𝑃𝑈

∗  𝐈𝑇    

(4-138) 𝜕𝑓𝐼̅
𝑝

𝜕𝛆̅
=

𝟏

|𝛺𝜇|
𝑰
𝜕𝐅𝑃

𝐵

𝜕𝛆̅
=

𝟏

|𝛺𝜇|
𝐈 𝐉𝑃𝑈

∗  𝐇𝐵
𝑇     
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(4-139) 𝜕𝐰̅𝑓

𝜕𝛁𝑝̅
=  −

1

|𝛺𝜇|
𝐗𝐵

𝜕𝐅𝑃
𝐵

𝜕𝛁𝑝̅
= −

1

|𝛺𝜇|
𝐗𝐵  𝐉𝑃𝑃

∗  𝐆𝐵
𝑇     

(4-140) 𝜕𝑓𝐼̅
𝑝

𝜕𝑝̅
=

𝟏

|𝜴𝝁|
𝐈
𝜕𝐅𝑃

𝐵

𝜕𝑝̅
=

𝟏

|𝜴𝝁|
𝐈 𝐉𝑃𝑃

∗  𝟏M×1    

(4-141) 𝜕𝑓𝐼̅
𝑝

𝜕𝑇̅
=

𝟏

|𝛺𝜇|
𝐈
𝜕𝐅𝑃

𝐵

𝜕𝑇̅
=

𝟏

|𝛺𝜇|
𝐈 𝐉𝑃𝑇

∗  𝟏M×1    

(4-142) 𝜕𝐰̅𝑓

𝜕𝛁𝑐̅
=  −

1

|𝛺𝜇|
𝑿𝐵

𝜕𝐅𝑃
𝐵

𝜕𝛁𝑐̅
= −

1

|𝛺𝜇|
𝐗𝐵 𝐉𝑃𝐶

∗ 𝐆𝐵
𝑇     

(4-143) 𝜕𝑓𝐼̅
𝑝

𝜕𝑐̅
=

𝟏

|𝛺𝜇|
𝐈
𝜕𝐅𝑃

𝐵

𝜕𝑐̅
=

𝟏

|𝛺𝜇|
𝐈 𝐉𝑃𝐶

∗  𝟏M×1   

(4-144) ∂𝐉̅𝑇

∂𝛁𝑇̅
=  

1

|𝛺𝜇|
𝐗𝐵

∂𝐅𝑇
𝐵

∂𝛁𝑇̅
=  

1

|𝛺𝜇|
𝐗𝐵 𝐉𝑇𝑇

∗  𝐆𝐵
𝑇     

(4-145) 𝜕𝑓𝐼̅
𝑇

𝜕𝐮̅
=  

1

|𝛺𝜇|
𝐈 

𝜕𝐅𝑇
𝐵

𝜕𝐮̅
=

1

|𝛺𝜇|
𝐈 𝐉𝑇𝑈

∗   𝐈𝑇    

(4-146) 𝜕𝑓𝐼̅
𝑇

𝜕𝛁𝑝̅
=

1

|𝛺𝜇|
𝐈 

𝜕𝐅𝑇
𝐵

𝜕𝛁𝑝̅
=

1

|𝛺𝜇|
𝐈 𝐉𝑇𝑃

∗  𝐆𝐵
𝑇    

(4-147) 𝜕𝑓𝐼̅
𝑇

𝜕𝑇̅
=

1

|𝛺𝜇|
𝐈 

𝜕𝐅𝑇
𝐵

𝜕𝑇̅
=

1

|𝛺𝜇|
𝐈 𝐉𝑇𝑇

∗   𝐈𝑇    

(4-148) 𝜕𝑓𝐼̅
𝑇

𝜕𝛁𝑇̅
=

1

|𝛺𝜇|
𝐈 

𝜕𝐅𝑇
𝐵

𝜕𝛁𝑇̅
=

1

|𝛺𝜇|
𝐈 𝐉𝑇𝑇

∗  𝐆𝐵
𝑇     

(4-149) 𝜕𝑓𝐼̅
𝑇

𝜕𝛁𝑐̅
=  

1

|𝛺𝜇|
𝐈 

𝜕𝐅𝑇
𝐵

𝜕𝛁𝑐̅
=

1

|𝛺𝜇|
𝐈 𝐉𝑇𝐶

∗  𝐆𝐵
𝑇     

(4-150) ∂𝐉̅𝑐
∂𝛁𝑝̅

= − 
1

|𝛺𝜇|
𝐗𝐵

∂𝐅𝐶
𝐵

∂𝛁𝐩̅
= −

1

|𝛺𝜇|
𝐗𝐵 𝐉𝐶𝑃

∗  𝐆𝐵
𝑇     
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(4-151) ∂𝐉̅𝑐
∂𝛁𝑐̅

= − 
1

|𝛺𝜇|
𝐗𝐵

∂𝐅𝐶
𝐵

∂𝛁𝑐̅
= − 

1

|𝛺𝜇|
𝐗𝐵 𝐉𝐶𝐶

∗  𝐆𝐵
𝑇    

(4-152) 𝜕𝑓𝐼̅
𝑐

𝜕𝐮̅
=

1

|𝛺𝜇|
𝐈
𝜕𝐅𝐶

𝐵

𝜕𝐮̅
=

1

|𝛺𝜇|
𝐈 𝐉𝐶𝑈

∗  𝟏M×1    

(4-153) 𝜕𝑓𝐼̅
𝑐

𝜕𝛁𝑝̅
=

1

|𝛺𝜇|
𝐈
𝜕𝐅𝐶

𝐵

𝜕𝛁𝑝̅
=

1

|𝛺𝜇|
𝐈 𝐉𝐶𝑃

∗  𝐆𝐵
𝑇     

(4-154) 𝜕𝑓𝐼̅
𝑐

𝜕𝑐̅
=

1

|𝛺𝜇|
𝐈
𝜕𝐅𝐶

𝐵

𝜕𝑐̅
=

1

|𝛺𝜇|
𝐈 𝐉𝐶𝐶

∗  𝟏M×1    

(4-155) 𝜕𝑓𝐼̅
𝑐

𝜕𝛁𝑐̅
=

1

|𝛺𝜇|
𝐈
𝜕𝐅𝐶

𝐵

𝜕𝛁𝑐̅
=

1

|𝛺𝜇|
𝐈 𝐉𝐶𝐶

∗  𝐆𝐵
𝑇     

 شرط مرزی تناوبی  4-7-4
با میدان نوسان نقطه متناظر    ( نقاط گوشهء  به استثنا)  RVEمرز  روی    مرزی تناوبی، میدان نوسان هر نقطهدر شرط  

برای این    شوند.گیردار در نظر گرفته می   ،نقاط گوشه   ، برای پایداری محیط   رو باید برابر باشد.ه خود در مرز روب 

یک    .نامیممی ( +𝛤)  2مرز بالا را نقاط وابسته و مرز راست و  ،  ( −𝛤)1نقاط مهارشده و مرز پایین را   منظور مرز چپ 

 ارائه شده است. 2-4شکل  در این نوع شرط مرزی در  RVEتوصیف از نقاط 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
1 Restrained Nodes 
2 Dependent Nodes 

 ]50[بی توصیف نفاط گرهی در شرط مرزی تناو  2-4شکل 
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نقطه متناظر آن در مرز وابسته برابر است.    مهار شده بابنابر آنچه گفته شد، میدان نوسانات در هر نقطه از مرز  

 [ 50]    ::داریم (4-4)تا  ( 1-4) وابط بنابراین طبق ر
 

 

(4-156) 
𝐮𝑚(𝐱+) − 𝐮𝑚(𝐱−) = 𝐇̂𝑇𝛆̅                  𝐭(𝐱+) = −𝐭(𝐱−)                  

𝑝𝑚(𝐱+) − 𝑝𝑚(𝐱−) = 𝐗̂𝑇𝛁̅𝑝̅               𝑞̅𝑝(𝐱+) = −𝑞̅𝑝(𝐱−)           

𝑇𝑚(𝐱+) − 𝑇𝑚(𝐱−) = 𝐗̂𝑇𝛁̅𝑇̅               𝑞̅𝑇(𝐱+) = −𝑞̅𝑇(𝐱−)       

𝑐𝑚(𝐱+) − 𝑐𝑚(𝐱−) = 𝐗̂𝑇𝛁̅𝑐 ̅               𝑞̅𝑐(𝐱
+) = −𝑞̅𝑐(𝐱

−)  

 

 ها:که در آن  

(4-157) 
𝐇̂ =

[
 
 
 

𝑥1
+ − 𝑥1

− 0

0 𝑥2
+ − 𝑥2

−

1

2
(𝑥2

+ − 𝑥2
−)

1

2
(𝑥1

+ − 𝑥1
−)]

 
 
 
           𝐗̂ = [

𝑥𝟏
+ − 𝑥𝟏

−

𝑥2
+ − 𝑥2

−]     

 
 

 توان به صورت زیر نوشت: زادی مستقل و وابسته را می آرابطه بین درجات  ( 156-4)  با توجه به معادلات

 

(4-158) 
𝐗𝐷 = 𝐗𝑅 + 𝐠        𝐠i =

[
 
 
 
 
𝐇̂𝑖

𝑇𝛿𝛆̅

𝐆̂𝑖
𝑇𝛿𝛁𝑝̅

𝐆̂𝑖
𝑇𝛿𝛁𝑇̅

𝐆̂𝑖
𝑇𝛿𝛁𝑐̅]

 
 
 
 

    𝐠 = [𝐠1
𝑇 , 𝐠1

𝑇 , 𝐠1
𝑇 , … , 𝐠𝑁𝑅

𝑇 ] 

𝑿𝑗 که در آن  
𝑇 = [𝒖𝑖

𝑇 , 𝑝𝑖
𝑇 , 𝑇𝑖

𝑇 , 𝑐𝑖
𝑇]    تغیرهای وابسته را بر حسب متغیرهای اگر م.  است بردار مجهولات مسئله

 مستقل بنویسیم خواهیم داشت:

 

(4-159) [

𝐗𝑅

𝐗𝐷

𝐗𝐼

𝐗𝐶

] =

[
 
 
 
 
𝐈𝑁𝑅

0 0

𝐈𝑁𝐷
0 0

0 𝐈𝑁𝐼
0

0 0 𝐈𝑁𝐶]
 
 
 
 

[
𝐗𝑅

𝐗𝐼

𝐗𝐶

] + [

0
𝐠
0
0

]  

 

به ترتیب تعداد نقاط    𝑁𝐶و    𝑁𝐼و    به جز نقاط گوشه   +𝛤و    −𝛤به ترتیب تعداد نقاط گرهی روی مرز    𝑁𝐷و  𝑁𝑅که  

 داخلی و نقاط گوشه هستند. 

رابطه جایگذاری  با افراز ماتریس ژاکوبین به درجات آزادی مربوط به نقاط وابسته، مستقل، داخلی و گوشه و  

 در آن، خواهیم داشت: ( 4-159)
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(4-160) [

𝐉𝑅𝑅 𝐉𝑅𝐷 𝐉𝑅𝐼 𝐉𝑅𝐶

𝐉𝐷𝑅 𝐉𝐷𝐷 𝐉𝐷𝐼 𝐉𝐷𝐶

𝐉𝐼𝑅 𝐉𝐼𝐷 𝐉𝐼𝐼 𝐉𝐼𝐶
𝐉𝐶𝑅 𝐉𝐶𝐷 𝐉𝐶𝐼 𝐉𝐶𝐶

]

[
 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝐈𝑁𝑅

0 0

𝐈𝑁𝐷
0 0

0 𝐈𝑁𝐼
0

0 0 𝐈𝑁𝐶]
 
 
 
 

[
𝐗𝑅

𝐗𝐼

𝐗𝐶

] + [

0
𝐠
0
0

]

]
 
 
 
 

= [

𝛿𝐅𝑅

𝛿𝐅𝐷

𝛿𝐅𝐼

𝛿𝐅𝐶

]  

 

 با فرض:

 

 

(4-161) 𝐓𝐓 =

[
 
 
 
 
𝐈𝑁𝑅

0 0

𝐈𝑁𝐷
0 0

0 𝐈𝑁𝐼
0

0 0 𝐈𝑁𝐶]
 
 
 
 

   

 

 داریم: ( 160-4) در معادله  (چپضرب از سمت )  𝐓𝐓𝑇ضرببا پیش و 

 

 

(4-162) [

𝐉̃RR 𝐉̃𝑅𝐼 𝐉̃𝑅𝐶

𝐉̃𝐼𝑅 𝐉̃𝐼𝐼 𝐉̃𝐼𝐶
𝐉̃𝐶𝑅 𝐉̃𝐶𝐼 𝐉̃𝐶𝐶

] [

𝛿𝐗𝑅

𝛿𝐗𝐼

𝛿𝐗C

] + [
𝐉𝑅𝐷 + 𝐉𝐷𝐷

𝐉𝐼𝐷
𝐉𝐶𝐷

] 𝛿𝐠 = [
0
0

𝛿𝐅𝑐

] 

 

 ، داریم:  𝛿𝑿𝐼  و 𝛿𝑿𝑅  ر حسب ب ( 162-4) با حل دستگاه معادلات 

 

(4-163) 
[
𝛿𝐗𝑅

𝛿𝐗𝐼
] = − [

𝐉̃𝑅𝑅 𝐉̃𝑅𝐼

𝐉̃𝐼𝑅 𝐉̃𝐼𝐼
]

−1

[
𝐉̃𝑅𝐶𝛿𝐗𝐶 + (𝐉𝑅𝐷 + 𝐉𝐷𝐷)𝛿𝐠

𝐉̃𝐼𝐶𝛿𝐗𝐶 + 𝐉𝐼𝐷𝛿𝐠
]  

 
 : با فرض

 

(4-164) 
𝐀2×2 = [

𝐉̃𝑅𝑅 𝐉̃𝑅𝐼

𝐉̃𝐼𝑅 𝐉̃𝐼𝐼
]

−1

    

 داریم: 
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(4-165) 𝛿𝐗𝑅 = 𝐀1: ∗ [
−𝐉̃𝑅𝐶𝛿𝐗𝐶 − (𝐉𝑅𝐷 + 𝐉𝐷𝐷)𝛿𝐠

−𝐉̃𝐼𝐶𝛿𝐗𝐶 − 𝐉𝐼𝐷𝛿𝐠
] 

 

= −𝐀11(𝐉̃𝑅𝐶𝛿𝐗𝐶 + (𝐉𝑅𝐷 + 𝐉𝐷𝐷)𝛿𝐠) − 𝐀12(𝐉̃𝐼𝐶𝛿𝐗𝐶 + 𝐉𝐼𝐷𝛿𝐠)    

 
 

 

(4-166) 𝛿𝐗𝐼 = 𝐀2: ∗ [
𝐉̃𝑅𝐶𝛿𝐗𝐶 + (𝐉𝑅𝐷 + 𝐉𝐷𝐷)𝛿𝐠

𝐉̃𝐼𝐶𝛿𝐗𝐶 + 𝐉𝐼𝐷𝛿𝐠
] 

 

= −𝐀21(𝐉̃𝑅𝐶𝛿𝐗𝐶 + (𝐉𝑅𝐷 + 𝐉𝐷𝐷)𝛿𝐠) − 𝐀22(𝐉̃𝐼𝐶𝛿𝐗𝐶 + 𝐉𝐼𝐷𝛿𝐠)  

 خواهیم داشت:  ( 160-4)در  ( 166-4) و ( 165-4)با جایگذاری روابط 

 

 

(4-167) 
−𝐉𝑅𝑅𝐀11(𝐉̃𝑅𝐶𝛿𝐗𝐶 + (𝐉𝑅𝐷 + 𝐉𝐷𝐷)𝛿𝐠) − 𝐉𝑅𝑅𝐀12(𝐉̃𝐼𝐶𝛿𝐗𝐶 + 𝐉𝐼𝐷𝛿𝐠) 

−𝐉𝑅𝐷𝐀11(𝐉̃𝑅𝐶𝛿𝐗𝐶 + (𝐉𝑅𝐷 + 𝐉𝐷𝐷)𝛿𝐠) − 𝐉𝑅𝐷𝐀12(𝐉̃𝐼𝐶𝛿𝐗𝐶 + 𝐉𝐼𝐷𝛿𝐠) + 𝐉𝑅𝐷𝛿𝐠 
−𝐉𝑅𝐼𝐀21(𝐉̃𝑅𝐶𝛿𝐗𝐶 + (𝐉𝑅𝐷 + 𝐉𝐷𝐷)𝛿𝐠) − 𝐉𝑅𝐼𝐀22(𝐉̃𝐼𝐶𝛿𝐗𝐶 + 𝐉𝐼𝐷𝛿𝐠)) + 𝐉𝑅𝐶𝛿𝐗𝐶

= 𝛿𝑭𝑅 

 

 

(4-168) 
−𝐉𝐷𝑅𝐀11(𝐉̃𝑅𝐶𝛿𝐗𝐶 + (𝐉𝑅𝐷 + 𝐉𝐷𝐷)𝛿𝐠) − 𝐉𝐷𝑅𝐀12(𝐉̃𝐼𝐶𝛿𝐗𝐶 + 𝐉𝐼𝐷𝛿𝐠) 
−𝐉DD𝐀11(𝐉̃RCδ𝐗C + (𝐉RD + 𝐉DD)δ𝐠) − 𝐉DD𝐀12(𝐉̃ICδ𝐗C + 𝐉IDδ𝐠) + 
𝐉DDδ𝐠 − 𝐉RI𝐀21(𝐉̃RCδ𝐗C + (𝐉RD + 𝐉DD)δ𝐠) − 𝐉DI𝐀22(𝐉̃ICδ𝐗C + 𝐉IDδ𝐠)) 
+𝐉DCδ𝐗C = δ𝐅D 

 

(4-169) −𝐉IR𝐀11(𝐉̃RCδ𝐗C + (𝐉RD + 𝐉DD)δ𝐠) − 𝐉IR𝐀12(𝐉̃ICδ𝐗C + 𝐉IDδ𝐠) 
−𝐉ID𝐀11(𝐉̃RCδ𝐗C + (𝐉RD + 𝐉DD)δ𝐠) − 𝐉ID𝐀12(𝐉̃ICδ𝐗C + 𝐉IDδ𝐠) + 𝐉IDδ𝐠 
−𝐉II𝐀21(𝐉̃RCδ𝐗C + (𝐉RD + 𝐉DD)δ𝐠) − 𝐉II𝐀22(𝐉̃ICδ𝐗C + 𝐉IDδ𝐠)) + 𝐉ICδ𝐗C = δ𝐅I    

 

(4-170) −𝐉CR𝐀11(𝐉̃RCδ𝐗C + (𝐉RD + 𝐉DD)δ𝐠) − 𝐉CR𝐀12(𝐉̃ICδ𝐗C + 𝐉IDδ𝐠) 
−𝐉CD𝐀11(𝐉̃RCδ𝐗C + (𝐉RD + 𝐉DD)δ𝐠) − 𝐉CD𝐀12(𝐉̃ICδ𝐗C + 𝐉IDδ𝐠) + 𝐉CDδ𝐠 
−𝐉CI𝐀21(𝐉̃RCδ𝐗C + (𝐉RD + 𝐉DD)δ𝐠) − 𝐉CI𝐀22(𝐉̃ICδ𝐗C + 𝐉IDδ𝐠)) + 𝐉CCδ𝐗C

= δ𝐅C    

 
 داریم:  ( 170-4)و  ( 167-4) با مرتب کردن دو معادله 

 

(4-171) 𝐅R = 𝐉RR
∗ δ𝐠 + 𝐉RC

∗ δ𝐗C 
 

(4-172) 𝐅C = 𝐉CR
∗ δ𝐠 + 𝐉CC

∗ δ𝐗C  
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 که در آن: 

 

(4-173) 𝐉RR
∗ = −𝐉RR𝐴11(𝐉RD + 𝐉DD) − 𝐉RR𝐴12𝐉ID − 𝐉RD𝐴11(𝐉RD + 𝐉DD) − 𝐉RD𝐴12𝐉ID 

+𝐉RD − 𝐉RI𝐴21(𝐉RD + 𝐉DD) − 𝐉RI𝐴22𝐉ID 

= −[𝐉RR + 𝐉RD 𝐉RI] [
𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22
] [

(𝐉RD + 𝐉DD)
𝐉ID

] + 𝐉RD 

   

 

(4-174) 
𝐉RC
∗ = −𝐉RR𝐴11𝐉̃RC − 𝐉RR𝐴12𝐉̃IC − 𝐉RD𝐴11𝐉̃RC − 𝐉RD𝐴12𝐉̃IC − 𝐉RI𝐴21𝐉̃RC 

−𝐉RI𝐴22𝐉̃IC + 𝐉RC 

= −[𝐉RR + 𝐉RD 𝐉RI] [
𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22
] [

𝐉̃RC

𝐉̃IC
] + 𝐉RC      

 
 

(4-175) 
𝐉CR
∗ = −𝐉CR𝐴11(𝐉RD + 𝐉DD) − 𝐉CR𝐴12𝐉ID − 𝐉CD𝐴11(𝐉RD + 𝐉DD) − 𝐉CD𝐴12𝐉ID 

+𝐉CD − 𝐉CI𝐴21(𝐉RD + 𝐉DD) − 𝐉CI𝐴22𝐉ID 

= −[𝐉CR + 𝐉CD 𝐉CI] [
𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22
] [

(𝐉RD + 𝐉DD)
𝐉ID

] + 𝐉CD 

 

 

(4-176) 𝐉CC
∗ = −𝐉CR𝐴11𝐉̃RC − 𝐉CR𝐴12𝐉̃IC − 𝐉CD𝐴11𝐉̃RC − 𝐉CD𝐴12𝐉̃IC − 𝐉CI𝐴21𝐉̃RC 

−𝐉CIA22𝐉̃IC + 𝐉CC 

= −[𝐉CR + 𝐉CD 𝐉CI] [
𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22
] [

𝐉̃RC

𝐉̃IC
] + 𝐉CC    

𝑱𝐶𝐶
∗ = −𝑱𝐶𝑅𝑨11𝑱̃𝑅𝐶 − 𝑱𝐶𝑅𝑨12𝑱̃𝐼𝐶 − 𝑱𝐶𝐷𝑨11𝑱̃𝑅𝐶 − 𝑱𝐶𝐷𝑨12𝑱̃𝐼𝐶 − 𝑱𝐶𝐼𝑨21𝑱̃𝑅𝐶 

−𝑱𝐶𝐼𝑨22𝑱̃𝐼𝐶 + 𝑱𝐶𝐶  

= −[𝑱𝐶𝑅 + 𝑱𝐶𝐷 𝑱𝐶𝐼] [
𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22
] [

𝑱̃𝑅𝐶

𝑱̃𝐼𝐶

] + 𝑱𝐶𝐶     

 

 دست آمد. به (55-4)تا  ( 48-4)مندل تعمیم یافته و سازگاری انرژی بین دو مقیاس، روابط - بر اساس اصل هیل

 شود: بازنویسی می  هادر آن ( 172-4)و  ( 171-4)با جایگذاری روابط در این قسمت فرم برداری این روابط 

 

 

 

(4-177) 
𝛔 ̅ =

1

|𝛺𝜇|
∫ 𝐇
𝑠𝑢

𝐭ⅆ𝑠 =
1

|𝛺𝜇|
∑𝐻𝑖𝑡𝑖
i∈𝛤

=  
1

|𝛺𝜇|
𝐇𝐵𝐅𝑢𝐵 

=
1

|𝛺𝜇|
∑𝐻𝑖𝐹𝑖

𝑢

i∈𝐷

+
1

|𝛺𝜇|
∑𝐻𝑖𝐹𝑖

𝑢

i∈𝑅

+
1

|𝛺𝜇|
∑𝐻𝑖𝐹𝑖

𝑢

i∈𝐶

 

=
1

|𝛺𝜇|
(𝐇D𝐅D

u + 𝐇R𝐅R
u + 𝐇C𝐅C

u) 

𝐅Dدانیم  می جایی که از آن
u + 𝐅R

u =  بنابراین داریم: 0
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(4-178) 
𝛔̅ =

1

|𝛺𝜇|
(𝐇𝐷(−𝐅R

u) + 𝐇R𝐅R
u + 𝐇C𝐅C

u) =
1

|𝛺𝜇|
(𝐅R

u(𝐇R − 𝐇D) + 𝐇C𝐅C
u) 

=
1

|𝛺𝜇|
(−𝐅R

u𝐇̂R + 𝐇C𝐅C
u) =

1

|𝛺𝜇|
𝐇̂u𝐅u   

 

𝐇̂u  که در آن = [−𝐇̂R   𝐇C]   و𝐅u
T = [𝐅R

u    𝐅C
u] .همچنین برای دیگر پارامترها داریم:  است 

 

 

(4-179) 
𝐟𝐼̅
𝒖 = − 

1

|𝛺𝜇|
∫ 𝐭
𝑠𝑢

ⅆ𝑠 =
−1

|𝛺𝜇|
 ∑𝑡𝑖
i∈𝛤

=
−1

|𝛺𝜇|
𝐈T𝐅u =

−1

|𝛺𝜇|
(𝐅R

u + 𝐅D
u + 𝐅C

u) 

=
−1

|𝛺𝜇|
𝐈(𝐅C

u) 

 

 

 

 

(4-180) 

𝐰̅𝑓 = −
1

|𝛺𝜇|
∫ 𝐱𝑞̅𝑝
𝑠𝑝

ⅆ𝑠 = −
1

|𝛺𝜇|
∑𝑋𝑖𝑞𝑖

𝑝

i∈𝛤

=  −
1

|Ωμ|
𝐗B𝐅pB 

= −
1

|𝛺𝜇|
∑𝑋𝑖𝐹𝑖

𝑝𝐵

i∈𝐷

−
1

|𝛺𝜇|
− ∑𝑋𝑖𝐹𝑖

𝑝𝐵

i∈𝑅

−
1

|𝛺𝜇|
∑𝑋𝑖𝐹𝑖

𝑝𝐵

i∈𝐶

 

= −
1

|𝛺𝜇|
(𝐗D𝐅D

p
+ 𝐗R𝐅R

p
+ 𝐗C𝐅C

p
) = −

1

|𝛺𝜇|
(𝐗D(−𝐅R

p
) + 𝐗R𝐅R

p
+ 𝐗C𝐅C

p
) 

= −
1

|𝛺𝜇|
(−𝐅R

p(𝐗D − 𝐗R) + 𝐗C𝐅C
p
) = −

1

|𝛺𝜇|
𝐗̂p𝐅p 

 

𝐗̂pکه در آن   = [−𝐗̂R   𝐗C]   و𝐅p
T = [𝐅R

p
    𝐅C

p
 چنین:است. هم [

 

 

(4-181) 
𝑓𝐼̅

𝑝 =
1

|𝛺𝜇|
∫ 𝑞̅𝑝
𝒔𝒑

ⅆ𝒔 =
𝟏

|𝛺𝜇|
∑𝑞𝑖

𝑝

ⅈ∈𝜞

=
𝟏

|𝛺𝜇|
𝑰𝑭𝒑𝑩 

=
𝟏

|𝛺𝜇|
∑𝐹𝑖

𝑝𝐵

ⅈ∈𝑫

+
𝟏

|𝛺𝜇|
∑𝐹𝒊

𝒑𝑩

ⅈ∈𝑹

+
𝟏

|𝛺𝜇|
∑𝐹𝒊

𝒑𝑩

ⅈ∈𝑪

=
𝟏

|𝛺𝜇|
𝐈(𝐅𝐃

𝐩
+ 𝐅𝐑

𝐩
+ 𝐅𝐂

𝐩
) 

=
𝟏

|𝛺𝜇|
𝐈𝐅𝐂

𝐩
 

 

 

 

(4-182) 
𝐉̅T = −

1

|𝛺𝜇|
∫ 𝐱
sT

𝐪𝐓ⅆS = −
1

|𝛺𝜇|
∑𝐗i𝐪i

T

i∈Γ

= − 
1

|𝛺𝜇|
𝐗B𝐅TB 

= −
1

|𝛺𝜇|
∑𝑋𝑖𝐹𝑖

𝑇𝐵

i∈𝐷

−
1

|𝛺𝜇|
∑𝑋𝑖𝐹𝑖

𝑇𝐵

i∈𝑅

−
1

|𝛺𝜇|
∑𝑋𝑖𝐹𝑖

𝑇𝐵

i∈𝐶
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= −
1

|𝛺𝜇|
(𝐗D𝐅D

T + 𝐗R𝐅R
T + 𝐗C𝐅C

T) = −
1

|𝛺𝜇|
(𝐗D(−𝐅R

T) + 𝐗R𝐅R
T + 𝐗C𝐅C

T) 

= −
1

|𝛺𝜇|
(−𝐅R

T(𝐗D − 𝐗R) + 𝐗C𝐅C
T) = −

1

|𝛺𝜇|
𝐗̂p𝐅T    

 

 

 

 

(4-183) 
𝑓𝐼̅

𝑻 =
1

|𝛺𝜇|
∫ 𝑞̅𝑻
𝑠𝑝

ⅆ𝑠 =
1

|𝛺𝜇|
∑𝑞𝑖

𝑇

i∈𝛤

=
1

|𝛺𝜇|
𝐈𝐅𝑇𝐵 

=
1

|𝛺𝜇|
∑𝐹𝑖

𝑇𝐵

i∈𝐷

+
1

|𝛺𝜇|
∑𝐹𝑖

𝑇𝐵

i∈𝑅

+
1

|𝛺𝜇|
∑𝐹𝑖

𝑇𝐵

i∈𝐶

=
1

|𝛺𝜇|
𝐈(𝐅D

T + 𝐅R
T + 𝐅C

T) 

=
1

|𝛺𝜇|
𝐈𝐅C

T   

 

 

 

(4-184) 
𝐉̅c = −

1

|𝛺𝜇|
∫ 𝐱
sc

𝑞𝑐ⅆ𝑆 = −
1

|𝛺𝜇|
∑𝑋𝑖𝑞𝑖

𝑐

i∈𝛤

= − 
1

|𝛺𝜇|
𝐗B𝐅cB 

= −
1

|𝛺𝜇|
∑𝑋𝑖𝐹𝑖

𝑐𝐵

i∈𝐷

−
1

|𝛺𝜇|
∑𝑋𝑖𝐹𝑖

𝑐𝐵

i∈𝑅

−
1

|𝛺𝜇|
∑𝑋𝑖𝐹𝑖

𝑐𝐵

i∈𝐶

 

= −
1

|𝛺𝜇|
(𝐗D𝐅D

c + 𝐗R𝐅R
c + 𝐗C𝐅C

c) = −
1

|𝛺𝜇|
(𝐗D(−𝐅R

c) + 𝐗R𝐅R
c + 𝐗C𝐅C

c) 

= −
1

|𝛺𝜇|
(−𝐅R

c(𝐗D − 𝐗R) + 𝐗C𝐅C
c) = −

1

|𝛺𝜇|
𝐗̂p𝐅c     

 

 

 

(4-185) 
𝑓𝐼̅

𝑐 = ∫ 𝑞𝒄
𝑠𝑐

ⅆ𝑆 =
1

|𝛺𝜇|
∑ 𝑞𝑖

𝑐

i∈𝛤

=
1

|𝛺𝜇|
𝐈𝐅cB 

=
1

|𝛺𝜇|
∑𝐹𝑖

𝑐𝐵

i∈𝐷

+
1

|𝛺𝜇|
∑ 𝐹𝑖

𝑐𝐵

i∈𝑅

+
1

|𝛺𝜇|
∑𝐹𝑖

𝑐𝐵

i∈𝐶

=
1

|𝛺𝜇|
𝐈(𝐅D

c + 𝐅R
c + 𝐅C

c) 

=
1

|𝛺𝜇|
𝐈𝐅C

c     

 

  دست آمد   به  ( 100-4) های ماتریس ژاکوبین که در رابطه  درایهتوان  می  ( 185-4)تا   ( 178-4)روابط  با استفاده از  

 را محاسبه کرد: 
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(4-186) 

∂𝛔̅

∂𝛆̅
=

1

|𝛺𝜇|
𝐇̂𝑢

𝜕𝐅𝑢

𝜕𝛆̅
=

1

|𝛺𝜇|
𝐇̂u [

∂𝐅R
u

∂𝛆̅
 

∂𝐅C
u

∂𝛆̅

] 

=
1

|𝛺𝜇|
𝐇̂u

[
 
 
 
∂(𝐉RR

∗ 𝐇̂R
T𝛆̅ + 𝐉RC

∗ (𝐈T𝐮̅ + 𝐇c
T𝛆)̅)

∂𝛆̅
 

∂(𝐉CR
∗ 𝐇̂R

T𝛆̅ + 𝐉CC
∗ (𝐈T𝐮̅ + 𝐇c

T𝛆)̅)

∂𝛆̅ ]
 
 
 

=
1

|𝛺𝜇|
𝐇̂u [

(𝐉RR
∗ 𝐇̂R

T + 𝐉RC
∗ 𝐇c

T) 

𝐉CR
∗ 𝐇̂R

T + 𝐉CC
∗ 𝐇c

T
] 

=
1

|𝛺𝜇|
𝐇̂u [

𝐉RR
∗      𝐉RC

∗  

𝐉CR
∗      𝐉CC

∗ ] [
𝐇̂R

T 

𝐇c
T
]    

 

 

(4-187) 
∂𝐟I̅

𝐮

∂𝐮̅
= −

1

|𝛺𝜇|
𝐈T

∂𝐅C
u

∂𝐮̅
= −

1

|𝛺𝜇|
𝐈T

∂(𝐉CR
∗ 𝐇̂R

T𝛆̅ + 𝐉CC
∗ (𝐈T𝐮̅ + 𝐇c

T𝛆)̅)

∂𝐮̅
 

= −
1

|𝛺𝜇|
𝐈𝐉CC

∗u 𝐈T       

 

 

 

(4-188) ∂𝛔̅

∂𝑝̅
=

1

|𝛺𝜇|
𝐇̂u

∂𝐅u

∂𝑝̅
=

1

|𝛺𝜇|
𝐇̂u

[
 
 
 
 
∂(𝐉RR

∗ 𝐆̂R
Tδ𝛁𝑝̅ + 𝐉RC

∗ (𝟏4×1δ𝑝̅ + 𝐆𝐜
𝐓δ𝛁𝑝̅)

∂𝑝̅
 

∂(𝐉CR
∗ 𝐆̂R

Tδ𝛁𝑝̅ + 𝐉CC
∗ (𝟏4×1δ𝑝̅ + 𝐆𝐜

𝐓δ𝛁𝑝̅))

∂𝑝̅ ]
 
 
 
 

 

=
1

|𝛺𝜇|
𝐇̂u [

𝐉RC
∗u  

𝐉CC
∗u ] 𝐈T      

 

 

(4-189) 𝜕𝝈̅

𝜕𝑇̅
=

1

|𝛺𝜇|
𝐇̂u

[
 
 
 
 
∂(𝐉RR

∗ 𝐆̂R
Tδ𝛁𝑇̅ + 𝐉RC

∗ (𝟏4×1δ𝑇̅ + 𝐆c
Tδ𝛁𝑇̅)

∂𝑇̅
 

∂(𝐉CR
∗ 𝐆̂R

Tδ𝛁𝑇̅ + 𝐉CC
∗ (𝟏4×1δ𝑇̅ + 𝐆c

Tδ𝛁𝑇̅))

∂𝑇̅ ]
 
 
 
 

=
1

|𝛺𝜇|
𝐇̂𝑢 [

𝐉RC
∗  

𝐉CC
∗ ] 𝐈𝑇        

 

 

(4-190) 
∂𝛔̅

∂c̅
=

1

|𝛺𝜇|
𝐇̂u

[
 
 
 
∂(𝐉RR

∗ 𝐆̂R
Tδ𝛁𝑐̅ + 𝐉RC

∗ (𝟏4×1δ𝑐̅ + 𝐆c
Tδ𝛁𝑐̅)

∂𝐜̅
 

∂(𝐉CR
∗ 𝐆̂R

Tδ𝛁𝑐̅ + 𝐉CC
∗ (𝟏4×1δ𝑐̅ + 𝐆c

Tδ𝛁𝑐̅))

∂𝑐̅ ]
 
 
 

 

=
1

|𝛺𝜇|
𝐇̂u [

𝐉RC
∗  

𝐉CC
∗ ] (𝟏4×1)           
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(4-191) ∂𝐰̅𝑓

∂𝐮̅
= −

1

|𝛺𝜇|
𝐗̂p [

∂𝐅R

∂𝐮̅
 

∂𝐅C

∂𝐮̅

] = −
1

|𝛺𝜇|
𝐗̂p

[
 
 
 
𝜕(𝐉RR

∗ 𝐇̂R
T𝛆̅ + 𝐉RC

∗ (𝐈T𝐮̅ + 𝐇c
T𝛆)̅)

∂𝐮̅
 

∂(𝐉CR
∗ 𝐇̂R

T𝛆̅ + 𝐉CC
∗ (𝐈T𝐮̅ + 𝐇c

T𝛆)̅)

∂𝐮̅ ]
 
 
 

 

= −
1

|𝛺𝜇|
𝐗̂p [

𝐉RC
∗p

 

𝐉CC
∗p ] 𝐈𝑇   

 

 

(4-192) 
𝜕𝑓𝐼̅

𝑝

𝜕𝛆̅
= 𝐈

∂𝐅C
p

∂𝛆̅
=

𝜕

𝜕𝛆̅

1

|𝛺𝜇|
𝑰𝐅C

p
=

1

|Ωμ|
𝐈 [

∂(𝐉CR
∗ 𝐇̂R

T𝛆̅ + 𝐉CC
∗ (𝐈T𝐮̅ + 𝛆)̅)

∂𝛆̅
] 

=
1

|𝛺𝜇|
[𝐉CR

∗ 𝐉CC
∗ ] [

𝐇̂R
T

𝐇c
T
]   

 

 

 

(4-193) 
𝜕𝐰̅𝑓

𝜕𝛁𝑃̅
= −

1

|𝛺𝜇|
𝐗̂p

[
 
 
 
 
∂(𝐉RR

∗ 𝐆̂R
Tδ𝛁𝑝̅ + 𝐉RC

∗ (𝐈Tδ𝑝̅ + 𝐆𝐜
𝐓δ𝛁𝑝̅)

∂𝛁𝑃̅
 

∂ (𝐉CR
∗ 𝐆̂R

Tδ𝛁𝑝̅ + 𝐉CC
∗ (𝐈Tδ𝑝̅ + 𝐆𝐜

𝐓δ𝛁𝒑̅))

∂𝛁𝑃̅ ]
 
 
 
 

 

= −
1

|𝛺𝜇|
𝐗̂p [

𝐉RR
∗      𝐉RC

∗  

𝐉CR
∗      𝐉CC

∗ ] [
𝐆̂R

T 

𝐆c
T
]      

 

 

 

(4-194) 
𝜕𝑓𝐼̅

𝑝

𝜕𝑝̅
= 𝐈

𝜕𝐅C
p

𝜕𝑝̅
=

𝜕

𝜕𝑝̅

1

|𝛺𝜇|
𝐼𝐅C

p
=

1

|𝛺𝜇|
𝐈 [

∂ (𝐉CR
∗ 𝐆̂R

Tδ𝛁𝑝̅ + 𝐉CC
∗ (𝐈Tδ𝐩̅ + 𝐆𝐜

𝐓δ𝛁𝑝̅))

∂𝑝̅
] 

=
1

|𝛺𝜇|
𝐈𝐉CC

∗ 𝐈T     

 

 

 

(4-195) 
𝜕𝑓𝐼̅

𝑝

𝜕𝑇̅
= 𝐈

𝜕𝑭𝐶
𝑝

𝜕𝑇̅
=

𝜕

𝜕𝑇̅

1

|𝛺𝜇|
𝐼𝐅C

p
=

1

|𝛺𝜇|
𝐈 [

∂(𝐉CR
∗ 𝐆̂R

Tδ𝛁𝐓̅ + 𝐉CC
∗ (𝐈Tδ𝐓̅ + 𝐆c

Tδ𝛁𝐓̅))

∂𝐓̅
] 

=
1

|𝛺𝜇|
𝐈𝐉CC

∗ 𝐈T            
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(4-196) 𝜕𝐰̅𝑓

𝜕𝛁𝑐̅
= −

1

|𝛺𝜇|
𝐗̂p

[
 
 
 
∂(𝐉RR

∗ 𝐆̂R
Tδ𝛁𝑐̅ + 𝐉RC

∗ (𝟏4×1δ𝑐̅ + 𝐆c
Tδ𝛁𝑐̅)

∂𝛁𝑐̅
 

∂(𝐉CR
∗ 𝐆̂R

Tδ𝛁𝑐̅ + 𝐉CC
∗ (𝟏4×1δ𝑐̅ + 𝐆c

Tδ𝛁𝑐̅))

∂𝛁𝑐̅ ]
 
 
 

 

= −
1

|𝛺𝜇|
𝐗̂p [

𝐉RR
∗      𝐉RC

∗  

𝐉CR
∗      𝐉CC

∗ ] [
𝐆̂R

T 

𝐆c
T
]       

 

 

(4-197) 
𝜕𝑓𝐼̅

𝑝

𝜕𝑐̅
=

𝜕𝐈𝐅C
p

𝜕𝑐̅
=

𝜕

𝜕𝑐̅

1

|𝛺𝜇|
𝐈𝐅C

p
=

1

|𝛺𝜇|
𝐈 [

∂ (𝐉CR
∗ 𝐆̂R

Tδ𝛁𝑐̅ + 𝐉CC
∗ (𝐈Tδ𝑐̅ + 𝐆c

Tδ𝛁𝑐̅))

∂𝑐̅
] 

=
1

|𝛺𝜇|
𝐈𝐉CC

∗ 𝐈T        

 

 

 

 

(4-198) 

∂𝐉̅T

∂𝛁𝑇̅
= −

∂

∂𝛁𝑇̅

1

|𝛺𝜇|
𝐗̂p𝐅T 

= −
1

|𝛺𝜇|
𝐗̂p

[
 
 
 
 
∂(𝐉RR

∗ 𝐆̂R
Tδ𝛁𝑇̅ + 𝐉RC

∗ (𝟏4×1δ𝑇̅ + 𝐆c
Tδ𝛁𝑇̅)

∂𝛁𝐓̅
 

∂(𝐉CR
∗ 𝐆̂R

Tδ𝛁𝑇̅ + 𝐉CC
∗ (𝟏4×1δ𝑇̅ + 𝐆c

Tδ𝛁𝑇̅))

∂𝛁𝐓̅ ]
 
 
 
 

   

= −
1

|𝛺𝜇|
𝐗̂p [

𝐉RR
∗      𝐉RC

∗  

𝐉CR
∗      𝐉CC

∗ ] [
𝐆̂R

T 

𝐆c
T
] 

 

 

 

(4-199) 
𝜕𝑓𝐼̅

𝑇

𝜕𝐮̅
=

𝜕𝐼𝑭𝐶
𝑇

𝜕𝐮̅
=

𝜕

𝜕𝐮̅

1

|𝛺𝜇|
𝐈𝐅C

T =
1

|𝛺𝜇|
𝐈 [

∂(𝐉CR
∗ 𝐇̂R

T𝛆̅ + 𝐉CC
∗ (𝟏4×1𝐮̅ + 𝐇c

T𝛆)̅

∂𝐮̅
] 

=
1

|𝛺𝜇|
𝐈𝐉CC

∗ 𝐈T 

 

 

 

(4-200) 
𝜕𝑓𝐼̅

𝑇

𝜕𝛁𝑝̅
=

𝜕𝐼𝐅C
T

𝜕𝛁𝑝̅
=

𝜕

𝜕𝛁𝒑̅

1

|𝛺𝜇|
𝐈𝐅𝐶

𝑇 

=
1

|𝛺𝜇|
𝐈 [

∂(𝐉CR
∗ 𝐆̂R

Tδ𝛁𝑝̅ + 𝐉CC
∗ (𝟏4×1δ𝑝̅ + 𝐆𝐜

𝐓δ𝛁𝑝̅))

∂𝛁𝑝̅
] =

1

|𝛺𝜇|
𝐈[𝐉CR

∗ 𝐉CC
∗ ] [

𝐆̂R
T

𝐆𝐜
𝐓
]  
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(4-201)  
𝜕𝑓𝐼̅

𝑇

𝜕𝑇̅
=

𝜕𝐈𝐅C
T

𝜕𝑇̅
=

𝜕

𝜕𝑇̅

1

|𝛺𝜇|
𝐈𝐅C

T =
1

|𝛺𝜇|
𝐈 [

∂(𝐉CR
∗ 𝐆̂R

Tδ𝛁𝑇̅ + 𝐉CC
∗ (𝟏4×1δ𝑇̅ + 𝐆c

Tδ𝛁𝑇̅))

∂𝑇̅
] 

=
1

|𝛺𝜇|
𝐈𝐉CC

∗ 𝐈T 

 

 

 

(4-202) 
𝜕𝑓𝐼̅

𝑇

𝜕𝛁𝑇̅
=

𝜕𝐈𝐅𝐂
𝐓

𝜕𝛁𝑇̅
=

𝜕

𝜕𝛁𝑇̅

1

|𝛺𝜇|
𝐈𝐅𝐂

𝐓 

=
1

|𝛺𝜇|
𝐈 [

∂(𝐉CR
∗ 𝐆̂R

Tδ𝛁𝑇̅ + 𝐉CC
∗ (𝟏4×1δ𝑇̅ + 𝐆𝐜

𝐓δ𝛁𝑇̅))

∂𝛁𝑇̅
] =

1

|𝛺𝜇|
𝐈[𝐉CR

∗ 𝐉CC
∗ ] [

𝐆̂R
T

𝐆𝐜
𝐓
]  

 

 

 

(4-203)   
𝜕𝑓𝐼̅

𝑇

𝜕𝛁𝑐̅
=

𝜕𝐈𝐅C
T

𝜕𝛁𝑐̅
=

𝜕

𝜕𝛁𝒄̅

1

|𝛺𝜇|
𝐈𝐅C

T 

=
1

|𝛺𝜇|
𝐈 [

∂(𝐉CR
∗ 𝐆̂R

Tδ𝛁𝑐̅ + 𝐉CC
∗ (𝟏4×1δ𝑐̅ + 𝐆𝐜

𝐓δ𝛁𝑐̅))

∂𝛁𝑐̅
] =

1

|𝛺𝜇|
𝐈[𝐉CR

∗ 𝐉CC
∗ ] [

𝐆̂R
T

𝐆𝐜
𝐓
]  

 

 

 

(4-204) ∂𝑱̅𝑐

∂𝛁𝑝̅
= −

∂

∂𝛁𝑝̅

1

|𝛺𝜇|
𝐗̂p𝐅c = −

1

|𝛺𝜇|
𝐗̂p

[
 
 
 
 
∂(𝐉RR

∗ 𝐆̂R
Tδ𝛁𝑝̅ + 𝐉RC

∗ (𝟏4×1δ𝑝̅ + 𝐆𝐜
𝐓δ𝛁𝑝̅)

∂𝛁𝑃̅
 

∂(𝐉CR
∗ 𝐆̂R

Tδ𝛁𝑝̅ + 𝐉CC
∗ (𝟏4×1δ𝑝̅ + 𝐆𝐜

𝐓δ𝛁𝑝̅))

∂𝛁𝑃̅ ]
 
 
 
 

 

= −
1

|Ωμ|
𝐗̂p [

𝐉RR
∗      𝐉RC

∗  

𝐉CR
∗      𝐉CC

∗ ] [
𝐆̂R

T 

𝐆c
T
] 

 

 

 

 

(4-205) 
∂𝐉̅c
∂𝛁𝑐̅

= −
∂

∂𝛁𝑐̅

1

|𝛺𝜇|
𝐗̂p𝐅c = −

1

|𝛺𝜇|
𝐗̂p

[
 
 
 
∂(𝐉RR

∗ 𝐆̂R
Tδ𝛁𝑐̅ + 𝐉RC

∗ (𝟏4×1δ𝑐̅ + 𝐆𝐜
𝐓δ𝛁𝑐̅)

∂𝛁𝑐̅
 

∂(𝐉CR
∗ 𝐆̂R

Tδ𝛁𝑐̅ + 𝐉CC
∗ (14×1δ𝑐̅ + 𝐆𝐜

𝐓δ𝛁𝑐))

∂𝛁𝑐̅ ]
 
 
 

 

= −
1

|𝛺𝜇|
𝐗̂p [

𝐉RR
∗      𝐉RC

∗  

𝐉CR
∗      𝐉CC

∗ ] [
𝐆̂R

T 

𝐆c
T
]    

 

 



70 

 

 

(4-206) 
𝜕𝑓𝐼̅

𝑐

𝜕𝐮̅
=

𝜕

𝜕𝐮̅

1

|𝛺𝜇|
𝐈𝐅C

c =
1

|𝛺𝜇|
𝐈 [

∂(𝐉CR
∗ 𝐇̂R

T𝛆̅ + 𝐉CC
∗ (𝟏4×1𝐮̅ + 𝐇c

T𝛆)̅

∂𝐮̅
] 

=
1

|𝛺𝜇|
𝐈𝐉CC

∗ 𝐈T  

 

 

(4-207) 
𝜕𝑓𝐼̅

𝑐

𝜕𝛁𝑝̅
=

𝜕

𝜕𝛁𝑝̅

1

|𝛺𝜇|
𝐈𝐅C

T 

=
1

|𝛺𝜇|
𝐼 [

∂(𝐉CR
∗ 𝐆̂R

Tδ𝛁𝑝̅ + 𝐉CC
∗ (𝟏4×1δ𝑝̅ + 𝐆𝐜

𝐓δ𝛁𝑝̅))

∂𝛁𝑝̅
] =

1

|𝛺𝜇|
𝐈[𝐉CR

∗ 𝐉CC
∗ ] [

𝐆̂R
T

𝐆𝐜
𝐓
] 

 

(4-208) 𝜕𝑓𝐼̅
𝑐

𝜕𝑐̅
=

𝜕

𝜕𝑐̅

1

|𝛺𝜇|
𝐈𝐅C

c =
1

|𝛺𝜇|
𝑰 [

∂(𝐉CR
∗ 𝐆̂R

Tδ𝛁𝑐̅ + 𝐉CC
∗ (𝟏4×1δ𝑐̅ + 𝐆c

Tδ𝛁𝑐̅))

∂𝑐̅
] 

=
1

|𝛺𝜇|
𝐈𝐉CC

∗ 𝐈T        

 

 

(4-209) 
𝜕𝑓𝐼̅

𝑐

𝜕𝛁𝑐̅
=

𝜕

𝜕𝛁𝑐̅

1

|𝛺𝜇|
𝐈𝐅C

T =
1

|𝛺𝜇|
𝐈 [

∂(𝐉CR
∗ 𝐆̂R

Tδ𝛁𝑐̅ + 𝐉CC
∗ (𝟏4×1δ𝑐̅ + 𝐆𝐜

𝐓δ𝛁𝑐̅))

∂𝛁𝑐̅
] 

=
1

|𝛺𝜇|
𝐈[𝐉CR

∗ 𝐉CC
∗ ] [

𝐆̂R
T

𝐆𝐜
𝐓
]   

 

 

 

 

 

 

 



71 

 

 سازی عددینتایج مدل :5فصل 

 مقدمه  1-5

شود. معیار ارزیابی، نتایج تحقیقات مرجع و ای تهیه شده ارزیابی میدر این فصل با ارائه چهار مثال، کد رایانه 

  رفت و رسانش در یک محیط مربعیِ در مثال اول انتقال حرارت تحت شرایط هم  است.  DNSچنین نتایج مدل  هم

در ستون خاک همگن بررسی  یک مسئله تحکیم تحت تاثیر اثرات گرمایی،    دومدر مثال    شود.همگن بررسی می

شود و در چنین گرمایی بررسی می شود. در مثال سوم یک ستون خاک ناهمگن تحت شرایط غیرگرمایی و هممی

 گیرد. مثال چهارم یک محیط دو بعدی تحت شار سیال و گرادیان غلظت و دما مورد ارزیابی قرار می

 ( TH)انتقال حرارت با سازوکار همرفت و رسانش  2-5

که با استفاده از سازوکار  مسئله انتقال حرارت یک بعدی  ای،  کد رایانه ، برای صحت سنجی  به عنوان اولین مثال

  متخلخل با هندسه   در این مثال یک محیطشود.  گیرد، بررسی میزمان انجام می همرفت و رسانش به طور هم

𝑇0شود. دمای اولیه محیط  می   نظر گرفتهدر    0.1  در  0.1  همگن با ابعادفرض  و    مربعی =   و دما در مرز بالا   0

   ، رسانش و همرفت هم جهت ( case I)مسئله در سه شرایط مختلف اعم از رسانش به تنهایی است. 100

(case II )  و رسانش و همرفت در جهت مخالف  (case III)  هندسه و شرایط مرزی مسئله در   شود.بررسی می

 .است  شده نمایش داده 1-5شکل

 

 
 هندسه و شرایط مرزی مسئله همرفت رسانش  1-5شکل
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  چینن برای شود. همصفر برای مرز بالا لحاظ می، شرط مرزی دیریکله فشار  (case I) مسئله رسانش تنهابرای  

و برای مسئله رسانش و همرفت در خلاف    1Paفشار در مرز بالا  (  case II)جهت  مسئله رسانش و همرفت هم

𝑞̅شرط مرزی نیومن در هر سه حالت  شود.در نظر گرفته می 1Paفشار در مرز پایین (  case III) جهت  =  و   0

 𝑔̅ =  دهد.دهنده را نشان می مشخصات ماده تشکیل 1-5جدول های جانبی در نظر گفته شده است.برای مرز 0

 
 رسانش-همرفت مسئله انتقال حرارت  محیط درمشخصات   1-5جدول

 مقدار  مشخصات ماده 

𝑘 نفوذ پذیری ذاتی  = 1.98 × 10−5𝑃𝑎 

𝛼 ضریب بیو = 1 

𝑛 نسبت تخلخل  = 0.5 

𝜇𝑓 گرانروی دینامیکی سیال = 10−3𝑃𝑎. 𝑠 

𝜌𝑓 چگالی سیال  = 1000 𝑘𝑔 ∕ 𝑚3 

𝜌𝑠 چگالی اسکلت جامد = 2000 𝑘𝑔 ∕ 𝑚3 

𝜅 ضریب هدایت حرارتی  = 2.6 𝐽 ∕ 𝑠𝑚℃ 

𝑐𝑓 ظرفیت گرمایی ویژه سیال = 0.201 𝐽 ∕ 𝑘𝑔℃ 

𝑐𝑠 ظرفیت گرمایی ویژه جامد = 0.201 𝐽 ∕ 𝑘𝑔℃ 

  
 

بر تعادل   مبنی  ،اولیه چنین فرضصرف نظر شده است و هم اثرات گرانش و در این مسئله از جابجایی فاز جامد

همین تعداد المان برای ماکرو    MSو برای مدل  گرهی    4المان،    DNS  20برای مدل    .شیمیایی در تمام محیط است 

در    دهد.هر دو مدل را نشان میبندی در  مش   2-5شکل  لحاظ شده است.  RVEگرهی برای    4المان    100و تعداد  

حل    1و همچنین مسئله در شرایط کرنش مسطح   در نظر گرفته شده است   0.01در    RVE  0.01ن مسئله سایز  یا

 شود. می

 

 
1 Plain Strain 
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 )ب(                )الف( 

 MSسازی بندی مدل مش )ب(  DNSسازیبندی مدل )الف( مشرسانش -بندی مسئله انتقال حرارت همرفتمش 2-5شکل

 

 دهد.نشان می بعد از رسیدن به حالت پایدار نهایی، را  در ارتفاع  دما توزیع ،سازی عددی نتیجه مدل  3-5 شکل

 
 رسانش- توزیع دما در ارتفاع برای مسئله انتقال حرارت همرفت  3-5شکل 
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در هر دو شرط مرزی خطی و تناوبی، تطابق خوبی با   MS و  DNSشود، نتایج مدل  طور که ملاحظه میهمان

، توزیع دما در ارتفاع به صورت  ( case I)  در شرایط رسانش به تنهایی  3-5  شکل  اساسبر    ی مرجع دارند.مطالعه 

، شیب توزیع دما در نواحی پایینی محیط زیاد ( case II)هت با رسانشج است اما با حضور ترم همرفت همخطی  

  یابد. دهد که با حضور ترم همرفت گرمای بیشتری انتقال می یابد که این نشان می تر افزایش میسریع شده و دما  

شده و دما در    معکوساین روند  (  case IIIشود)همچنین وقتی ترم همرفت در خلاف جهت رسانش اعمال می

 گیرد. نواحی پایینی مقادیر کمتری به خود می

 

 ( THM)1مسئله تحکیم ابوستیت  3-5

پیش از  دما خواهد بود که  غیر هم   اشباع در شرایط  مسئله تحکیم در یک ستون خاکدومین مسئله مورد بررسی،  

در این مثال یک  مورد بررسی قرار گرفته است.    [13]شرفلرلوئیس و    توسط  و همچنین  [51]ابوستیت توسط    این

 ترتیب به    اولیه محیط  و فشار  دماتغییر مکان،  در نظر گرفته شده است.  متر    2متر و عرض    7ستون خاک به ارتفاع  

𝒖0 = 𝑇0  و  0 = 𝑃0  و  ℃ 0 = اعمال شده    1000𝑃𝑎  لدمعا  فشارو همچینن    ℃50دمای  هستند. در مرز بالا    0

صفر    ،حرارتافقی مهار شده و شار  در مرزهای جانبی تغییر مکان  .  شودانجام می   ز این مرز  و زهکشی ا  است 

همچنین مرزهای جانبی و  .  است صفر  حرارت  و شار  تغییرمکان افقی و قائم مهار شده    نیز  . در مرز پایینیاست 

مشخصات    2-5جدول    ایی در محیط برقرار است.یدر این مسئله تعادل شیم  اند.ناپذیر در نظر گرفته شده پایینی نفوذ 

 .دهدمحیط را نشان می 

 
 مشخصات محیط در مسئله ستون خاک اشباع  2-5جدول 

 مقدار  مشخصات ماده 

𝐸 مدول الاستیسیته  = 6 × 106𝑃𝑎 

𝑣 پوآسون ضریب  = 0 ⋅ 4 

𝑛 نسبت تخلخل  = 0.5 

𝛼 ضریب بیو = 1 

𝑘 نفوذپذیری ذاتی  = 4.64 × 10−17 𝑚2 

𝜇𝑤 گرانروی دینامیکی سیال = 1.157 × 10−8 𝑃𝑎 ⋅ ⅆ𝑎𝑦 

 
1 Aboustit 
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𝜌𝑠 چگالی جامد  = 2000 𝑘𝑔 ∕ 𝑚3 

𝜌𝑓 چگالی سیال  = 1000 𝑘𝑔 ∕ 𝑚3 

𝜅 هدایت گرمایی موثر ظرفیت  = 836.8 𝐽 (ⅆ𝑎𝑦⁄ .𝑚℃) 

aνe(ρc) ظرفیت گرمایی حجمی متوسط   = 167360 𝐽 (⁄ 𝑚℃) 

βs ضریب انبساط حجمی جامد = 9 × 10−7   1 ∕ ℃ 

β𝑓 ضریب انبساط حجمی سیال  = 0   1 ∕ ℃ 

 

گرهی و  هشت  برای تغییر مکان، از المان    در این مدل،   در نظر گرفته شده است.المان مربعی    DNS  10در مدل  

  100المان چهار گرهی برای ماکرو و    MS  10در مدل    گرهی استفاده شده است.چهاربرای فشار و دما از المان  

توزیع المان و شرایط مرزی را در دو مدل    4-5شکلالمان چهار گرهی برای میکرو در نظر گرفته شده است.  

 . دهدنشان می

 
 
 

 

 
 )ب( )الف( 

  MS  بندی مدل)ب( مش DNS  بندی مدل)الف( مشبندی مسئله ابوستیت  هندسه و مش 4-5شکل
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نتایج دو    شود،همانطور که ملاحظه می   ارائه شده است.  5-5شکل    در  در چند ارتفاع  بر حسب زمانتوزیع دما  

 . تطابق مناسبی با پژوهش مرجع دارد MSو  DNSمدل 

 

 
 مسئله تحکیم در ستون خاک اشباع  برایزمان توزیع دما در  5-5شکل 

 

کند و به به علت وجود گرادیان حرارتی در محیط، دما از نقاط بالایی شروع به افزایش می  5-5شکل  بر اساس  

یابد که دما در تمام محیط به  رسد. این روند تا جایی ادامه می تدریج اثر این گرادیان به نقاط با ارتفاع کمتر می 

 دما شوند. تعادل رسیده و همه نقاط هم

 تاریخچه زمانی فشار در چند ارتفاع قابل مشاهده است. نتایج 6-5شکل در 
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 در زمان برای مسئله تحکیم در ستون خاک اشباع فشار توزیع  6-5شکل 

 

باره به  دامنه به یک ای در تمام نقاط  در مرز بالایی، فشار آب حفره  Pa  1000ی  نیروبا اعمال    6-5شکل  مطابق  

Pa  1000  تا به مقدار اولیه صفر   یابد، سپس با گذشت زمان به علت زهکشی مرز بالا، فشار کاهش میرسدمی

 کنند.نقاط نزدیکتر به مرز زهکشی )مرز بالا( زودتر کاهش فشار را تجربه میاین نکته واضح است که  برسد.  

چنین یابد. هم تری کاهش می ی با ارتفاع بیشتر در زمان کوتاه نقطه   ، فشار دردست آمده  بنابراین مطابق نتایج به 

 با نتایج پژوهش مرجع، قابل قبول است. MSو  DNSتطابق نتایج مدل 

لازم به توضیح    ارائه شده است.  7-5شکل    درهای مختلف برای چند ارتفاع مشخص  در زماننتایج جابجایی  

شبه استاتیکی حل شده در حالی که در این پژوهش    فرمتعادل مکانیکی در  است که در پژوهش مرجع، معادله  

  جابجایی این معادله لحاظ شده است. بر این اساس اختلاف کمی در نتایج    فرم دینامیکی  (25-3)ی  معادله مطابق  

 همچنین مطابق مقاله مرجع مقادیر مطلق جابجایی)بدون علامت( در اینجا گزارش شده است. شود.ملاحظه می 
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 در زمان برای مسئله تحکیم در ستون خاک اشباع   جابجایی مقادیر مطلق 7-5شکل 

 

 103افتد ولی در زمان  اعمال نیرو در مرز بالایی اتفاق می  جابجایی ناشی ازمقدار مطلق  افزایش    7-5شکل    مطابق

تا جایی    شودکاهشی میجابجایی    تاثیر کرنش حرارتی زیاد شده و  یابدمی  محسوسی  دما در این نقاط افزایشکه  

 رسد.و محیط به شرایط پایدار می   شدهکه بعد از به تعادل رسیدن دما، این کاهش میزان جابجایی نیز متوقف  

 .شودقابل قبول ارزیابی می در جابجایی نیز    MS و DNSمدل  نتایجچنین تطابق هم

 

 ( THMC  و  HMC)ستون الاستیک ناهمگن     4-5

شود. در دامنه این ستون دوایری به شعاع  مدل می متر    0.05در    1در این مثال یک ستون الاستیک ناهمگن به ابعاد  

0.015m  ها با هم متفاوت  های ماده در داخل و خارج این دایره ویژگیت که  به صورت منظم توزیع شده اس
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ها با عنوان  و ماده داخل دایره   1ها با عنوان ذره ماده خارج از دایره دهند.  هستند که ناهمگنی مسئله را تشکیل می

و بدون در نظر گرفتن    در مرز بالایی  اول با یک بارگزاری شیمیایی  حالت این مسئله در    شوند.، عنوان می2ماتریس 

دوم با    حالت و در    انجام شده است   [52]شود که در گذشته توسط سعیدمنیر و همکاراناثرات حرارتی حل می

وجود پارامتر حرارت، مشاهده  شود که تاثیر  اضافه شدن اثرات حرارتی و اعمال گرادیان دما در مرز بالایی مدل می

  قابل مشاهده است. 8-5شکل  هندسه و شرایط مرزی مسئله درشود. 

 

 
 

 )ب( )الف( 
 MS)ب( مدل DNSمدل  بندی و شرایط مرزی مسئله ستون خاک ناهمگن )الف(هندسه، مش 8-5شکل

 

 

 
1 Particle 
2 Matrix 
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ای به شعاع  در نظر گرفته شده است که ناهمگنی به صورت دایره متر    0.01در    0.01در این مثال    RVEابعاد  

  MSو    DNSبندی دو مدل  تلاش شده است مش در مقیاس میکرو وجود دارد.  )ب(  8-5شکلمطابق  متر    0.003

بلوک که هر   20شامل    DNSبندی جلوگیری شود. بنابراین مدل  با هم هماهنگ باشند تا از خطای احتمالی مش 

المان چهار   20  با  در مقیاس ماکرو  MSچنین در مدل  سازی شده است. همالمان چهارگرهی گسسته   224بلوک با  

 چهارگرهی مدل شده است.   المان  224 با در در مقیاس میکروو گرهی 

در   مسئله  فیزیکی  است.  3-5جدولمشخصات  زمان    ارائه شده  در  مسئله  این  𝑡در  = 0𝑠  شیمیاییذبارگ  اری 

𝑐معادل  = −2520𝑚𝑜𝑙 ∕ 𝑚3   اری حرارتی معادل ذو بارگ𝑇 = و حل تا    شوددر مرز بالایی اعمال می   ℃ 100

با توجه صحت سنجی این مثال در حالت اول )بدون اثرات حرارتی(  یابد.  رسیدن به یک حالت پایدار ادامه می 

 انجام شده است.  DNSبا مدل به نتایج مطالعه مرجع و در حالت دوم )با لحاظ اثرات حرارتی( 

 

 مشخصات محیط در مسئله ستون خاک ناهمگن  3-5جدول

 ماتریس ذره  مشخصات ماده 

𝐸 (𝑃𝑎 1.85مدول الاستیسیته )  × 1012 1.85 × 109 

 𝑣 0.22 0.22ضریب پوآسون  

 𝑛 0.1 0.3  نسبت تخلخل

𝐾𝑐 (𝑃𝑎) 1.1 مدول بالک  × 1012 1.1 × 109 

 𝜆 0.4 0.3ضریب بازتاب  

𝐷𝑐(𝑚  ضریب انتشار محیط
2 ∕ 𝑠) 6 × 10−8 6 × 10−6 

.𝑘(𝑚3نفوذپذیری ) 𝑠/𝑘𝑔  3.33 × 10−18 3.33 × 10−16 

𝑘𝑔 (𝜌𝑠)  چگالی جامد ∕ 𝑚3 20000 2000 

𝑘𝑔 (𝜌𝑓) چگالی سیال ∕ 𝑚3 1100 1100 

𝑥𝑠  شوندهکسر جرمی حل
0 0.1 0.1 

𝑥𝑤 کسر جرمی حلال
0 0.9 0.9 

𝑚𝑠(𝑘𝑔  شوندهجرم مولی حل ∕ 𝑚𝑜𝑙) 0.0585 0.0585 

𝑚𝑤(𝑘𝑔 جرم مولی حلال ∕ 𝑚𝑜𝑙) 0.018 0.018 

 𝛼 0.8 0.95ضریب بیو  

 𝛼𝑐 0.9 0.968 ضریب بیو تحت شرایط غلظت ثابت 

 𝜆𝑎 0.7 0.8شیمیایی -ضریب بازتاب مکانیکی 

 𝐵𝐶 0.915 0.876   ای اسکمپتونضریب فشار حفره

 𝜆𝑏 0.7 0.8شیمیایی -ضریب بازتاب هیدرولیکی
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𝑐𝑠(𝐽ظرفیت گرمایی ویژه جامد  𝑘𝑔⁄ ℃) 0.301 0.201 

𝑐𝑓(𝐽ظرفیت گرمایی ویژه سیال  𝑘𝑔⁄ ℃) 0.201 0.201 

 𝜅(𝑊/𝑚 ℃) 0.26 2.6هدایت گرمایی موثر  ضریب 

βs  (1 ضریب انبساط حجمی جامد ℃⁄ ) 0.3 × 10−6 0.9 × 10−6 

β𝑓  (1ضریب انبساط حجمی سیال  ℃⁄ ) 1 × 10−5 1 × 10−5 

 

)ب(  8-5شکلکه موقعیت آن در    Aدر نقطه    بر حسب زمان  تغییرات پارامترهای اصلی ماکرونتایج    9-5شکل  

 .دهدرا نشان می ،مشخص شده است 

 

  
 )الف( 

 

 )ب(
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 )د(                             (ج)                           

)الف(    MS و    DNSسازی  ، مقایسه نتایج مطالعه مرجع با مدلAتغییرات پارامترهای ماکرو بر حسب زمان در نقطه     9-5شکل  

 شونده حلای، )ج( دما، )د( غلظت ماده  شار آب حفرهف  )ب( ،جابجایی قائم

       

از    اسمزی  جریاندر مرز بالا، یک    شوندهماده حل  اختلاف غلظت گرمایی وجود ندارد، در اثر  در حالتی که اثرات  

بر    104𝑠  حدودی  فشار در زماناین    شود.غلظت کمتر )خارج از دامنه( به غلظت بیشتر )داخل دامنه( ایجاد می 

ر مکان  یاین تورم یا به عبارتی تغی  .شودرسد که باعث تورم در این نقطه میمی  Aبه نقطه  (  ج)9-5شکل  اساس  

اختلاف دما   در حالت دوم با حضور اثرات گرماییانطباق دارد.    )الف( 9-5شکل    در   مدل عددی مثبت با نتایج  

به نقطه    102𝑠در زمان حدودی    )د( 9-5شکل    بر اساس  این شار  شود که  باعث ایجاد شار حرارتی در دامنه می 

A  ی افزایش تغییر مکان در این محدوده  شودمیدر این نقطه باعث ایجاد کرنش حرارتی  . افزایش دما  رسدمی

در  افزایش تغییرمکان متوقف شده تا    A  نقطهپایداری دما در  زمانی حاکی از این کرنش حرارتی است. بعد از  

بناراین افزایش تغییر مکان    و جابجایی دوباره افزایشی شود.، فشار اسمزی به این نقطه برسد    104𝑠ی  محدوده 

تطابق بیشتری با نتایج  شرط مرزی تناوبی    )الف(9-5شکل  مطابق    این محدوده ناشی از فشار اسمزی است.در  

 دارد.  DNSمدل 

ایجاد تغییر مکان مثبت ناشی از کرنش حرارتی، فشار  به دلیل    102𝑠ی زمانی  )ب( در محدوده 9-5شکل  مطابق  

و با توجه به ثابت بودن تغییر   104𝑠ی  ایجاد فشار اسمزی منفی در محدوده یابد، سپس با  سیال نیز افزایش می 

. بعد از به تعادل رسیدن غلظت در خارج شودای نزولی میلحظات اولیه، برای حفظ تعادل، فشار حفرهمکان در 

 به مقدار تعادلی صفر برسد. ای افزایشی شده تا و ایجاد تنش در محیط، فشار حفره و داخل دامنه، 
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همانطور که قبلا بیان شد، در پژوهش مرجع در معادله تعادل غلظت حل شونده، اثر ترم همرفت لحاظ نشده  

الی که در پژوهش حاضر به دلیل اینکه این ترم در معادله تعادل انرژی داخلی لحاظ شده است، برای  ح در است 

)ج(  9-5شکل  با توجه به  هماهنگی بین معادلات، در معادله شیمیایی نیز اثر این ترم در نظر گرفته شده است.  

ای نسبت به نتایج پژوهش مرجع ندارد  حضور ترم همرفت در این مسئله تاثیر قابل ملاحظه شود که  مشاهده می 

این نشان می  نتایج تغییرات غلظت قابل  دهد  که  این پژوهش، در  پایین سیال در  فرض جریان آرام و سرعت 

 مشاهده است. 

 

  

 )ب( )الف( 

 

 

 

 
 )د(  )ج( 
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 )و( ()ه 

  
 )ح(  )ز(

بر حسب زمان به تفکیک ماتریس و ذره،  شونده در بلوک میانی ای، دما و غلظت حلمیانگین جابجایی قائم، فشار حفره 10-5شکل

 MSو DNS مقایسه مدل 

   MSو    DNSدر دو مدل    در بلوک میانی شونده  ای، دما و غلظت حلتغییرمکان، فشار حفرهمیانگین    10-5شکل

کرو در مدل  مشخص شده است. میانگین پارامترهای ما)ب(  8-5شکل  دردامنه مسئله    است. محل این بلوک در

DNS است و در   به تفکیک ماتریس و ذره انجام شده به صورت میانگین مقادیر در نقاط گرهی در بلوک مذکور

نتایج دو مدل نشان    مربوط به این بلوک است. مقایسه  RVE  گرهی  به صورت میانگین پارامترها در نقاط  MSمدل  

 شود که نتایج ماتریس و ذره برای پارامترهای اصلیچنین مشاهده میهم  از تطابق مناسب نتایج دارد.



85 

 

های ضعیف بین  توان نتیجه گرفت، مسئله تحت تاثیر ناپیوستگی می از این تساوی نتایج  که  ماکرو یکسان است  

 .ماتریس و ذره قرار نگرفته است 

 
MS-PBC MS-LBC DNS  

   

 

 

𝑈𝑦(𝑚) 

   

 

 

𝑃(𝑃𝑎) 

   

 

 

 𝑇(℃) 

  
 

  

 

c 
(mol/

m3) 

ای، دما و غلظت  های جابجایی، فشار حفرهمیدانبرای پارامترهای    MS-PBCو    MS-LBCو    DNSنتایج مدل    مقایسه  11-5شکل

 میانی شونده در بلوک حل
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دما    و  104𝑠و غلظت حل شونده در بلوک میانی در زمان    ایبررسی میدان جابجایی، فشار حفره  11-5شکلدر  

5در زمان   × 102𝑠   شود که نتایج مدل  دست آمده مشاهده می انجام شده است. با توجه به نتایج بهMS    با شرط

چنین وجود ناهمگنی در مسئله خصوصا در میدان جابجایی دارد. هم  DNSمرزی تناوبی تطابق بهتری با مدل  

 مشهود است. 

 ( THMC)محیط الاستیک دوبعدی با اثرات گرمایی  5-5

تا کارایی کد رایانه مبه عنوان اخرین مثال، یک محیط دو بعدی   به ای در یک مسئله نزدیک دل شده است  تر 

شکل فرض گردیده است که شار سیال از مرز سمت   Lیک محیط    مدل شود. در این مثال،تر  و پیچیدهواقعیت  

و همچنین گرادیان حرارت و غلظت بین دو   گرددمی  خارجو از مرز بالایی    وارد شده  12-5شکلمطابق    چپ 

دهد سیال ورودی خالص نبوده و با محیط اختلاف غلظت و که نشان می   شده است مرز چپ و بالایی اعمال  

  گردد. خارج می   yوارد شده و از جهت    xدر این مثال شار و گرادیان در دامنه در جهت    .چینن اختلاف دما داردهم

 3در  3متر و ابعاد داخلی    5در    5شکل به ابعاد خارجی    Lی این مثال یک محیط  هندسه طور که گفته شد  همان

مرز پایینی توزیع شده است.  12-5شکل است که مطابق متر  0.075های به شعاع دامنه دارای ناهمگنیمتر است. 

اند.  و مرز میانی افقی برای جابجایی قائم و مرز سمت راست و مرز میانی عمودی برای جابجایی افقی بسته شده

در این مثال نیز صحت سنجی   اند.تمام مرزها غیر از مرز سمت چپ و مرز بالایی، نفوذ ناپذیر و عایق فرض شده 

 DNSبندی مدل  و مش   شرایط مرزی مسئله  ، هندسه  مستقیم انجام شده است.تحلیل چندمقیاسی به وسیله تحلیل  

المان   132بلوک شامل    DNS  ،256در مدل    .شده است نشان داده    12-5شکلدر      MSبندی مدل  چنین مشو هم

مدل   در  و  است  شده  لحاظ  ماکرو    MSچهارگرهی  مقیاس  میکرو    و  المان  64در  برای    132درمقیاس  المان 

در نظر    0.03متر با شعاع ناهمگنی    0.1در    0.1در این مسئله    RVEسایز   سازی دامنه، استفاده شده است.گسسته 

   گرفته شده است.
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 )الف( 

 
 )ب(

 MSمدل )ب( DNSدوبعدی )الف(مدلبندی و شرایط مرزی مسئله هندسه، مش 12-5شکل
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 ارائه گردیده است. 4-5جدول در های محیط سئله در شرایط کرنش مسطح حل شده است و ویژگی م

 
 مشخصات فیزیکی محیط در مسئله دو بعدی 4-5جدول

 ماتریس ذره  مشخصات ماده 

𝐸 (𝑃𝑎 3مدول الاستیسیته )  × 1012 3 × 108 

 𝑣 0.3 0.3ضریب پوآسون  

 𝑛 0.1 0.3  نسبت تخلخل

𝐾𝑐 (𝑃𝑎) 2.5 مدول بالک  × 1012 2.5 × 108 

 𝜆 0.4 0.3ضریب بازتاب  

𝐷𝑐(𝑚ضریب انتشار محیط  
2 ∕ 𝑠) 6 × 10−9 6 × 10−6 

.𝑚3)نفوذپذیری ) 𝑠/𝑘𝑔 𝑘 1 × 10−16 1 × 10−13 

𝑘𝑔 (𝜌𝑠)  چگالی جامد ∕ 𝑚3 20000 2000 

𝑘𝑔 (𝜌𝑓) چگالی سیال ∕ 𝑚3 1100 1100 

𝑥𝑠شونده  کسر جرمی حل
0 0.1 0.1 

𝑥𝑤کسر جرمی حلال 
0 0.1 0.9 

𝑚𝑠(𝑘𝑔شونده  جرم مولی حل ∕ 𝑚𝑜𝑙) 0.0585 0.0585 

𝑚𝑤(𝑘𝑔جرم مولی حلال  ∕ 𝑚𝑜𝑙) 0.018 0.018 

 𝛼 0.8 0.95ضریب بیو  

 𝛼𝑐 0.9 0.968ضریب بیو تحت شرایط غلظت ثابت 

 𝜆𝑎 0.7 0.8شیمیایی -ضریب بازتاب مکانیکی 

 𝐵𝐶 0.915 0.876   ای اسکمپتونضریب فشار حفره

 𝜆𝑏 0.7 0.8شیمیایی -ضریب بازتاب هیدرولیکی

𝑐𝑠(𝐽ظرفیت گرمایی ویژه جامد  𝑘𝑔⁄ ℃) 1369.7 878 

𝑐𝑓(𝐽ظرفیت گرمایی ویژه سیال  𝑘𝑔⁄ ℃) 4180 4180 

 𝜅(𝑊/𝑚 ℃) 16.74 837هدایت گرمایی موثر  ضریب 

βs  (1ضریب انبساط حجمی جامد  ℃⁄ ) 3 × 10−5 9 × 10−5 

β𝑓  (1ضریب انبساط حجمی سیال  ℃⁄ ) 1 × 10−4 1 × 10−4 

 

)ب( مشخص 12-5شکلها در  و بلوک هدف که محل آن   Bو    Aای پارامترهای اصلی ماکرو در نقاط  نتایج مقایسه 

ارائه    A  یدر نقطه   ، دما و غلظت ایفشار آب حفره  تغییرات  13-5شکلشود. در  میشده است، به تفکیک ارائه  

 شده است.  
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 )ب( )الف( 

 

 

  )ج( 
 DNSمدل  در    Aی  بر حسب زمان در نقطه   ،شونده)ج( غلظت حل،  )ب( دما  ،ایفشار حفرهنمودار )الف(مقایسه نتایج    13-5شکل

 MS و

 

 1ⅆ−10  ی زمانیچنین افزایش دما در محدوده به محیط و همبا ورود شار سیال از مرز چپ   13-5شکل بر اساس  

ی حل شونده غلظت ماده   مثبت   چنین به علت گرادیان. همشودی زمانی میباعث افزایش فشار در این محدوده 

شود. این امر باعث کاهش فشار در شونده از محیط شروع می برای برقراری تعادل، خروج ماده حلدر مرز چپ،  

علت شار دائمی سیال    هاین اتفاق مشهود است. ب  101ⅆی زمانی  در محدوده )الف(  13-5شکل محیط شده که در  

)الف(  13-5شکل گردد که این نیز در  فر بر نمی صرسد و به مقدار اولیه  در این نقطه، فشار به زهکشی کامل نمی
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قابل    نتایج این نقطه،با هر دو شرط مرزی خطی و تناوبی در    MSو    DNSتطابق نتایج مدل  قابل مشاهده است.  

 قبول است.

 

  
 )ب( )الف( 

  
 )د(  )ج( 

ی بر حسب زمان در نقطه  ،شونده(غلظت حلد)  ،(دماج)  ،ایفشار حفره(ب))الف(تغییر مکان افقی،  مقایسه نتایج نمودار    14-5شکل

B  در مدلDNS و MS 

 

اسمزی شده و تغییر    فشار  افزایش  باعث   Bی  شونده در نقطه ی حلافزایش غلظت ماده  )د( 14-5شکل  بر اساس

و افزایش فشار   )الف( 14-5شکلدر    100ⅆی زمانی  کاهش تغییر مکان در محدوده  شود.مکان منفی ایجاد می 

 ناشی از این افزایش فشار اسمزی است.)ب( 14-5شکل مطابق ی زمانی ای در همین محدوده حفره
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، کرنش  )ج( 14-5شکلمطابق    ،رسیدن دما به بیشینه مقدار خود در این نقطه، بر اثر  با به تعادل رسیدن غلظت   

و هم چنین با توجه به گذشت زمان    شودخود رسیده و تغییر مکان مثبت ایجاد می نیز به بیشینه مقدار  حرارتی  

و تغییر      شده  یفشار کاهش  )ب( 14-5شکلمطابق    101ⅆی زمانیدر محدوده   نسبتا طولانی، و زهکشی محیط،

اختلاف فشار در ابتدای حل و انتهای  یابد.  افزایش می  ی زمانی، همین محدوده)الف(    14-5شکلمطابق  ن  مکا

قابل مشاهده   )ب( 14-5شکل  در   وجود شار دائمی سیال، مورد انتظار است کهحل )حالت پایدار نهایی( با توجه به  

 است.

در بلوک  ای، دما و غلظت  پارامترهای اصلی مسئله شامل تغییرمکان، فشار حفره  میانگین حجمی  در ادامه نتایج

، در  برای ماتریس و ذره به صورت جداگانه    ،مشخص شده است   12-5شکل که محل این بلوک در    مورد نظر

  DNSطور که گفته شد، در مدل همان اند. با هم مقایسه شده با دو شرط مرزی خطی و تناوبی  MSو  DNSمدل 

حجمی این مقادیر  میانگین    MSهای حاضر در بلوک مورد نظر محاسبه شده است و در مدل  میانگین حجمی گره

   گیری شده است.المان ماکرو این بلوک به صورت مجزا محاسبه شده و میانگین  RVEدر چهار 

 

  
 )ب( )الف( 

ماتریس و  )الف(در  میانگین حجمی جابجایی قائم    با شرط مرزی خطی و تناوبی برای   MSو    DNSمقایسه نتایج مدل    15-5شکل

 برای بلوک مورد نظر در دامنه مسئله  ذره)ب(

 

شود که مشاهده می  دهد.میانگین حجمی جابجایی قائم در ماتریس و ذره در بلوک هدف را نشان می  15-5شکل

نتایج شرط مرزی تناوبی تطابق بهتری با نتایج تحلیل مستقیم دارد. هم چنین به علت پیوستگی ماتریس و ذره 

 مقادیر تغییر مکان در این دو ناحیه کاملا مطابق هم هستند.
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 (ب) ( الف)

  
 ( د) ( ج)

  
 (و) (ه )

ای، )ج(  )الف( و )ب( فشار حفرهبا شرط مرزی خطی و تناوبی برای میانگین حجمی   MSو  DNSمقایسه نتایج مدل  16-5شکل 

 در دامنه مسئله  هدف،در ماتریس و ذره برای بلوک  شونده،( و )و( غظلت حلدما، )هو )د( 



93 

 

ای، دما و غلظت در بلوک هدف برای ماتریس و ذره به صورت فشار حفرهمیانگین حجمی برای    16-5شکل  در  

ی پارامترهای اصلی ماکرو، در ماتریس و ذره منطبق هستند مطابق انتظار این نتایج برای همه مجزا رسم شده است.  

با دو شرط مرزی خطی و تناوبی با نتایج    MSنتایج مدل  همچنین تطابق    که نشان از پیوستگی این دو ناحیه دارد.

 شود.مناسب ارزیابی می DNSمدل 

چهار معادله حاکم مسئله در بلوک هدف و به صورت مجزا برای ماتریس و   هر  نتایج شار برای  این قسمت در  

میانگین حجمی برای بلوک هدف به صورت    DNSدر اینجا نیز مانند نمودار قبل، در مدل    ذره رسم شده است.

های متناظر المان ماکرو در این   RVEبه صورت میانگین حجمی در    MSمجزا برای ماتریس و ذره و در مدل  

، شار هر ذرهماده در دو ناحیه ماتریس و  های  ویژگی  . با توجه به تفاوت محسوس بینانجام شده است   بلوک،

 دهد که ناهمگنی بر روی شارها تاثیر زیادی دارند. این نشان می چهار معادله نیز در این نواحی متفاوت هستند

 

  
 )ب( )الف( 

 ذره)ب(  ماتریس و)الف(شار قائم معادله مکانیکی )تنش قائم( در بلوک هدف برای  برای    MS و  DNSمقایسه نتایج مدل    17-5شکل

 

نتایج شار قائم معادله مکانیکی یا به عبارت دیگر تنش قائم در ماتریس و ذره را در بلوک هدف نشان   17-5شکل

  های ماده کاملا ویژگیشود، رفتار تنش قائم در این دو ناحیه به علت تفاوت در  دهد. همان طور که مشاهده میمی

 . متفاوت بوده است  تغییرات، هم در رفتار و هم در اوردرِ
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 )ب( )الف( 

سیال( در بلوک هدف برای )الف(ماتریس و    قائم  معادله سیال )سرعتقائم  برای شار    MS و  DNSمقایسه نتایج مدل    18-5شکل

 )ب(ذره 

 

شار قائم معادله سیال یا به عبارتی سرعت سیال در راستای قائم رسم  برای    MSو    DNSنتایج مدل    18-5شکل

پارتیکل اس  500تقریبا  شود سرعت در ماتریس  شده است. همانطور مشاهده می اینکه برابر  به  با توجه  ت که 

 باشد. نفوذپذیری پارتیکل بسیار کمتر از ماتریس است، منطقی می

  
 )ب( )الف( 

 بالانس انرژی در بلوک هدف برای )الف(ماتریس و )ب(ذره  معادله برای شار قائم MS و DNSمقایسه نتایج مدل  19-5شکل
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نتایج میانگین حجمی شار قائم معادله بالانس انرژی داخلی ارائه شده است. در اینجا نیز به علت   19-5شکلدر  

اختلاف در ضریب هدایت گرمایی در دو ناحیه ماتریس و ذره، این دو نمودار در اوردر تغییرات با هم تفاوت 

 دارند. 

  
 )ب( )الف( 

در بلوک هدف برای )الف(ماتریس و   شوندهتعادل غلظت حلبرای شار قائم معادله    MS و  DNSمقایسه نتایج مدل    20-5شکل

 )ب(ذره 

 
در بلوک هدف نشان  مقایسه نتایج شار قائم معادله تعادل غلظت حل شونده برای ماتریس و ذره را    20-5شکل

و همچنین نفوذپذیری و ضریب بازتاب،   دهد. در این نمودار نیز به علت تفاوت در ضریب هدایت شیمیاییمی

 شار شیمیایی در پارتیکل بسیار کمتر از ماتریس است.

این است که مقادیر شار از مشتق پارامترهای اصلی  در نمودارهای ارائه شده در این قسمت، علت افزایش خطا  

مشاهده  در این نمودارها    عملیات عددی، باعث افزایش خطا شده است. هم چنیناند که این  در دامنه، محاسبه شده 

نسبت به   شد که تطابق نتایج شرط مرزی تناوبی با حل مستقیم بیشتر است و شرط مرزی تناوبی خطای کمتری

 دارد.   شرط مرزی خطی

پایدار نهایی رسم شده  و غلظت برای کل دامنه در حالت    فشار، دما  ،های تنش موثر قائممیدان  21-5شکلدر  

اثرات ناهمگنی است این میدان در مدل گر بیان DNSدر حالیکه تغییرات تنش موثر قائم در دامنه در مدل است. 

MS    اینگونه نیست چرا که در مدلMS  شود. با این حال روند تغییرات  در ماکرو یک دامنه همگن فرض و حل می

 خوانی دارد.تنش موثر قائم در دو مدل یکسان بوده و با هم هم
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MS-PBC MS-LBC DNS  
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 برای میدان تنش موثر قائم، فشار، دما و غلظت در لحظه پایدار  MSو  DNSمقایسه نتایج مدل  21-5شکل
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تطابق مناسبی دارد و خطا در شرط  MS  و  DNSنتایج میدان فشار، دما و غلظت در دو مدل  21-5شکل مطابق 

 .مرزی تناوبی کمتر است 

اثرات   DNSرسم شده است. در مدل  MSو  DNSمیدان سرعت در کل دامنه در دو مدل  22-5شکلدر 

اثرات  مطابق با حل یک میدان همگن در مقیاس ماکرو،  MSناهمگنی در میدان سرعت مشهود است و در مدل 

 . که با فرض روش چندمقیاسی مطابقت دارد شودناهمگنی در سرعت در این مقیاس مشاهده نمی
 

 
 )الف( 

 

 
 )ب(

 MSدر مدل  ، )ب( DNSدر مدل  بردار سرعت در دامنه مسئله در حالت پایدار نهایی )الف( 22-5شکل
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سیال کمتری موفق به نفوذ  شود که به علت نفوذ پذیری بسیار پایین در پارتیکل،  مشاهده می)الف(  22-5شکلدر  

چنین در نتایج هر دو مدل تغییر جهت  زند. همسیال دور می،  هابرخورد با مرز پارتیکلبه این ناحیه شده و در  

 ، منطقی است. مسئله دسه و شرایط مرزینو عمودی دامنه مشهود بوده که با توجه به ه های افقی سرعت در بال 
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 نتیجه گیری و ارائه پیشنهادها  :6فصل 

 گیری نتیجه  1-6

چندمقیاسی   روش  کارایی  پژوهش  این  شیمیایی  در  و  هیدرومکانیکی  حرارتی،  فرآیندهای  محیط در  های  در 

های مختلف  کاربرد و اهمیت این گونه از فرآیندها در زمینه مورد بررسی قرار گرفت. در ابتدا  متخلخل ناهمگن  

و ... مورد توجه قرار گرفت. سپس با ارائه   های زمینای، بافت های هسته دفن زبالههای بایولوژی،  اعم از محیط 

بالانس انرژی  پرداخته شد. این معادلات شامل معادله تعادل مکانیکی، تکانه خطی سیال،  معادلات حاکم بر مسئله  

های کوچک و برای  تغییر شکل  الاستیک و  برای اسکلت جامد فرضداخلی و تعادل غلظت حل شونده هستند.  

آیند همرفت و رسانش در محیط در نظر  دو فر و غلظت حل شونده، انتقال حرارت در و  سیال فرض جریان آرام 

فشار   تنش ناشی از کرنش حرارتی،  تنش کل در این پژوهش شامل تنش موثر مربوط به اسکلت جامد،  .گرفته شد

قانون دارسی برای سرعت سیال  است. ای و فشار اسمزی ناشی از تفاوت غلظت حل شونده در محیط آب حفره

 . با توجه به اثرات گرادیان غلظت، اصلاح شد

های چند مقیاسی است،  سازی مرتبه اول که از دسته روشهمگنبرای لحاظ اثرات ناهمگنی در محیط از روش  

ماکرو یک محیط همگن مدل شده مقیاس  این روش در  المان   استفاده شد. در  با  سازی  های درشت گسسته و 

ناهمگنی  شودمی می و  دیده  میکرو  مقیاس  در  صرفا  میکرو،  .  شوندها  مقیاس  در  مرزی  مقدار  مسئله  حل  با 

های نسبتا درشت  در این پژوهش ناهمگنیذکر این نکته ضروری است که  شوند.  پارامترهای ماکرو محاسبه می

نتایج چندمقیاسی  ها را با روش مستقیم حل کرد تا زمینه برای صحت سنجی  مسئله در دامنه لحاظ شد تا بتوان  

حل مسئله به روش   های ریز در مسائل واقعی، عملا امکانفرض ناهمگنیفراهم باشد. این در صورتی است که با  

 شود. های چند مقیاسی بسیار ضروری میو نیاز به روش مستقیم وجود ندارد

سازی دامنه در هر دو فرم ضعیف معادلات حاکم در دو مقیاس با استفاده از روش گالرکین استخراج شد. گسسته 

با روش نیومارک اصلاح شده انجام    سازی زمانیگسسته   ،مقیاس با استفاده از روش المان محدود انجام گرفت 

نحوه اعمال شرط مرزی خطی و    رافسون انجام گرفت.  -سازی معادلات با استفاده از روش نیوتونو خطی  شد

از  روابط  استخراج  تناوبی، در مقیاس میکرو به طور مفصل مورد بحث قرار گرفت و   ماتریس ژاکوبین ماکرو 

کامل   جزییات  با  میکرو  گرفت پارامترهای  قرار  بررسی  به   .مورد  روابط  آمده  سپس  متلب دست  افزار  نرم  رو 

 سازی شد. پیاده 
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در چهار مثال، با استفاده از نتایج تحلیل مستقیم و همچنین نتایج    روش چندمقیاسی،  ایسنجی کد رایانه صحت 

انجام شد.  پژوهش با سازوکار همرفت و رسانش  های دیگر  انتقال حرارت  مثال اول فرآیند  در یک محیط  در 

بررسی شد مقیاسنتایج  مشاهده شد که  .  همگن  نتایج تحلیل چند  با  تطابق    یتحلیل مستقیم و پژوهش مرجع 

در جهت رسانش، انتقال حرارت با سرعت با حضور ترم همرفت    مشاهده شد که  . در این مثالمناسبی دارند

با اعمال جریان   بلیابد. در مقادر مرز نزدیک به گرادیان فشار، افزایش می بیشتری انجام شده و شیب تغییرات دما  

 یابد. این شیب کم شده و تغییرات دما در مرز بالایی کاهش میهمرفت در جهت مخالف رسانش، 

نیرو گسترده  در مرز بالایی این ستون    دما در یک ستون خاک بررسی شد.غیر هممسئله تحکیم    ،در مثال دوم 

در چند نقطه با ارتفاع   دما  نتایج توزیع   دارای اختلاف دما با محیط فرض شد.اعمال شد و همچینن مرز بالایی  

هم چنین نمودار فشار حاکی از این بود که با اعمال   داشت. DNSمختلف تطابق خوبی با پژوهش مرجع و مدل 

به مقدار    ،ای افزایش یافته و به مرور زمان این فشار زهکشی شده و مقادیرابتدای حل، فشار آب حفرهنیرو در  

همچینن مشاهده شد که اثر کرنش  در این نمودار نیز تطابق مناسبی بین نتایج مشاهده شد.  گردند.  اولیه صفر برمی

ای مثبت،  کامل شدن زهکشی، فشار آب حفره ش تغییر مکان در ابتدای حل شده و سپس با  حرارتی باعث افزای

 شود. مانند دیگر نمودارها، در نمودار تغییر مکان نیز تطابق مناسبی وجود داشت.باعث تغییر مکان منفی می 

ای سنجی کد رایانه ، مطابق با پژوهش مرجع، مدل شد. در ابتدا برای صحت در مثال سوم یک ستون خاک ناهمگن

پارامترهای چابجایی، فشار و غلظت   نتایج  انجام گرفت که  اثرات گرمایی  بدون لحاظ  با تحلیل  تطابق خوبی 

مشاهده  به این مسئله اضافه شد.  پژوهش مرجع داشت. سپس با هدف بررسی اثرات گرمایی، گرادیان حرارت  

به   است   بسیار زیاد  به دلیل ایجاد کرنش حرارتی  ی میانی ستونتغییر رفتار فشار و تغییرمکان در نقطه شد که  

خلاف رفتار قبلی خود، به دلیل ایجاد کرنش حرارتی و تغییر مکان مثبت، ابتدا افزایشی شده  طوری که فشار بر  

چنین تغییر مکان  هم  گیرد.ی میانی ستون، روند کاهشی به خود میی فشار اسمزی بر نقطه و سپس با رسیدن جبهه 

ی میانی و مرز بالایی، این افزایش تغییرمکان دما شدن نقطه افزایش کرده و سپس با هم  تری شروع بهدر زمان سریع 

با تغییرمکان روند افزایشی به خود گرفته تا محیط به حالت پایدار  شود. سپس با رسیدن فشار اسمزی،  متوقف می

چنین با رسم کانتور پارامترهای اصلی مسئله در  با بررسی نمودارهای ارائه شده و هم  در این مثال  نهایی برسد.

 دارد.  DNSمشاهده شد که شرط مرزی تناوبی در شرایط ناهمگن، تطابق بیشتری با مدل بلوک میانی 

ی دو بعدی نیز بررسی شود. در شکل مدل شد تا کارایی کد در یک هندسه  Lدر مثال چهارم یک محیط ناهمگن  

شود و همچینن بین این دو  بالایی خارج می سمت چپ دامنه وارد شده و از مرز  این مثال، جریان سیال از مرز  

دارد.   گرادیان غلظت حضور  گرادیان حرارت و  تاثیر جبمرز  فشار تحت  که  و  ه همشاهده شد  ی وردی سیال 

یابد و بعد از اینکه کرنش حرارتی به بیشینه مقدار خود رسید، فشار تحت  گرادیان حرارت افزایش می چنین  هم
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یابد. نتایج برای پارامترهای اصلی مسئله در  ی حل شونده از محیط، کاهش میتاثیر افزایش غلظت و خروج ماده

مقایسه شد که شرط مرزی تناوبی، خطای کمتری را از خود نشان داد. سپس   DNSدو نقطه رسم و با نتایج مدل  

با انتخاب یک بلوک در دامنه مسئله، نتایج میانگین حجمیِ پارامترهای اصلی در دو ناحیه ماتریس و پارتیکل در 

با هم مقایسه شد. اولا به علت پیوستگی این دو ناحیه مشاهده شد که رفتار پارامترهای اصلی   MSو  DNSمدل  

در این دو یکسان هستند و دوما تطابق خوبی بین نتایج دو مدل مشاهده شد. همین مقایسه برای میدان شار چهار  

های فیزیکی این دو ناحیه، تفاوت در  در این دو ناحیه انجام شد که به علت تفاوت در ویژگی  معادله حاکم مسئله

با رسم کانتورهای پارامترهای اصلی در دو مدل تطابق مناسب    رفتار و مقیاس عددی برای شارها مشاهده شد.

سپس با رسم بردار سرعت   مشاهده شد و همچنین دقت بالاتر شرط مرزی تناوبی در این قسمت نیز مشهود بود.

سیال این ناحیه را دور زده و به  در دامنه مسئله مشاهده شد که به علت نفوذ پذیری بسیار کم در ناحیه پارتیکل، 

 مسیر خود ادامه داده است.

 

 روپیشنهادها و تحقیقات پیش2-6

 شود: رو ارائه می موضوعات زیر خلاءهای باقی مانده  به عنوان پیشنهادها و تحقیقات پیش 

اثرات فشرده پذیری سیال را   -1 آینده  میتوان در تحقیقات  ناپذیر فرض شد.  این تحقیق سیال فشرده  در 

 لحاظ کرد.

در این تحقیق فرض جریان آرام برای سیال در نظر گرفته شد. لحاظ جریان آشفته میتواند کاربردها و  -2

 شمول این مدل را گسترش دهد.

تواند موضوع مهمی در  اثرات ناهمگنی هندسی از جمله ترک، در این تحقیق لحاظ نشده است که می  -3

 ادامه این تحقیق باشد. 

تناوبی در   -4 اعمال شرط مرزی خطی و  از دو روش  این تحقیق فقط  از    RVEدر  استفاده  استفاده شد. 

 مفید باشد.تواند ها میهای دیگر و ارزیابی کارایی و دقت آنروش

توان های بزرگ میهای کوچک در نظر گرفته شد که با فرض تغییر شکلدر این تحقیق فرض تغییرشکل -5

 مدل را ارتقا داد.
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Abstract 

 
In recent years, the analysis of multiphysical media has attracted significant attention due to its 

wide range of applications in engineering sciences, including biological tissues, carbon dioxide 

storage, swelling analysis in reactive soils, nuclear waste disposal, and many other fields. In 

many practical problems, considering the coupled effects of mechanical, hydraulic, thermal, and 

chemical processes is unavoidable, depending on the driving forces and the underlying physics 

of the problem. On the other hand, assuming homogeneity in multiphysical media leads to 

unacceptable errors in the numerical results. Directly incorporating heterogeneity into numerical 

analyses requires considerable computational costs and, particularly in the finite element method, 

necessitates the use of extremely fine meshes, which is often computationally prohibitive or very 

expensive with available computing resources. 
In the present study, the effects of heterogeneity are incorporated into the analysis through a 

multiscale modeling framework. By employing first-order homogenization, the influence of 

heterogeneity is first captured at the microscale, where the fully coupled thermo-hydro-

mechanical-chemical (THMC) governing equations are solved in weak form. Subsequently, 

macroscopic parameters are obtained using averaging principles. Energy consistency between the 

two scales is ensured through the generalized Hill–Mandel principle. Spatial discretization is 

performed using the finite element method, while time discretization is carried out using the 

generalized Newmark scheme. After discretization, the governing equations are linearized using 

the Newton–Raphson method. In the numerical examples presented in this study, the efficiency 

and accuracy of the proposed multiscale approach are evaluated by varying the macroscopic 

mesh size and comparing the results with those obtained from direct numerical simulations. 
 

Keywords: Porous Media, Finite Element Method, Multiscale Modeling, Reactive Soils 
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