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 واد کامپوزیتم -1-1

مواد کامپوزیت با نسبت مقاومت به وزن بسيار مناسب در مقایسه با سایر مواد متداول در صنایع، روز 

شوند که میی نازک ساخته هابه صورت لایه گردد. این مواد معمولاافزوده میبه روز بر کاربردشان 

 باشند.میمد آبسيار کار های نازک و پوستههابه صورت ورق هارفتار این لایه .دارند 1دوسانگرد رفتاری

در اثر عواملی  هادهد، ایجاد ترک است. ترکمیین آسيب در این مواد که در شرایط مختلف رخ تررایج

آن، ایجاد خستگی، رسيدن به تسليم و یا وجود  دهندهچون وجود ضعف اوليه در مقاومت مواد تشکيل

که در اثر  است ایلایهترک بين ،هااز جمله مهمترین نوع ترک شوند.میدر هنگام ساخت حاصل  نقص

به . شودمیدر این مواد ایجاد  ایمانند بارگذاری ضربه هابارهای نوسانی، نحوه توليد و انواع بارگذاری

 رسد.میبسيار ضروری به نظر پدیده این همين علت بررسی 

 

 یافتهعهروش اجزا محدود توس -1-2

مسایل حاوی ترک وجود دارد. از  سازیتحليلی و عددی متفاوتی برای مدلهی تحليلی، نيمهاروش

و  4روش اجزا محدود ،3، روش المان مرزی2توان به روش انتگرال مرزیمیی عددی هاجمله روش

 اشاره کرد. 5ی بدون المانهااخيرا نيز روش

عددی متداول، پرکاربردترین ابزار برای تحليل مسایل  یهاامروزه روش اجزا محدود از بين روش

 در این روش، غالبا مسایل فيزیکی با کمک معادلات دیفرانسيل و یا .مهندسی و فيزیکی شده است

شود. روش حل به این صورت است که مدل به اجزای کوچکتری میکمينه نمودن انرژی پتانسيل حل 

                                                           
1 Orthotropic 
2 Boundary integral method   
3Boundary element method  
4 Finite element method 
5 Meshless method 
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ی مجاور وصل هایی است که از این طریق به المانهادارای گرهشود. هر المان میالمان تقسيم  به نام

 کند.میی مجاور منتقل هایا سایر پارامترها را به المان هاشود و تنشمی

استوار شده است، بنابراین در حل  هاروش اجزا محدود به صورت ذاتی بر اساس پيوستگی المان

 ، تحليل با این روش به سادگی ميسر نخواهد بود.مسایلی که شرایط ناپيوستگی مانند ترک وجود دارد

و  1ی پيوسته ترکهاترک با استفاده از روش اجزا محدود به دو صورت مدل سازیبه طور کلی مدل

در اطراف ناحيه ناپيوسته قرار  هاالمان ناپيوسته، در حالت شود.میانجام  2ی ناپيوسته ترکهامدل

کامل با ترک تطبيق پيدا کند. به علاوه برای دستيابی به شرایط باید به طور   شبکهشوند و میداده 

همچنين در  .ی اطراف نوک ترک تغييراتی ایجاد شودهانوک ترک باید در ساختار المان 3تکينگی

 ی ریز استفاده کرد.هازیاد باشد باید از المان ایدر محدوده هاشرایطی که نرخ تغييرات کميت

در  د.نشومیمدل بدون مدلسازی هندسی ترک  ،یو شرایط تکينگ هاگیپيوسته، ناپيوست حالتدر  

توسط  ،مانند کاهش سختی و مقاومت در یک المان اثرات مکانيکی حاصل از وجود ترک هااین مدل

مزیت عمده این روش اینست که  .شوندمی لحاظ در کل محيط المان شدهیک ميدان معادل توزیع

 باشد.میی مجدد جزیی یا کلی نبندشبکهی به برای مدلسازی گسترش ترک نياز

ميلادی روش اجزای محدود توسعه  1111، برخی محققان در سال شدهبرای غلبه بر مشکلات گفته

پذیرد میانجام  هانظر گرفتن ناپيوستگیی مدل بدون در بندشبکهرا پيشنهاد کردند که در آن  4یافته

 گردد.مدل می هامناسب، ناپيوستگی 5یازسغنیو سپس با کمک گرفتن از برخی توابع 

ی اطراف ترک را افزایش داده و از این طریق شرایط ناپيوسته ها، درجات آزادی گرهسازغنیتوابع  

در اطراف نوک ترک نيز  تکينگیی شرایط سازغنیکنند. با تغيير در نوع تابع میداخل المان را مدل 
                                                           
1 Continuous smeared crack model 
2 Discrete crack model 
3 Singular  
4 EXtended Finite Element Method (XFEM) 
5 Enrichment functions 
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ی مواد یا به عبارتی تغيير فاز نيز با هارات در جنس و ویژگیمدل کردن تغيي ،شود. به علاوهمیفراهم 

مناسب امکان پذیر است. در این صورت هر نوع ناپيوستگی مانند ترک،  یسازغنیاستفاده از توابع 

توان در این روش مدل کرد. به همين علت استفاده از روش اجزای محدود میحفره و تغيير فاز را 

در مواد کامپوزیت بسيار  ایلایهیی که داراست برای تحليل ترک بينهاویژگیتوسعه یافته با توجه به 

 مفيد خواهد بود.

 

 نامهساختار پایان -1-3

به دست  دوسانگردبين دو ماده  ایلایهی جدید مربوط به ترک بينسازغنیتوابع  نامهدر این پایان

ی جدید سازغنیستفاده از توابع یافته با اهآمده است و مدل مربوطه توسط روش اجزای محدود توسع

برای این نوع ترک برآورد  1ی مکانيک شکست چون ضرایب شدت تنشهامدل شده است و پارامتر

 باشد.میمساله حل شده در حالت کلی  دهندهنشان 1-1 شکل شده است.

 
 .بين دو ماده دوسانگرد ایلایهترک بين 1-1شکل 

                                                           
1 Stress intensity factors 

ایلایهترک بين  
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ی کلی هاشود و ویژگیمیبه معرفی مواد کامپوزیت پرداخته در فصل دوم پس از این فصل مقدماتی، 

شود و میمکانيک شکست این مواد پرداخته  گردد و سپس بهمیاین مواد در اثر اعمال بار بررسی 

 د.نگرد، بررسی میدوسانگردروابط مربوط به ترک بين دو محيط 

ین فصل ابتدا مروری مختصر بر یافته تشریح شده است. در اهدر فصل سوم روش اجزای محدود توسع

شود مییافته بيان هشود. سپس رابطه کلی روش اجزای محدود توسعمیبندی واحد انجام روش پيکره

شود. در ادامه چگونگی مدل کردن تغيير میسازی ترک در این روش شرح داده و پس از آن نحوه مدل

در  سازغنی. بعد از آن با معرفی توابع شودمیتوسط این روش توضيح داده  1فاز یا ناپيوستگی ضعيف

مورد  سازغنی، توابع دوسانگرد، و نيز در محيط همسانگردی هاو در بين محيط همسانگردی هامحيط

 گردد.استخراج می دوسانگردنياز مربوط به ترک در بين دو محيط 

ود در امترهای موجپار هسازی روش و همچنين برخی نکات در مورد محاسبپياده در فصل چهارم نحوه

 شود.میمکانيک شکست توضيح داده 

یافته، با هی عددی در زمينه روش پيشنهادی در اجزای محدود توسعهادر فصل پنجم ضمن ارایه مثال

 شود.میدقت و همگرایی روش ارزیابی  هامقایسه روش پيشنهادی با سایر روش

پيشنهادهایی برای کارهای بعدی اختصاص  ی کارهای انجام شده و ارایهبنددر فصل ششم هم به جمع

 دارد.

 ذکر شده است. نامهدر انتها نيز مراجع استفاده شده در این پایان

 

 

 

                                                           
1 Weak discontinuity 
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  مقدمه -2-1

د آمده باشند به شود که از ترکيب دو یا چند ماده متفاوت به وجومیبه موادی گفته  1مواد کامپوزیت

است. امروزه  دهندهی بهتری نسبت به مواد تشکيلهاطوری که ماده ایجاد شده دارای خواص و ویژگی

استفاده از مواد کامپوزیت به علت نسبت مقاومت به وزن بالای این دسته از مواد در مقایسه با سایر 

  ی مهندسی رو به افزایش است.هامواد رایج مورد استفاده در رشته

اند. زمينه هتشکيل شد 3"الياف"و  2"ملات"یا  "زمينه"از دو بخش اصلی   1-2شکل مطابق  این مواد

پذیری در مواد نقش محافظت الياف در برابر عوامل محيطی، انتقال بار به الياف و ایجاد شکل معمولا

مچنين مقاومتی در کامپوزیت را داراست. زمينه، الياف را در امتداد و موقعيت مناسب نگهداری و ه

واد سازنده زمينه به عنوان م هاکند. پليمرها، فلزات و سراميکبرابر انتشار ترک و انهدام آن ایجاد می

بوده که مهمترین  هاکننده ظرفيت باربری کامپوزیتشوند. از طرف دیگر، الياف تعيينمیبه کار برده 

، الياف کربنی، الياف ایتوان از الياف شيشهمی مقاومت و سختی است. از مهمترین الياف هااین ویژگی

 اکسيد آلومينيوم نام برد.

  
 [.1کامپوزیت ] زمينه و الياف در یک ماده 1-2شکل 

                                                           
1 Composite 
2 Matrix 
3 Fibers 
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درصد از  55الی  25بين  میکه به طور عمو ضمن دارایی خصوصيات ميرایی مناسب، هاکامپوزیت

 هاگيری آنو الياف و جهت اسب زمينهبا انتخاب من همچنين .حجم خود سبکترندفلزات متداول هم

 توان ضریب انبساط حرارتی را کم یا زیاد نمود.می

ین اشکال مواد کامپوزیت هستند که از در تراز رایج ،اییا مواد کامپوزیت لایه 1ی کامپوزیتیهالایه

ی هااین لایهشود. رفتار میایجاد ، 2ی نازک تشکيل شده از ملات و اليافهاکنار هم قرار دادن لایه

توان از میباشند و به همين سبب میمد آبسيار کار های نازک و پوستههاکامپوزیتی به صورت ورق

به وزن کم و مقاومت بالا نياز داریم، استفاده کنيم. از خصوصيات دیگر این مواد یی که هادر سازه هاآن

ستقل از پاسخ سازه در برابر بارهای ی مورد نياز مانند سختی و مقاومت، مهاوردن ویژگیآقابليت بر

توان به این امر می دهندهی تشکيلهااعمالی است که با تغيير جهت الياف و یا ترتيب قراردادن لایه

 دست یافت.

پردازیم. در ادامه، روابط حاکم بر میموجود بر رفتار مواد کامپوزیت در این فصل، در ابتدا به روابط 

 شود.میارایه  دوسانگردی ترک در بين دو محيط مکانيک شکست این مواد برا

 

 

 

 

 

 

                                                           
1 Laminates 
2 Lamina 
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 معادلات رفتاری کشسان خطی -2-2

به  1کرنش( در محدوده کشسان بر اساس قانون هوک تعميم یافته -رفتار خطی مصالح )تنش همعادل

 ([2] 2صورت زیر است )تينگ

(2-1 )i j i j k l k lC  

 ی تانسور مرتبهالفهؤم ijklCی تانسور کرنش و هامؤلفه klی تانسور تنش، هامؤلفه ijکه در آن

مؤلفه دارد ولی به دليل متقارن  C ،11باشد. در حالت کلی تانسور میچهارم ضرایب کشسانی مصالح 

یابد. در مواد میمؤلفه کاهش  21ی مستقل آن به هاکرنش تعداد مؤلفهبودن تانسورهای تنش و 

یابد که به میمؤلفه کاهش  1های مستقل به فهتقارن متعامد دارند تعداد مؤل که سه صفحه دوسانگرد

 :شودمیصورت زیر نمایش داده 

(2-2                 )                 

11 1111 1122 1133 11

22 1122 2222 2233 22

33 1133 2233 3333 33

12 1212 12

13 1313 13

23 1323 23

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0 0 2

0 0 0 0 0 2

0 0 0 0 0 2

C C C

C C C

C C C

C

C

C

 

 

 

 

 

 

     
     
     
        

     
    
    
    
         

 

 

، 12 5و ضرایب پواسون 23Gو  12G ،13G 4، ضرایب برشی3Eو  1E ،2E 3حسب ضرایب یانگو بر 

21 ،13،31 ،23  32و  داریم )برای ضرایب پواسونij ،i  معرف جهت تنش وارد شده وj 

 [2] (جهت کرنش جانبی ناشی از آن تنش است دهندهنشان

(2-3)                                                                                                           S 

                                                           
1 Generalized Hooke's low 
2 Ting 
3 Young's moduli 
4 Shear moduli 
5 Poisson's ratio 
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(2-4)                                                      

3121

1 2 3

3212

1 2 3

13 23

1 2 3

12

13

23

1
0 0 0

1
0 0 0

1
0 0 0

1
0 0 0 0 0

1
0 0 0 0 0

1
0 0 0 0 0

E E E

E E E

E E E

G

G
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S   

ijو اینکه  S است و بدیهی است که به علت تقارن تانسور 1نرمیتانسور مرتبة چهارم  Sکه ji  

 :توان نوشتمی

(2-5)                                                                                                        ij ji

i jE E

 
 

د به جز در مواردی که نگردی میبندطبقه دوسانگردمواد کامپوزیت در زمره مواد  ،در اغلب موارد

یتی که یک لایه الياف در سرتاسر زمينه به طور یکنواخت توزیع شده باشد. البته، در مورد مواد کامپوز

ی )یا هاهگویند، تعداد مؤلف 2جانبیهمسانگرد مواد  هامسلح با الياف تک جهتی دارند و به آن

چهارم به یابد که در این صورت ماتریس درجه میلفه )یا ثابت( کاهش مؤ 5ی( مستقل به هاثابت

 :یابدمیشکل زیر تغيير 

 

                                                           
1 Fourth-order Compliance tensor 
2 Transversely isotropic materials 
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(2-6)                                             

 

12 12

1 1 3

2312

1 2 2

2312

1 2 3

12
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1
0 0 0 0 0
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0 0 0 0 0
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 آیدمیبا جایگذاری روابط زیر به دست  (6-2) هکه رابط

(2-7)                                                                           1 2 12 13 12 13 ,  , E E G G    

(2-1)                                                                                             
 

2
23

232 1

E
G





 

( به صورت زیر [3] 2لخنيتسکی ه)معرفی شده بوسيل 1شده فشردهتوان در صورت میروابط بالا را 

 نوشت

(2-1)                                                                           , , 1,2,...,6a       

 که در آن

(2-15)                       1 11 2 22 3 33 4 23 5 31 6 12, , , 2 , 2 , 2                 

(2-11)                      1 11 2 22 3 33 4 23 5 31 6 12, , , , ,                 

 و

                                                           
1 Contracted form 
2 Lekhnitskii 
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(2-12)                                                                                       

,                  if , 3

2 ,  if either  or 3

4 ,               if , 3

ijkl

ijkl

ijkl

a s

a s

a s







 

 

 

  


 
  

 

(2-13)                                            
,               if ,               if 

,    
9 ,    if 9 ,    if 

i i j k k l

i j i j k l k l
 

  
  

      
 

-2) هرا داشته باشيم در معادل 1هستند. در وضعيتی که کرنش مسطح Sی ماتریس هادرایه ijklsکه 

 خواهيم داشت aجای را به  bمستقل  همؤلف 5، (1

(2-14)                                                                      3 3

33

, , 1,2,6
i j

ij ij

a a
b a i j

a


   

 

 مواد کامپوزیتدر  ایلایهترک بينمکانيک شکست  -2-3

در هر زمان از عمر است که یی هااز آسيب ایدر مواد کامپوزیت لایه 2ترک بين دو لایه مجاور بروز

طبق تحقيقات  .سازه مانند ساخت، حمل، نصب و خدمت رسانی احتمال به وجود آمدن آن وجود دارد

دسته اصلی  چندبه  ایلایه[، از لحاظ علمی علل ایجاد ترک بين5] 5و شاپنر 4و پاگانو[ 4] 3کدوارد

، کروی ایانند ایجاد سطوح خميده، استوانهشوند ممیدسته اول به دليل انحنا  ایجاد  شوند.میتقسيم 

توان به مخازن فشار اشاره کرد. در این حالت تنش نرمال در میدر این مواد که برای نمونه  اییا لوله

شود. دسته دوم به دليل تغيير میمرز بين دو لایه مجاور زیاد است و موجب ایجاد ترک بين دو لایه 

و یا اتصالات چسبی و پيچی مختلف.  6یک لایه، مرز آزادانند حذف شود ممیناگهانی در مقطع ایجاد 

توان به آنها اضافه کرد که حرارت و رطوبت عوامل ایجاد ترک باشند. اختلاف در میدسته سومی هم 

                                                           
1 Plane strain state 
2 Delamination 
3 Kedward 
4 Pagano 
5 Schoeppner 
6 Free edge 
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در هنگام  هاضریب انبساط حرارتی الياف و زمينه منجر به اختلاف در تغييرشکل حرارتی لایه

شود. می ایلایهناشی از این اختلاف موجب ایجاد ترک بين 2ماندهی باقیهاشود و تنشمی 1آوریعمل

هنگام جذب رطوبت عامل ایجاد  هالایهبه همين ترتيب نيز اختلاف در تورم بين ([6] و همکاران 3)تی

 ([7] 5و کيم 4شود. )کراستومیترک 

زمينه و یا روند نامناسب ساخت ممکن است در مرحله توليد در اثر انقباض  ایلایههمچنين ترک بين

در مواد کامپوزیت  ایلایهیکی دیگر از عوامل مهم در ایجاد ترک بين 7ضربه .([1] 6رخ دهد )بولوتين

که در اثر آسيب داخلی ایجاد شده در مرز دو لایه مجاور در اثر ضربه وارده در هر یک از مراحل  است

توان میدر حالت کلی  .[(1] 1)بولوتين شودمیصل یا برخوردهای دیگر حا توليد و نصب و تعمير و

 تاثير زیادی دارد. ایلایهترک بين 1در ایجاد و گسترش هانحوه چيدمان لایهگفت 

و ترک  15داخلی ایلایهمطرح است: ترک بين ایلایه[ دو نوع کلی ترک بين1طبق تحقيق بولوتين ] 

شود که به میدر مرز بين دو لایه داخلی ایجاد  داخلی ایلایهترک بين .11نزدیک سطح ایلایهبين

عامل ایجاد آن است و موجب کاهش ظرفيت باربری  هاطور کلی اثر متقابل ترک در زمينه و مرز لایه

ی را ایجاد تردهد و شرایط پيچيدهمینزدیک سطح در نزدیک سطح رخ  ایلایهشود. ترک بينمی

تاثير  هابسيار کم از تغييرشکل دیگر بخش ،ایلایهنشکل بخش دارای ترک بيکند زیرا تغييرمی

در  ایلایهترک بين. باشدمی هااز تغييرشکل بقيه قسمتمستقل  دارتغييرشکل ناحيه ترکو پذیرد می

  امکان گسترش در اثر بارهای استاتيکی و یا خستگی را دارند. به وجود آمدن،پس از هر دو حالت 

                                                           
1 Curing process 
2 Residual stresses 
3 Tay 
4 Crasto 
5 Kim 
6 Bolotin 
7 Impact 
8 Bolotin 
9 Propagation 
10 Internal delaminations 
11 Near-surface delamination 
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ی موجود در نزدیکی نوک یک ترک بين دو هاو تنش هاتا تغيير مکان در این قسمت سعی بر آن است

 ارایه گردد. دوسانگردمحيط 

از آن جمله  قرار گرفته است.از محققان مورد توجه بسياری  ایلایهارایه حل تحليلی برای ترک بين

در  2نوسانی ان تنشميدبه عنوان پيشگام در این مساله اشاره کرد. او توانست [ 1] 1ویليامز توان بهمی

 به دست آورد.متفاوت را   3کشسان مادهنوک ترک بين دو 

[، 15] 4توسط افراد مختلفی چون انگلند همسانگردبين دو ماده  ایلایهپس از آن مساله ترک بين 

 1[، هاتچينسون51] 1[، سان و جيه41] 7[، مليشف و سالگانيک31] 6، رایس و سيه[21،11] 5اردوگان

 [ اولين کسی بود که نشان داد15انگلند ]مورد مطالعه قرار گرفت.  [17[ و رایس ]16] و همکارانش

 بينیتواند برای پيشمیاین ميدان تنش و تغيير مکان نوسانی  ميدان تغيير مکان نيز نوسانی است و

 .نفوذ دو طرف ترک مورد استفاده قرار گيرد

 [، 11] 11[، کلمنتس11] 15فرادی چون گوتههمسانگرد توسط ابين دو لایه غير ایلایهترک بين

[، سان و 52] 15بسانی و کو[، 42] 14تواری[، 32[،  تينگ ]22،12] 13[، وانگ و چویی52] 12ویليس

[ مورد بررسی قرار گرفت که به 53،21] 11[ و هو21]و همکاران  11[، گایو72] 17[، وو62] 16مانوهاران

                                                           
1 Williams 
2 Oscillatory 
3 Elastic 
4 England 
5 Erdogan 
6 Rice and Sih 
7 Malysev and Salganik 
8 Sun and Jih 
9 Hutchinson 
10 Gotoh 
11 Clements 
12 Willis 
13 Wang and Choi 
14 Tewary 
15 Bassani and Qu 
16 Sun and Manoharan 
17 Wu 
18 Gao 
19 Hwu 
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اثبات [ 27برای مثال بسانی و کو ] ترک حل شد.دنبال این تحقيقات برخی از مسایل اساسی این نوع 

[ وابستگی 23توان به صورت جداگانه محاسبه کرد و تينگ ]میکردند که سه مود مکانيک شکست را 

 ی اصلی ماده مورد بررسی قرار داد.هاميدان نوسانی نوک ترک را با جهت

فرض که ترک کاملا باز نيست و [ تمرکز تنش در نوک ترک بين دو ماده را با این 23 ,13] 1کامنينو

باز بين ه[ رفتار ترک نيم21،22در انتها دو طرف آن با هم تماس دارند بررسی کرد و وانگ و چویی ]

 4کيان وسان،[43هو ][، 33] 3سو بررسی کردند. 2دو ماده غير همسانگرد را در شرایط بارگذاری مرکب

روابط به دست آمده برای [ 31] 7لی[ و 73]و همکارانش  6یانگ ،[63و همکارانش ] 5، همانس[53]

 ترک بين دو ماده غير همسانگرد را به ترک بين دو ماده دوسانگرد گسترش دادند.

ی تغيير مکان و هادر ادامه راه حل تحليلی برای نوک ترک بين دو ماده دوسانگرد ارایه شده و ميدان

 ست.تنش موجود در نزدیکی نوک ترک  به صورت صریح بيان شده ا

 

 ترک در بين دو محيط دوسانگرد  -2-3-1

برای  و ترک بين دو ماده دوسانگرد دو بعدی برای تنش و تغيير مکانی ها[ ميدان31در تحقيق لی ]

بارگذاری  هله و ترک، نحومشخصات هندسی مسا 2-2شکل بيان شده است.  بارگذاری مود اول و دوم

لی را در دو سيستم مختصاتی کارتزین و و محورهای مختصات محلی )تعریف شده در نوک ترک( و ک

                                                           
1 Comninou 
2 Mixed mode loading 
3 Suo 
4 Qian and Sun 
5 Hemanth 
6 Yang 
7 Lee 
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شرایطی که بر در  ،2و اعمال شرایط مرزی 1مختلط این روابط با استفاده از توابع دهد.قطبی نمایش می

 شود.میبه ذکر نتایج پرداخته در ادامه  اند.هبه دست آمد 3شودوجوه ترک هيچ نيرویی وارد نمی

 
 همحورهای کارتزین و قطبی محلی و کلی برای یک ترک در مرز دو مادترک، شرایط بارگذاری و  ههندس 2-2شکل 

 متفاوت.

 

 :نوشتبه صورت زیر توان میرا در یک محيط دوسانگرد  sz و lz رابطه تنش براساس توابع مختلط

(2-15)                                                                   
s

zq
l

zp
x

'2'2Re2   

(2-16)                                                                                
s

z
l

z
y

''Re2         

(2-17)                                                                       
s

z
l

z
xy sl

''Im2   

 و بخش موهومی عبارت مختلط بوده Im بخش حقيقی عبارت مختلط و منظور از Re که منظور از

 :هادر آن

                                                           
1 Complex eigenexpansion function 
2 Boundary conditions 
3 Traction-free 
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(2-11)                                                                                 66
2
1212 KBBp  

(2-11)                                                                                  66
2
1212 KBBq  

 و

(2-25)                                                                        
 

11

22
66,

2

2

1

11

6612

12 a

a
K

a

aa
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(2-21)                                                                                                                        qp sl   , 

 6,...,3,2,1, jiaij  ((1-2)است. )رابطه  ماتریس نرمیهای درایههمان 

يط دوسانگرد نيز به صورت زیر در یک مح sz و lz همچنين رابطه تغييرمکان براساس توابع مختلط

 است:

(2-22)                                                                             ssllx zpzpu   Re2 

(2-23)                                                                              sslly zqzqu   Im2 

 هاکه در آن

(2-42)                                                                                         1211
2 aappl  

(2-25)                                                                                         1211
2 aaqps  

(2-26)                                                                                        
p

aap
ql

2212
2 

 

(2-27)                                                                                       
q

aaq
qs

2212
2 
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 در این روابط، توابع مختلط تحليلی lz  و  lz   توان به صورت سری توانی نوشت:میرا 

(2-21)                                                                                       nn
lll bzazz   

(2-21)                                                                                      nn
ssl dzczz   

گيری از تابع نسبت به متغير استفاده شده در آن تابع به کار برده در اینجا علامت پریم جهت مشتق

dcba شده است و که باید از شرایط مرزی موجود در  مقادیر ویژه هستند nی مختلط و هاثابت ,,,

 در بر وجوه ترک با اعمال شرایط وارد نشدن نيرو مساله به دست آیند.    و شرایط پيوستگی

 دو لایهنيرو و تغييرمکان در طول مرز  0 توان به روابط زیر دست یافت:می 

(2-35)                                                                                

















1

1
1

1

1

1
2

d

b
T

c

a
Se ni  

(2-31)                                                                              

















2

2
2

2

2

2
2

d

b
T

c

a
Se ni  

 و

(2-32)                                                              

































2

2
2

2

2

2

1

1
1

1

1

1
d

b
T

c

a
S

d

b
T

c

a
S 

(2-33)                                                            



































2

2
2

2

2

2

1

1
1

1

1

1
d

b
V

c

a
U

d

b
V

c

a
U 

 :هاکه در آن

(2-34)                                                                                            









sl

kS


11
 

(2-35)                                                                                            






 


sl

kT


11
 



19 

 

(2-36)                                                                                       
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*، kL یهابا تعریف ماتریس
kL ،kH و *

kH :به صورت زیر 

(2-31)                                                                                1*1 ,   kkkkkk TVLSUL 

(2-31)                                                                              2
*
1

**
21 , LLHLLH  

به صورت  nمعادله مشخصه برای مقدار ویژه  (33-2)تا  (35-2)دادن این دو رابطه در روابط و قرار

 آید:میزیر به دست 
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 که در آن:

(2-41)                                                                                        2112111 hhh  

(2-42)                                                                                        2112112 hhh  

(2-43)                                                                                            21111111 llh  

(2-44)                                                                                           21211212 llh  

(2-45)                                                                                           22112121 llh  
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(2-41)                                                                                               klsD   

 شود:میمحاسبه  n مقدار ویژه (45-2)با حل رابطه 

(2-55)                                                                   
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  که براساس، 1گیکنندنوسان نمایهپارامتری است به نام  گردد:به صورت زیر تعریف می 

(2-51)             
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ی تنش و تغييرمکان دارای دو حالت هاتوان گفت که تمامی ميدانیم n با توجه به رابطه نهایی

هستند و باید این دو حالت را به صورت مجزا در نظر گرفت. حالت نوسانی  3و غيرنوسانی 2نوسانی

 یا به عبارتی: مقدار ویژه مختلط باشد nدهد که میزمانی رخ 

(2-53)                                                                                             i
n

n 



2

12 

 باشد:مقدار ویژه صحيح و مثبت  nدهد که میو حالت غيرنوسانی زمانی رخ  

(2-54)                                                                                                        nn  

                                                           
1 Oscillatory index 
2 Oscillatory fields 
3 Nonscillatory fields 
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، ka ،kb ی مختلطها، ثابت(33-2)تا  (35-2)در روابط  (35-2)دادن رابطه قرار بادرحالت نوسانی 

kc و kd  ورت زیر به دست آوردتوان به صمیرا: 

(2-55)                                                                               
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در  (51-2) تا (55-2) روابطبا قرار دادن  .است تنش شدتمرتبط با ضرایب ثابت مختلط یک   و

مقادیر ، (21-2)و  (21-2)روابط  lz  و  lz   ک است به صورت که ماده بالای تر 1برای ماده

 آیدمیزیر به دست 

(2-65)                                   
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 وند:شمیاز طرفی ضرایب تمرکز تنش توسط رابطه زیر برای ترک بين دو ماده تعریف 
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IK و IIK .و  (65-2)با قرار دادن روابط  به ترتيب ضرایب شدت تنش در مودهای اول و دوم هستند

به صورت زیر   ثابت مختلط ،(62-2) و سپس محاسبه رابطه (71-2) تا (15-2) در روابط (2-61)

 آید:میبه دست 

(2-63)                                                                              00 22 nn eeK    

(2-64)                                                                               ** 22 nn eeK    

0
n و *

n  به ترتيب بخش حقيقی و موهومیn  1هستند. اگرn ،0شود
nK و *

nK  همانIK و 

IIK ، شوند.میضرایب شدت تنش در مودهای اول و دوم 

-2) تا (15-2) روابطو  (61-2) و (65-2)روابط و نيز  (64-2)و  (63-2)بنابراین با استفاده از روابط  

ا استفاده از سری با ب 1در ماده  ميدان تنش نوسانی برای ترک بين دو ماده اورتوتروپ مختلف (17

 ی فردهاتوان ,...5,3,1n،  و نيز  (51-2)تا  (55-2)با استفاده از روابط همچنين آید. میبه دست

-2) در نهایت استفاده از روابطو  zی از رابطه نهایی نسبت به گيرو انتگرال (21-2) و (21-2)روابط 

نيز به  1ن تغييرمکان  نوسانی برای ترک بين دو ماده اورتوتروپ مختلف در ماده ميدا، (23-2) و (22

 آید.میدست 

ميدان توان می، مقدار ویژه صحيح و مثبت است nکه  حالتیبرای  در بالا، شده ذکربا انجام روند 

با استفاده از  نيزرا  1ختلف در ماده نوسانی برای ترک بين دو ماده اورتوتروپ مغيرتنش و تغييرمکان  

ی زوج هاسری با توان ,...6,4,2n، محاسبه کرد. 

ی تنش و تغيرمکان به دست آمده به ميدان تنش و تغييرمکان هاشود ميدان 1nاز آنجایی که اگر 

 پردازیم.میان روابط مربوط به نوک ترک شود، در اینجا تنها به بيمیتبدیل  ایلایهدر نوک ترک بين

 

(2-65) 
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 در این روابط:

(2-75)                                                                                                     sA 

(2-71)                                                                                                     sA 

(2-72)                                                                                                     lB 

(2-73)                                                                                                     lB 

(2-74)                                                                               222 sincos prrl  

(2-75)                                                                                222 sincos qrrs  

(2-76)                                                         qZpZsljZ sljj   ,,,,tantan 1  

باید از مختصات قطبی  (76-2)تا  (74-2)در محاسبه روابط  ,r  شکل مستقر در نوک ترک مانند

 استفاده شود. 2-2

-2)تا  (65-2))زیر ترک( کافيست در روابط  2ی تنش و تغيير مکان در ماده هاميدان محاسبهبرای 

 تبدیل شود.  و  تابه عبار  و  تاعبار، (61

( تا 65-2)حاصل از روابط دو ماده دوسانگرد متفاوت ترک بين ی تنش تحليلی برای هادر ادامه ميدان

 5دارای ترکی افقی به طول  1010یک صفحه به ابعاد  برای این منظور، ترسيم شده است. (2-67)

واحد از 








0

5
تا 









0

0
در نظر گرفته شده است که نوک ترک در









0

0
 شرایط تنش قرار دارد و

رض شده به صورت زیر فمقادیر ضرایب شدت تنش و  مشخصات مقاومتی. فرض شده استمسطح 

 است

363.012 eG        38.012           384.111 eE 381.02 eE               

10,10  III KK 
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زاویه الياف با محور افقی در باشد. میجهت عمود بر الياف  2در راستای الياف و جهت  1که جهت 

کانتور  3-2شکل درجه و برای ماده پایين صفر درجه در نظر گرفته شده است.  15ماده بالا برابر 

  دهد.میحاصله را نشان  یهاتنش

لازم به ذکر است چنانچه زاویه الياف با محور افقی در هر دو ماده یکسان باشد، مساله ما به مساله 

شود. کانتورهای تنش در حالتی که زاویه الياف با محور افقی در میاده دوسانگرد تبدیل ترک در یک م

ترسيم  4-2شکل در هر دو ماده یکسان و برابر صفر باشد و با درنظرگرفتن شرایط گفته شده در بالا، 

 اند.هشد

و در خارج ترک   در طول ترک برابر صفر است xyو  yyلازم به ذکر است که همواره مقادیر تنش 

 .ها وجود دارددر مرز دو ماده پيوستگی در این تنش

 
 .متفاوت بين دو ماده دوسانگردبرای ترک  تنش تحليلی یهاميدان 3-2شکل 
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 ماده دوسانگرد.در یک برای ترک  تنش تحليلی یهاميدان 4-2شکل 
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 یافتهاجزا محدود توسعه
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 مقدمه -3-1

رودرروست شاخه  هاسازه مقاومت در طول عمر مفيدی علوم که به طور مستقيم با هایکی از شاخه

باشد. مکانيک شکست بر روی این فرضيه واقع بينانه که تمام مواد دارای می "مکانيک شکست"

این حوزه باشد، بنا گردیده است. میست در سازه ی شبه ترک بوده و این هسته اوليه آغاز شکهانقص

برد و آن میروش در شناخت و حل مسایل سود  ی علوم فيزیکی از سههااز علم همچون سایر بخش

 باشد.میی، بررسی تحليلی و بررسی عددی آزمایشات تجرب

، روش 1ی متعددی وجود دارد. روش اجزای محدودهادر بررسی عددی مسایل شکست روش

یی هستند که در هااز جمله روش 4ی بدون المانهاو روش 3، روش المان مرزی2محدود یهاضلفات

محدود به علت سرعت همگرایی پایين نسبت  یهاتفاضلگيرند. روش استفاده قرار می این عرصه مورد

 5گيرد. روش المان مرزی )کروسبه سایر روشها در مکانيک جامدات کمتر مورد استفاده قرار می

کاستی را دارد که از این داراست، این  ها[( با وجود تمامی مزایایی که در مدلسازی ناپيوستگی31]

غير خطی، استفاده  هدر مسایل غيرخطی، شامل پلاستيسيته و یا هندس به سادگی توانمیروش ن

يده بسيار پيچ [(45] 6ی مختلف بدون المان همچون روش بدون المان گالرکين )بليچکوهاروش کرد.

در  هاتوان از آنباشند و نمیمییط مختلف هندسی دارای مشکلاتی در مدلسازی مرزها و شرا بوده و

مشکلات مرزی موجود حل  هاای استفاده کرد. تنها در تعداد محدودی  از این روشحل هر مساله

 اند.شده

روش اجزای محدود  محققين قرار گرفته است هکه به طور گسترده مورد استفاد ییهایکی از روش 

وه بر آن، از این را دارد. علا ایباشد. این روش توانایی شگرفی در مدلسازی هر نوع مرز و هندسهمی

                                                           
1 Finite element method 
2 Finite difference method 
3 Boundary element method 
4 Meshless methods 
5 Cruse  
6 Belystchko 
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توان در حل مسایل غير خطی و مسایل پلاستيسيته استفاده کرد. اما این روش در روند مدل میروش 

در روش اجزای محدود از یک رو باشد؛ زیرا مییی هاترک و گسترش آن دارای کاستیهندسی  کردن 

کرد که این امر  ی خاص به تعداد بسيار زیادی در اطراف نوک ترک استفادههاسری المان باید از یک

شود تعداد درجات آزادی در مدل به شدت افزایش یابد و سرعت حل که کاملا به تعداد میباعث 

دیگر سو همراه با گسترش ترک نياز  و از به طرز نامطلوبی کاهش یابد ،درجات آزادی وابسته است

که این امر به خصوص  ( شود1بندی مجددشبکهی در اطراف نوک ترک جدیدسازی )بنداست که المان

گير باشد. بنابراین اگر بتوان به  ای بسيار وقتبعدی ممکن است پدیده در مسایل پيچيده و یا سه

به حداقل رساند و یا ی مجدد را بندشبکهل در اطراف ترک کاست و یا عم هاطریقی از ميزان المان

 یابد.میحتی حذف کرد سرعت تحليل افزایش 

برد و هم دو مشکل اخير را به نحو قابل یی که هم از مزایای اجزای محدود سود میهایکی از روش

. این روش یک روش ترکيبی است که است 2یافتهروش اجزای محدود توسعه ،دهدقبولی کاهش می

ی واحد بندروش پيکره باشد.میدر اجزای محدود  3ی واحدبندتفاده از قالب روش پيکرهحاصل اس

پيشنهاد شده است. استفاده از روش  [24] 7و ادن 6و دوارت [14] 5و بابوشکا 4توسط ملنک

توسط ادن و  1یافتهتحت عنوان روش اجزای محدود تعميم ی واحد در اجزای محدود بندپيکره

روش اجزای محدود  هانجام پذیرفته است. پيشنهاد اولي [44] دوارت و همکارانشو  [43همکارانش ]

با  هامطرح شده است. در روش پيشنهادی آنان ناپيوستگی [54] 1بليچکو و بلک هیافته در مقالهتوسع

، با استفاده از قالب 15سازغنیپيوسته و ناپيوسته به نام توابع  وابعسری تابع شامل ت استفاده از یک

                                                           
1 Remeshing 
2 EXtended Finite Element Method (XFEM) 
3 Partition of Unity Method (PUM) 
4 Melenk 
5 Babuška 
6 Duarte 
7 Oden 
8 Generalized Finite Element Method (GFEM) 
9 Black 
10 Enrichment functions 
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گردد که گردند. این حالت باعث میمیی واحد، در محيط اجزای محدود مدل بندروش پيکره

غير  یهامدل نمود. در روش پيشنهادی آنان، ترک شبکهناپيوستگی را بتوان به طور مستقل از 

 هگردد و سپس تمامی قطعات ترک در راستای قطعمیمستقيم تقسيم  مستقيم به چندین قطعه نسبتا

توان به میشود و بدین ترتيب در مدل نگاشت یافته یک ترک مستقيم وجود دارد که میگاشت اوليه ن

به جای  نشان دادند که [64و همکارانش ] 1استفاده کرد. موئس هارا در مورد آن سازغنیراحتی توابع 

ر سخت و تواند بسيای طولانی و انحنادار میهااز چندین نگاشت متوالی، که در مورد ترک استفاده

برای مدل نمودن ترک، البته به استثنای  2هویساید تعميم یافته ایاز تابع پله توانمیدردسرساز باشد، 

به شکلی در آمد  هبود به سزایی پيدا کرد و تقریباگونه روش ب نوک)های( ترک، سود جست و بدین

هرصورت این روش  دررسد که میذکر این نکته ضروری به نظر  گيرد.میکه امروزه مورد استفاده قرار 

 [(41] 7و نيد 6و آیهان [41] 5و هيلتن 4گيفورد، [74] 3شده )بنزلیبا روش اجزای محدود غنی

ی انتقالی برای ارضای شرط هامحدود غنی شده از المان متفاوت است چرا که در روش اجزای

استاندارد در روش اخير  گردد و در نتيجه همانند روش اجزای محدودپيوستگی جابجایی استفاده می

  باشد.میی مجدد بندشبکهنيز فرآیند رشد ترک مستلزم 

، ترک در یک ورق و گسترش ترک همراه هابه ترتيب ناپيوستگی [25و  15 ,55و همکارانش ] 1دالبو

به صورت یکجا در  هااین قسمت هرا در محيط دوبعدی مدلسازی نمودند که هم 1با تماس اصطکاکی

اعمال این روش را در  هنحو [45در مرجع ] 11وستو پری 15. سوکوماروجود دارند [35و ]تحقيق دالب

                                                           
1 Moёs 
2 Generalized Heaviside function 
3 Benzley 
4 Gifford 
5 Hilton 
6 Ayhan 
7 Nied 
8 Dolbow 
9 Frictional contact 
10 Sukumar 
11 Prévost 
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 1و متقاطع ایی شاخههااند. ترکهکامپيوتری جهت گسترش استاتيکی ترک بيان کرد هقالب یک برنام

اند. البته استفاده از اجزای محدود هبه آن پرداخت [55و همکارانش ] 2موضوعی است که دواکس

 هاتوان در مدل نمودن حفرهمیگردد بلکه از آن یافته تنها به مدلسازی ترک محدود نمیهتوسع

 [( هم بهره برد. 55و دواکس و همکارانش ] [56)سوکومار و همکارانش ]

و  3گرویل ،[75بعدی هم توسط موئس و همکارانش ]هیافته در محيط سهروش اجزای محدود توسع

انجام پذیرفته است. همچنين  [56و بليچکو ] 4و اریاس [51کارانش ]سوکومار و هم ،[51همکارانش ]

ی متعدد مانند مکانيک های محاسباتی در زمينههایافته در مدلسازی پدیدههمحدود توسع یاز اجزا

یک مدل  [16و همکارانش ] 5سيالات، تبدیلات فازها، و علم مواد کمک گرفته شده است. در کار واگنر

 6ل مرز فازی متحرکیدیگر مسا ، از سویه گردیدیات شناور در جریان استوکس ارامحاسباتی برای ذر

 [،26] و همکارانش 7توسط چسا Level set یافته و تکنيکهمحدود توسع یبا استفاده از ترکيب اجزا

روش اجزای محدود  همدلسازی گشته است. دامن [46و همکارانش ] 1و جی [36و دالبو ] 1مرل

گيرد مانند را نيز در بر می 15ی چسبندههااین هم فراتر رفته و مسایل مربوط به ترکیافته از هتوسع

استفاده از  هآمده است. اخيرا نحو [66و همکارانش] 12و مرِگيم [56و بليچکو ] 11آنچه در تحقيق زی

ارایه شده  [76و همکارانش ] 13یافته در مسایل پلاستيسيته توسط الگویجهروش اجزای محدود توسع

 ت.اس

                                                           
1 Branched and intersecting cracks 
2 Duax 
3 Gravouil 
4 Areias 
5 Wagner 
6 Moving phase boundary 
7 Chessa 
8 Merle 
9 Ji 
10 Cohesive crack 
11 Zi 
12 Mergheim 
13 Elguedge 
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یافته برای ه[ از روش اجزای محدود توسع61] 4و ژیراسک 3[ و پاتزاک61] 2و مشک 1دامستروف

[ از این 17[ و آریاس و بليچکو ]57و بليچکو ] 5و سامانيگوتحليل ترک در مواد ترد استفاده کردند  

 1یوانو  7فيش استفاده نمودند. ی بزگهاو تغييرشکل 6نوار برشی غيرخطی روش برای مدل کردن

مسایل برای تحليل  یافتهمناسب جهت استفاده از روش اجزای محدود توسعه سازغنی[ نيز توابع 72]

ی واحد را ارایه دادند و مدل کردن مواد چند فازی با استفاده از بندپيکره بر اساس روش 1چندمقياسی

 [ انجام گرفت.47[ و جی و همکارانش ]37] 11و رام 15این روش توسط هتيچ

ی واحد، بندبا استفاده از روش پيکره ایدر موادکامپوزیت لایه ایلایهکردن گسترش ترک بينمدل 

به صورت یک پرش در ميدان  ایلایه[ انجام شد. در مدل او ترک بين57] و همکارانش 12توسط رامرز

ی تحليل را برا یافتهنيز اجزای محدود توسعه[ 67] 14و سوماسو 13ناگاشيما شد.میتغييرمکان اعمال 

  به کار بردند. ایلایهترک بين

برای مدل  یافته[ نيز از روش اجزای محدود توسعه71و لگی ] 16[ و برداس77و همکارانش ] 15لگی

 استفاده نمودند. 17کردن ناپيوستگی ضعيف 

در حاليکه اهميت مواد  باشد.میتمامی تحقيقات گفته شده در بالا مربوط به محيط همسانگرد 

گردد کمتر از مواد همسانگرد که هر روز بر کاربرد آنها افزوده می هاهمچون کامپوزیتدوسانگردی 

                                                           
1 Dumstorff  
2 Meschke  
3 Patzak  
4 Jirásek  
5 Samaniego  
6 Shear band 
7 Fish  
8 Yuan  
9 Multiscale  
10 Hettich  
11 Ramm 
12 Rummers  
13 Nagashima  
14 Suemasu  
15 Legay  
16 Bordas  
17 Weak discontinuity 
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ی نازک به کار هانيست. به علت مقاومت نسبی بالای این دسته از مواد، معمولاً این مواد به صورت لایه

 هاتیگردند و لزوم بررسی کاسشوند که به همين سبب هم نسبت به نواقص بسيار حساس میبرده می

و  [12[ و اسدپور و محمدی ]11[، اسدپور ]15, 71اسدپور و همکارانش ]برد. اخيرا میرا در آنها بالا 

اند و هی جدیدی را برای تحليل ترک در یک محيط دوسانگرد ارایه دادسازغنی، توابع [31محمدی ]

ميکی  در یک محيط نوک ترک را برای حالت کشسان دینا سازغنی[، توابع 41و همکارانش ] 1پيوا

  دوسانگرد گسترش دادند.

ی واحد معرفی گردد. بنددر این فصل سعی بر آن است که در ابتدا به طور کاملا خلاصه روش پيکره

یافته برای مدل کردن ناپيوستگی ضعيف توضيح داده شود و در هسپس روش اجزای محدود توسع

د، سپس در بين دو محيط همسانگرد، بعد از آن ادامه به کار بردن این روش ابتدا در محيط همسانگر

 در محيط دوسانگرد و در نهایت در بين دو ماده دوسانگرد توضيح داده شود.

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           
1 Piva  
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 ی واحدبندروش پيکره -3-2

باشد. این روش را می 1ی واحد، حل معادلات دیفرانسيلبندف به کارگيری روش پيکرهاهدیکی از ا

یافته و یافته، روش اجزای محدود تعميمهوش اجزای محدود توسعبرای ر ایتوان به عنوان پایهمی

[ ذکر شده است از 14ملنک و بابوشکا ] هدانست. بر اساس آنچه در مقال 2ی المانبندروش تقسيم

معروف  3ی واحد اجزای محدودبنددر اجزای محدود، که به پيکره کاربرد این روش هی برجستهاویژگی

در فضای اجزای محدود، توانایی  هااطلاعات اوليه در مورد رفتار محلی جواباست، توانایی دربرگرفتن 

بالاتر بسيار  هدر ساخت فضاهای اجزای محدود با هر شکلی )ممکن است که در حل معادلات مرتب

 باشد.میمهم گردد( 

 باشد:میمعادلات این روش به اختصار چنين 

تعریوف   Iمربووط بوه گوره     IN 5هتابع پای 4پوششتحت  هرا ناحي I، شبکهفرض کنيم که در یک 

 کنيم یعنی

(3-1)                                                                                                                 : 0I IN  x x 

 I گردنود. در ایون حالوت   موی  مشوخص   6ی مربوط به آن المانهابه یک المان با اتصال هاگرهتعلق 

 . متصل هستند Iباشد که به گرهمییی هااز المان ایمجموعه

)در برابر مقدار برداری( به صورت کلی زیر نوشته  7با یک مقدار عددی uی واحد تابعبندتقریب پيکره

 [(41شود )ملنک و بابوشکا ]می

                                                           
1 Differential equations 
2 Element partition method 
3 Partition of Unity Finite Element Method (PUFEM) 
4 Region of support 
5 Basis function 
6 Connectivity of the element 
7 Scalar valued function 
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(3-2)                                                                          
1

N M
h

I I

I

u N a







 
  

 
 x x x 

 و سازغنیتوابع   که
Ia ضرایب مجهولی هستند که به گره I، سازتابع غنی شکل خاص  و

گردند. توابع شکلی در اجزای ( مربوط میهاهندسی مساله )مثل ترک، حفره و یا سایر ناپيوستگی

 یعنی سازندی واحد را میبندپيکره محدود  1II
N  x. 

 محدود متداول )با فرض آنکه ، باید متذکر شد که فضای اجزای(2-3) هبا توجه به رابط

  1 1, 0, 1     تابع  ،با توجه به این نکته باشد.میی شده سازغنی( زیرفضایی بر فضای

کوچکتر خواهد بود. برای به  IN اثر تابع هدامن و شودمیضرب  IN هدر تابع پای  سازغنی

ی شده( از همان روند مورد استفاده در روش بندشبکهآوردن معادلات تفکيک شده )در فضای  دست

 3تقارن و پراکندگی 2توان سود برد و البته در این صورت در ماتریس سختیاستاندارد می 1گالرکين

 .شودحفظ می هادرایه

جدیدی نيست  هبه تقریب اجزای محدود، اید 4حالت مجانبی معلومی هاافزودن جواب هاگرچه اید

ی بندبا این وجود قالب پيکره[(، 16] و فيکس 6استرنگ[ و 51] و همکارانش 5فيکس[، 74)بنزلی ]

ی محلی در اجزای محدود سازغنیر قدرتمند جهت ی زیر به عنوان یک ابزاهاواحد با توجه به ویژگی

 .کاربرد دارد

خاص را بوه منظوور بهبوود تقریوب جوواب       همربوط به یک مسال هتواند توابع پایبه راحتی می .1

 شامل گردد.

 شود.شرط پيوستگی به صورت خودکار ارضا می .2

                                                           
1 Galerkin 
2 Stiffness matrix 
3 Sparsity 
4 Asymptotic solution 
5 Fix 
6 Strang 
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در محويط  تووان هماننود سوطوح ناپيوسوته     می)مانند نوک ترک( را  1نقاط و یا خطوط تکين .3

 مدل کرد. شبکهاجزای محدود بدون لحاظ در 

توان هر تابعی را در تقریب اجزای آن می هشوند که به وسيلمیی بالا سبب ایجاد ابزاری هاویژگی

 محدود مدلسازی نمود.

 یافته پرداخته شود.هگردد که به طور مشروح به روش اجزای محدود توسعاز این پس سعی می

 

 

 یافتههتوسع روش اجزای محدود -3-3

یافته، در واقع ترکيبی از روش اجزای محدود متداول و روش بدون المان هروش اجزای محدود توسع

ی این روش را بناگذاردند. البته ها[ از کسانی بودند که برای اولين بار پایه45باشد. بليچکو و بلک ]می

يان نيامد و این نامی بود که بعدها یافته در مهدر تحقيق آنان هيچ نامی از روش اجزای محدود توسع

به روش اعمالی آنان تعلق گرفت. شکل متداول روش حاضر در واقع برگرفته از کار تکميلی است که 

[ انجام دادند و اعمال روش را 45[ بر روی روش پيشنهادی بليچکو و بلک ]46موئس و همکارانش ]

 نمودند. ترگردند بسيار سادهاصاف تشکيل مییی که از چند قطعه نهاهای خميده و یا ترکبرای ترک

اجزای محدود  شبکهیافته، روند کار به این صورت است که در ابتدا هدر روش اجزای محدود توسع 

شود. سپس بر اساس میتواند ترک یا حفره باشد، ساخته بدون در نظر گرفتن ناپيوستگی، که می

، که از حل تحليلی سازغنیيوستگی، با استفاده از توابع ی واحد، برای در نظر گرفتن ناپبندروش پيکره

ی هادر محل گره 2گيرد، تعدادی درجات آزادی اضافیپيوستگی سرچشمه میتغييرمکان پيرامون نا

                                                           
1 Singular 
2 Additional degress of freedom 
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گردد و بدین طریق ناپيوستگی، که با ناپيوستگی درگير هستند به مدل اضافه می شبکهموجود در 

شود. این نحوه مدلسازی در نظر گرفته شده باشد، مدل میبه طور آشکار  شبکهبدون آنکه در 

 ناپيوستگی چند مزیت را به قرار زیر داراست

بندی احتياج شبکهتوان ناپيوستگی را مدلسازی نمود بدون آنکه می شبکهای از در هر نقطه .1

شود بعدی دارای اهميت میبه تغيير داشته باشد. این مساله به طور عمده در مسایل سه

توان انواع می شبکهخود امری وقتگير خواهد بود و در نتيجه برای یک  شبکهایی که توليد ج

 در نظر گرفت. شبکهحالات ناپيوستگی را بدون امر دردسرساز ایجاد 

با شرایط جدید ترک  شبکهروند گسترش ترک نيز مشابه بالا دیگر نيازی به سازگارسازی  .2

 نخواهد داشت.

و به ویژه ترک به نسبت روش اجزای  هاورد نياز در اطراف ناپيوستگیاز تعداد درجات آزادی م .3

شود و در نتيجه سرعت تحليل مساله بسيار بالا محدود متداول به طور چشمگيری کاسته می

 رود.می

 پردازیم. میبه شرح نظری مساله  در ادامه
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 کليات روش -3-3-1

بعدی( هبرای محيط س) 3R برای محيط دوبعدی( و یا) 2R از فضای xفرض کنيم که یک نقطه مانند

 به صورت Nگرهی همحدود داشته باشيم و مجموع یدرون مدل اجزا 1 2, ,...., mn n nN،  که در

تقریب تغيير مکانی  هی یک المان است، باشد. در این صورت تابع مربوط به محاسبهاد گرهتعدا mآن

 [( 51شود )سوکومار و همکارانش ]میبه صورت زیر تعریف  مربوط به آن نقطه هشدغنی

(3-3)  )()()()(

  






g
JI n

J

JJ

n
I

II

h

NN

axxuxxu  

تغيير آزادی درجات  Jaدر اجزای محدود متداول،درجات آزادی تغيير مکانی  Iu، (3-3) هه در رابطک

تابع شکلی مربوط به  I، یسازغنیمتداول و مربوط به  محدود ینسبت به مدل اجزا مکانی اضافی

gو سازغنیتابع  x)(،در اجزای محدود متداول I گره
N باشدمیزیر با تعریف  هاای از گرهمجموعه: 

(3-4)   gJJJ

g ωnn ,: NN 

 هاناپيوستگی هوابسته به هندس هحوز g و Jn در گره J اثر تابع شکلی هدامن Jω ،(4-3) هدر رابط

با توجه به نوع ناپيوستگی و شرایط  x)( سازغنیتابع  باشد. تعيينمیا نوک ترک همچون سطح وی

g در واقع به صورت کاملا کلی و ساده، .پذیردمیتحليلی در دسترس مربوط به آن انجام 
N مجموعه-

تاثير  های روشن شدن مطلب، دامنبر ست که به نوعی با ناپيوستگی در ارتباط هستند.هاای از گره

تاثير فضایی است  های دامنآورده شده است. در واقع برای هر گره 1-3شکل  در J ای مانندبرای گره

یی که بر وجوه هاکه توابع شکلی آن گره در آن مقداری غير صفر دارند. در این صورت در مورد گره

ی متصل به آن گره خواهند بود و در اجزای محدود هاتاثير همان المان هند دامنکناری المان قرار دار

تاثير آن گره به  ههایی در داخل المان نيز ممکن است وجود داشته باشد دامنبالاتر که گره همرتب

 گردد.  همان المانی که در آن قرار دارد محدود می



40 

 

 

 
 .[11] قرار دارد هاگره بر روی وجه کناری المان در حالتی که J تاثير برای گره هدامن 1-3 شکل

 

دقت شود، در سمت راست معادله، قسمت اول همان تقریب اجزای محدود  (3-3) هاگر در رابط

باشد که از قبل نيز داشتيم. آنچه که در این رابطه بسيار مهم است و نقش اساسی را در میمتداول 

مت دوم عبارت است و در واقع در این قسمت است که کند قسیافته بازی میهاجزای محدود توسع

 توان مدل کرد. را می هاناپيوستگی

یافته بيان گردید و هيچ یک از هتاکنون در این بخش روابط کلی مربوط به روش اجزای محدود توسع

ترک گردد که به مدلسازی نبودند. از این پس سعی می هاروابط تنها در مورد نوع خاصی از ناپيوستگی

همچنين روابط مربوط به مدلسازی  مربوط به ترک بيان گردد. هروابط و توابع ویژو پرداخته شود 

 ناپيوستگی ضعيف نيز بيان شده است.
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 مدلسازی ترک -3-3-2

 هیافته بيان گردید. در این قسمت روابط ویژهتاکنون روابط کلی در مورد روش اجزای محدود توسع

 شود.میمدلسازی ترک گفته 

. یکی استیافته، مدلسازی ترک شامل مدل کردن دو قسمت از ترک هروش اجزای محدود توسعدر  

مدل کردن نوک)های( ترک و دیگری وجوه آن است. تفاوت این دو قسمت در آن است که در اطراف 

ترک چنين نيست ولی  هنوک ترک، تمرکز تنش بسيار بالایی وجود دارد در حاليکه در مورد دو لب

پایينی آن ممکن است داشته باشيم. بنابراین  هبالایی ترک تا لب هتغيير مکانی را از لب ناپيوستگی

-3) همتفاوت استفاده کرد. رابط سازغنیپيداست که برای مدلسازی این دو قسمت باید از دو نوع تابع 

 [( 46آید )موئس و همکارانش ]برای مدلسازی ترک در داخل کل محيط به صورت زیر درمی (3

(3-5)                         
1

2

1 1

2 2

( ) ( ) ( ) H( ) ( ) F ( )

( ) F ( )

g
I J

h l

I I J J k k l

I J lk
n n

l

k k l

lk

  




 



 
    

 

 
  

 

   

 

K
N N

K

u x x u b x x x c x

x c x

 

l و Jb (5-3) هدر رابط

kc ،درجات آزادی گرهی اضافی )(F1
xl و )(F2

xl  توابع تغيير مکانی دوبعدی

که برای  ول و دوم ترک استباشند که به ترتيب برای مدل کردن نوک امینزدیک نوک ترک 

 .انددر بخش بعد به دست آمده هاکامپوزیت H x هویساید است که مثبت است  هیافتهم تابع تعميم

 هبردار یک ne چنانچه 2-3شکل  مطابق در بالای ترک قرار گيرد در غير این صورت منفی است. x اگر

zns ای کهعمود بر امتداد ترک باشد به گونه eee  (se و نزدیکترین نقطه  هبردار یک )مماسی است

 باشد در این صورت داریم x بر روی ترک x به

(3-6)                                                             









هرگاه

هرگاه
H

01

01

n

n

exx

exx
x

).(;

).(;
)(

*

*
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ای مانند عمودی و مماسی در تابع هویساید تعميم یافته برای نقطه هبردارهای یک 2-3 شکل

x  که نزدیکترین

 است. x هنقطه بر روی ترک به نقط

 

، (3-3) هشود. با نگاهی به رابطترک، و نه نوک آن، استفاده می هدو لب سازیبيهاز این تابع در ش

توان دریافت که این تابع دو مقداره دارای یک ناپيوستگی بر روی ترک است که به همين علت هم می

 اثر این تابع را روی یک ترک یک بعدی در شود.ترک استفاده می هاز این تابع برای مدلسازی دو لب

 توان دید.می  3-3ل شک

 

 .[13] تاثير تابع هویساید روی یک ترک یک بعدی 3-3شکل 

 

هویساید بدین ترتيب است که چنانچه در  هی با تابع تعميم یافتسازغنیبرای  هاانتخاب گره هنحو 

تاثير یک گره، ترکی وجود داشته باشد، بدون آنکه نوک ترک در آن حوزه باشد، آن گره با تابع  هحوز

آزادی که در آن گره تعریف شده باشد  هگردد بدین معنی که برای هر درجی میسازغنینامبرده شده 
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هویساید گذارده  هبه همان اندازه و در همان جهات هم درجات آزادی اضافی ناشی از تابع تعميم یافت

، این 4-3شکل بتوان ناپيوستگی را در تغيير مکان در هر دو جهت مدلسازی کرد )در شود تا می

 اند(.با دایره مشخص شده هاگره

یکسان است و فقط کافی است  هاهویساید در تمامی محيط هلازم به ذکر است که تابع تعميم یافت 

 ای تعيين گردد.نزدیک نوک ترک در هر ماده سازغنیتوابع 

 

تعميم یافته هویساید و نقاطی که  اند با تابعهی، نقاطی که با دایره مشخص شدسازغنیانتخاب نقاط برای  4-3شکل 

 شوند.میی سازغنیاند با توابع نزدیک نوک ترک با مثلث مشخص شده
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 توابع نزدیک نوک ترک در یک محيط همسانگرد -3-3-3

 هو محاسب سازیپردازیم که نقش مهمی را در شبيهمینزدیک نوک ترک  سازغنیحال به بحث توابع 

بخصوص در نزدیکی نوک ترک دارا هستند. برای این کار لازم است که  هاو تغيير مکان هادقيق تنش

در حالت دوبعدی در شرایطی که یک جسم همسانگرد تحت  را هامربوط به تغيير مکان هابتدا رابط

است ذکر کنيم. اگر محورهای محلی قطبی 1تاثير بارگذاری عمومی مودهای مرکب ,r   را در نوک

در  هاروابط مربوط به تغيير مکان ،شود در نظر بگيریممیدیده  5-3شکل به صورتی که در  ترک

 :اطراف نوک ترک به صورت زیر خواهد بود

 

محورهای محلی قطبی  5-3شکل  ,r  اند.که در دو سر ترک تعریف شده 

 

(3-7  ) 

           2cos212sin
22

2sin212cos
22

22 






r

G

Kr

G

K
u III 

 

 

                                                           
1 General mixed mode loadings 
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(3-1)  

           2sin212cos
22

2cos212sin
22

22 






r

G

Kr

G

K
v III 

 :به صورت زیر است  مدول برشی در محيط همسانگرد و G که

(3-1)     
3 4 for plane strain

3
for plane stress

1



 






 
 

 

 باشد.ضریب پواسون در محيط همسانگرد می و

کنيم به توابعی  سازیرا شبيه (1-3)و  (7-3)کانی موجود در روابط برای آنکه بتوانيم فضای تغيير م

توان این ی ممکن در این روابط را پوشش دهد. این توابع را میهانياز داریم که تمامی تغييرمکان

 [(53چنين انتخاب کرد )دالبو ]

(3-15)                          











2
sinsin,

2
cossin,

2
sin,

2
cos),(

4

1








 rrrrrF

ll 

 که در توابع بالا ,r   گردند. در مختصات محلی واقع بر نوک ترک تعيين می 5-3شکل با توجه به

یافته در محيط همسانگرد از هی هستند که باید در اجزای محدود توسعسازغنیاین توابع همان توابع 

است بدین ی گردند هم مشابه حالت قبل سازغنییی که باید هاانتخاب گره هبهره برد. نحو هاآن

توابع نزدیک نوک ترک انجام  هسازی بوسيلیی عمل غنیهاتنها در گره 4-3شکل  ترتيب که مطابق

این نقاط با مثلث  4-3شکل تاثير آن توابع وجود داشته باشد )در  هشود که نوک ترک در حوزمی

 اند(. مشخص شده

وک ترک لازم است. با توجه به پيداست چهار تابع برای مدلسازی ن (15-3) ههمانطور که از رابط 

شود آزادی حرکتی، و نه چرخشی، در نظر گرفته می هاینکه در محيط دوبعدی برای هر گره دو درج

 هدرج 1ی با توابع نزدیک نوک ترک داشته باشد باید سازغنیای که نياز به در مجموع در هر گره
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دهد. البته در کار دالبو راستا نشان می آزادی اضافی در نظر گرفت که تاثير هر چهار تابع را در هر

sin شده است که از این تابع به جای تابع سازغنی[ صحبت از نوع دیگری از تابع 35]
2

r


توان می 

در مختصات محلی  5-3شکل  توان مطابقاستفاده کرد. این تابع را می ,x y ه واقع بر نوک ترک ب

 :ترتيب زیر تعریف کرد

(3-11)                R R , .Hx yx x  

 و

(3-12)  

2 3

3 2 for 0
R ,

0 for 0

c c

x x
x

x y l l

x

    
          




 

است و برای مثال چنانچه این المان  1المان حاوی نوک ترک هطول مشخص cl (12-3) هکه در رابط

[ علت استفاده از 35گردد. در تحقيق دالبو ]برابر جذر مساحت آن المان می cl مستطيل شکل باشد

بعدی و نيز هموار بودن آن هاین تابع ساده بودن استفاده از آن و نيز سهولت گسترش آن به مسایل س

ذکر شده است. به علت آنکه این تابع از روابط تحليلی به دست نيامده از سوی محققين با استقبال 

 انی روبرو نشده است. حال به بررسی یک ترک در ميان دو محيط همسانگرد پرداخته شود.چند

 

 

 

 

                                                           
1 Characteristic length of elements containing crack-tip 
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 توابع نزدیک نوک ترک در بين دو محيط همسانگرد متفاوت -3-3-4

سوکومار و  تحقيقات هبه طور عمده نتيجکه دراین قسمت استخراج توابع نزدیک نوک ترک 

نزدیک  سازغنیقبل، پيش از آنکه به ذکر توابع  . مطابق قسمتگردندمی، ارایه [ است17همکارانش ]

نوک ترک پرداخته شود باید اندکی در مورد روابط تحليلی موجود در مکانيک شکست که در این 

حوزه وجود دارد سخن گفته شود. فرض کنيد که یک ترک در بين دو محيط همسانگرد متفاوت 

 .قرار دارد 6-3شکل ابق مطیک بارگذاری مود مرکب  و تحت اثروجود داشته باشد 

 

 شرایط هندسی ترک در بين دو محيط همسانگرد متفاوت تحت یک بارگذاری مود ترکيبی کلی. 6-3شکل 

 

همان ضرایب برای محيط  2و  2E برای محيط یک و 1 و ضریب پواسون 1E مدول الاستيسيته

یی، ها[ بر روی مکانيک شکست چنين محيط11. بر اساس مطالعات موجود در کار سو ]باشندمیدوم 

ی هاآیند )روابط داده شده برای تغييرمکانی اطراف نوک ترک از روابط زیر به دست میهاتغيير مکان

 به  های است که در روابط مربوط به تغيير مکانپایينی کاف هبرای نيم و بالای ترک است هماد

 ).تغيير کند 
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(3-13)                1 1

1

1
Re , , Im , , , 1,2

2 2

i I i II

j j j

r
u r u r u j      

 
        K K 

(3-14)    2 2

1 1cos 2 sin cos 2 sin 1 4 sin sin
2 2 2 2 2

Iu A e
       

    
    

          
    

 

(3-15)    2 2

1 1sin 2 cos sin 2 cos 1 4 cos cos
2 2 2 2 2

IIu A e
       

    
    

         
    

 

(3-16)    2 2

1 1sin 2 cos sin 2 cos 1 4 cos cos
2 2 2 2 2

Iu A e
       

    
    

         
    

 

(3-17)    2 2

1 1cos 2 sin cos 2 sin 1 4 sin sin
2 2 2 2 2

IIu A e
       

    
    

         
    

 

با توجه به مختصات محلی قطبی تعریف شده در نوک ترک  و r،6-3 شکلکه در اینجا هم مطابق 

 :و داریم آیدمیبه دست 

(3-11) 
 

   2

e

1 4 cosh
A

  

 

 




 

برای ترک   ،در آن رابطه کهشود محاسبه می (51-2) هگی است که از رابطکنند، ضریب نوسانو

 گرددزیر تبدیل می هساد هبه رابط بين دو محيط همسانگرد،

(3-11)                                                                

   
1 2 2 1

1 2 2 1

1 1

1 1

   


   

  


  
 

 قابل محاسبه است. (1-3) هدر هر محيطی بر اساس رابط  که

ی ممکن را در هاانتخاب نمود که تمامی تغييرمکان ایحال باید توابع نزدیک نوک ترک را به گونه

زیر اختيار  هعتوان به صورت مجمومینوک ترک را  سازغنیپوشش دهد. بنابراین توابع  (13-3) هرابط

 :کرد
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(3-25) 

      

   

   

   

   

12

1
F cos log e sin , cos log e cos

2 2

cos log e sin , cos log e cos
2 2

cos log e sin sin , cos log e cos sin
2 2

sin log e sin , sin log e cos
2 2

sin log e sin , sin log e cos
2 2

l l
r r r r

r r r r

r r r r

r r r r

r r r r

r

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 
   

 
 

 
 

 



 


 


x

   sin log e sin sin , sin log e cos sin
2 2

r r r  
   





 

گردد که به محض آنکه یک محيط به دو محيط تغيير پيدا کرد به جای مشاهده می (25-3) هدر رابط

ی مورد نياز است و تعداد توابع سه سازغنینزدیک نوک ترک، دوازده تابع جهت  سازغنیچهار تابع 

آزادی در اجزای محدود متداول بخواهد  هد تابع، چنانچه یک گره با دو درجگردد. با این تعدامیبرابر 

دو طرف  هآزادی اضافی در محل آن گره تعریف گردد. اگر دو ماد هدرج 2×12سازی شود باید غنی

0ترک از یک جنس باشند، آنگاه  ین امر آید که امیدر (15-3) هبه شکل رابط (25-3) هو رابط

قابل انتظار بود زیرا با یکی شدن دو ماده در دو طرف ترک، در واقع ترک در تنها یک محيط 

 آید.در (15-3) هبه شکل رابط (25-3) ههمسانگرد قرار خواهد داشت و در نتيجه باید رابط
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 محيط دوسانگرد یکتوابع نزدیک نوک ترک در  -3-3-5

[، 15, 71اسدپور و همکارانش ]ک که نتيجه تحقيقات ی نزدیک نوک ترسازغنیدراین قسمت توابع 

برای ترک در یک  است، به دست آمده است. [13[ و محمدی ]12[ و اسدپور و محمدی ]11اسدپور ]

تک لایه دو راه حل تحليلی برای نوک ترک ارایه شده که هر دو مبتنی بر استفاده از  ماده دوسانگرد

موهومی و یا مختلط برای یک  کاملابر اساس وجود مقادیر ویژه باشند. در راه اول، توابع مختلط می

شوند و برای هر یک فضای تغيير مکانی و به دو گروه مشخص تقسيم می هاماتریس خاص، کامپوزیت

شود د. در راه حل دوم توابعی داده مینگردتنشی بر حسب پارامترهای مرتبط به طور صریح بيان می

  باشد.میدر نزدیکی نوک ترک  هاو تنش هاتغييرمکان هکنندکه قسمت حقيقی آنها تعيين

است و قابل استفاده برای کليه مواد کامپوزیت است، در اینجا تنها به  تراز آنجایی که راه حل دوم کلی

 پردازیم.میبيان روابط این حالت 

باشد که دارای  فرض کنيد که یک محيط دوسانگرد با شرایط مرزی و بارگذاری دلخواه وجود داشته

 باشد. در چنين محيطی محورهای کارتزین عمومیمییک ترک  1 2,X X و محلی  ,x y  و محور

 قطبی ,r   اند.تعریف شده 3-7 شکلمطابق 

یی، هايک شکست چنين محيط[ بر روی مکان11و همکاران ] 1بر اساس مطالعات موجود در کار سيه

 :آیندبه دست می اند،هی که در ادامه آورده شدی اطراف نوک ترک از روابطهاتغيير مکان

 

                                                           
1 Sih 
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واقع است، همراه با محورهای کارتزین  tیک محيط دوسانگرد دلخواه که تحت نيروی  7-3شکل 

عمومی 1 2,X X، محلی ,x y  و قطبی ,r . [11] 

 

 :برای مود اول

(3-21)          1 2 2 2 1 1

1 2

2 1
Re cos sin cos sinI I

r
u K p p       

  

 
    

 
 

(3-22)          2 1 2 2 2 1 1

1 2

2 1
Re cos sin cos sinI

r
u K q q       

  

 
    

 
 

 و برای مود دوم:

(3-23)                1 2 2 1 1

1 2

2 1
Re cos sin cos sinII

r
u K p p     

  

 
    

 
 

(3-24)                 2 2 2 1 1

1 2

2 1
Re cos sin cos sinII

r
u K q q     

  

 
    

 
 

E1 

E2 

X1 

x 
y 

r θ 

X2 

t 

ω 
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 بخش حقيقی عبارت مختلط بوده، Re منظور از
IK  وIIK  به ترتيب ضرایب شدت تنش در مودهای

 باشد.میاول و دوم 

چهارم که از شرایط  های درجدیفرانسيل پاره هلمربوط به معاد همشخص هدر یک چنين محيطی معادل

 هی این رابطهاریشه 2 و 1 باشد و مقادیرمیشود به صورت زیر تعادل و سازگاری حاصل می

 هستند.

(3-25)                                                4 3 2

11 16 12 66 26 222 2 2 0a a a a a a         

 :گردندبه ترتيب زیر تعریف می kq و kp و

(3-26) 2

11 12 16k k kp a a a    

(3-27)                                                                                    22
12 26k k

k

a
q a a


   

نزدیک نوک ترک باید این نکته را در نظر داشت که به علت آنکه روابط  سازغنیتوابع جهت استخراج 

استفاده کرد. به  هاتوان ازآناند به صورت مستقيم نمیرا به صورت صریح معين نکرده هاتغيير مکان

تبدیل این منظور لازم است که ابتدا از یک متغير کمکی استفاده شود تا بتوان با کمک گرفتن از یک 

 شوددر اعداد مختلط توابع مورد نياز را استخراج کرد. این متغير کمکی به صورت زیر تعریف می

(3-21)  cos sin , 1, 2kiaux

k k kZ r e r k
       

 و

(3-21)  g , 1, 2k kr r k  

(3-35)      
22

g cos sin sin , 1, 2k kx ky k         
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(3-31) 
sin

arctg , 1, 2
cos sin

ky

k

kx

k
 


  

 
  

 
 

 که در روابط بالا، ,r  و آیددر مختصات محلی واقع بر نوک ترک به دست می 7-3شکل  با توجه به 

k، 1که, 2k  ،گردند و داریمتعيين می (25-3) هبا توجه به رابط: 

(3-32)  Re , 1, 2kx k k   

(3-33)  Im , 1, 2kx k k   

cos ی حقيقی و موهومی عبارتهاحال باید قسمت sink  ،1, 2k  ،که قسمت اصلی روابط 

عبارات  هدهند را به صورت صریح به دست آوریم )شایان ذکر است که بقيرا تشکيل می تغييرمکان

 هاتغيير مکان هی اصلی سازندهاند و جز قسمتباش، ضرایب ثابت میتغييرمکان موجود در روابط

 شود(محسوب نمی

(3-34)    1 2Im g sin , 1,2
2

aux k
k kZ r k


  

(3-35)    1 2Re g cos , 1,2
2

aux k
k kZ r k


  

 سازغنیبه دست آمدند به ذکر توابع  هادر این قسمت که عبارات پایه در روابط مربوط به تغيير مکان

 توان نوشتن میشود و چنيمیپرداخته نزدیک نوک ترک 

(3-36)  
4 1 2 1 2

1 2 1 21
F ( , ) cos g ( ), cos g ( ), sin g ( ), sin g ( )

2 2 2 2
l l

r r r r r
   

    


 
  
 

 

,j ،(1و jg که 2j ) ، آیند. در این روش هم برای به دست می (35-3)و  (21-3)به ترتيب از روابط

 .به دست آمده ضروری استتابع چهار هر ترک، استفاده از ی با توابع نزدیک نوک سازغنی
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 بين دو محيط دوسانگرد متفاوت توابع نزدیک نوک ترک در -3-3-6

 متفاوت نزدیک نوک ترک در بين دو محيط دوسانگرد سازغنیشود که توابع در این بخش سعی می

 که هدف اصلی این تحقيق است ارایه شود. 

تابع زیر  هشتوان دریافت که تدقت شود به سهولت می (61-2)و  (61-2)ی هااگر در رابطه

ترک در بين دو بنابراین برای  باشند،تمامی تغيير مکانهای ممکن در این دو رابطه می دهندهپوشش

 گردندتابع زیر محدود می هشتساز نزدیک نوک ترک به توابع غنی، محيط دوسانگرد

(3-37) 

     

     

     






































































































































sr
sθ

srεsinsεθ
e,sr

sθ

srεcossεθ
e,sr

sθ

srεsinsε-
e

,sr
sθ

srεcossε-
e,lr

lθ

lrεsinlεθ
e,lr

lθ

lrεcoslεθ
e

,lr
lθ

lrεsinlε-
e,lr

lθ

lrεcoslε-
eθr,αF

2
ln

2
ln

2
ln

2
ln

2
ln

2
ln

2
ln

2
ln







 

 که
lr

و  
sr

و 
lθ

و 
sθ

 در اینجا هم مطابق آیند.به دست می (76-2)و  (75-2)و  (74-2)از روابط ، 

، و آیدمیه به مختصات محلی قطبی تعریف شده در نوک ترک به دست با توج و r،6-53 شکل

 .شودمحاسبه می (51-3)گی است که از رابطه کنندضریب نوسان

با این تعداد  .نزدیک نوک ترک نياز است سازغنیتابع  هشتگردد که به مشاهده می (37-3) هدر رابط

 2×1سازی شود باید دو درجه آزادی در اجزای محدود متداول بخواهد غنی تابع، چنانچه یک گره با

 درجه آزادی اضافی در محل آن گره تعریف گردد.

0دو ماده دو طرف ترک از یک جنس باشند، آنگاه چنانچه اگر لازم به ذکر است که  3) و رابطه-

قابل انتظار بود زیرا با یکی شدن دو ماده در دو  نيز این امرآید که میدر (36-3) هبه شکل رابط (37
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توان با محاسبه می. به علاوه سانگرد قرار خواهد داشتدوطرف ترک، در واقع ترک در تنها یک محيط 

تا  (13-3) برای دو ماده همسانگرد متفاوت به روابط (61-2)و  (61-2)پارامترهای روابط تغييرمکان 

-2)و  (61-2) همسانگرد است، رسيد و همچنين اگر روابط ک در بين دو محيطکه برای تر (3-17)

 یابيم.میدست  (1-3)و  (7-3)برای دو ماده همسانگرد یکسان محاسبه شوند نيز به روابط  (61
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 یافتهمدل کردن ناپيوستگی ضعيف توسط روش اجزای محدود توسعه -3-3-7

وجود دارد اما پيوستگی  در یک المان هاتغييرمکانه پيوستگی منظور از ناپيوستگی ضعيف اینست ک

ماده حالتی که در یک المان تغيير جنس این امر برای نمونه در  وجود نداشته باشد. هاکرنش در 

یی هاباید برای المان ،ترک در بين دو ماده متفاوت حاوی یهامدل در .دهدمیوجود داشته باشد، رخ 

، از این روش برای مدلسازی وجود دارد هار ندارد ولی تغيير جنس ماده در آنقرا هاکه ترک در آن

باید به جای تابع  یافتهبه روش اجزای محدود توسعهاستفاده کرد. برای مدل کردن ناپيوستگی ضعيف 

)هویساید  یافتهتعميم H x ) از تابع x  [( 71)برداس و لگی]استفاده نمود: 

(3-31)                                                                  



m

k
kkk

n

j
jj

h axxuxxu
11

 

که  x آید:میدست مطابق رابطه زیر به  1داربا استفاده از تابع فاصله علامت 

(3-31)                                                                                                   xxk   

بر روی  X نزدیکترین نقطه به و باشد یک سطح عمود بر هبردار یک nچنانچه  1-3شکل  مطابقو 

 :باشد در این صورت داریم Xسطح 

(3-45)                                                                 XXnsignXXx  .min 

                                                           
1 Signed distance function 
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 .[13] دارتابع فاصله علامتتعریف  1-3شکل 

 

تابع  x15-3و  1-3ی هاو اثر آن روی یک مساله ناپيوستگی ضعيف یک بعدی به ترتيب در شکل 

  د.نشومیدیده 

 
تعریف تابع 1-3شکل  x [13]. 

 

 
اثر تابع  15-3شکل  x [13]در یک مساله یک بعدی. 
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 :  چهارمفصل 

اجزا محدود عددی روش  سازیپياده

 یافتهتوسعه
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 مقدمه -4-1

شند. با توجه به اینکه در بامیی عددی های فيزیکی، روشهاتحليل پدیدهی پر کاربرد هایکی از روش

 هی تحليلی پارامتری استفاده کرد؛ کاربرد دستهاتوان از روشمیرخدادهای پيچيده فيزیکی همواره ن

تئوری آن و  ههر روش عددی بر پای سازیلزوم پيادهدر عين حال  تحليل عددی رو به گسترش است.

 رسد. ضروری به نظر می احتمالی آن رفع مشکلات

ی سختی و نيرو گفته شود و سپس هاتشکيل ماتریس هشود که ابتدا نحوت سعی میدر این قسم

 هگيری گفته شود. پس از آن نحوی و انتگرالسازغنیانتخاب نقاط برای  هنکاتی نيز در مورد نحو

که پارامتری مهم در مکانيک شکست جهت  ایلایهبرای ترک بين ضرایب شدت تنش همحاسب

تمال گسترش آن و جهت رشد ترک است با استفاده از نتایج اجزای تشخيص وضعيت ترک و اح

 شود.میمحدود ذکر 

 

 هاتشکيل ماتریس -4-2

یافته جهت حل باید تشکيل شوند دارای هیی که در روش اجزای محدود توسعهاو ماتریس هامعادله

روش  خطی در هروندی بسيار شبيه به اجزای محدود متداول هستند. سيستم معادلات تفکيک شد

  [(56وست ]باشد )سوکومار و پریمییافته، به شکل کلی آن، به صورت زیر هاجزای محدود توسع

(4-1) fKd  

بردار درجات آزادی )هم برای درجات متداول اجزای محدود و هم  d ماتریس سختی، K که در آن

یی هاباشد. ماتریسبردار مربوط به نيروهای خارجی می fی( و سازغنیدرجات آزادی اضافی مرتبط با 

در هر المان به دست  هارا که به صورت کلی هستند باید از محاسبه و سرهم کردن همان ماتریس

 توان محاسبه کرد:میرا با روابط زیر  f و K یهاآورد. ماتریس
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(4-2) 
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(4-3)  
T

1 2e u a b b bm

i i i i i if f f f f f 

  که

(4-4) 
e

T( ) d ,     rs r s

ij i j r,s u,a,b


  k B DB 

(4-5)  
 eeh

t Ω iΩΩ i

u

i ΩΓ dd btf 


 

(4-6)  
 eeh

t Ω iΩΩ i

a

i ΩHΓH dd btf 


 

(4-7) d d       1,2,3  ,
h e e
t

b

i i iF F m

   
  

    f t b 

کل فضای   فضای المانی است که در آن ترک وجود دارد، h فضای یک المان است، e که

 است. 1ایبردار نيروی بدنه b نيروی وارد بر مرزها و بردار  ،tمرزهای مربوط به فضای  مساله،

ای که ترک به تعداد توابع نزدیک نوک ترک وابسته است و برای مساله m ،(7-4)و  (3-4)در روابط  

بين دو محيط همسانگرد  ، برای ترکی که در4در یک محيط همسانگرد و یا دوسانگرد باشد برابر 

قرار دارد برابر  متفاوتو در انتها برای ترکی که در بين دو محيط دوسانگرد  12متفاوت قرار دارد برابر 

uکه از سه قسمت  باشدمیماتریس مشتق توابع شکلی  (4-4) هدر رابط B باشد.می 1
iB  مربوط به

a جزای محدود متداول،بخش ا
iB  و ی شده با تابع هویساید سازغنیمربوط به بخشb

iB  مربوط به

 شود:میی شده با توابع نوک ترک، تشکيل سازغنیبخش 

                                                           
1 Body force 
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(4-1) 
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   B B B B B 

 

 گيریی انتگرالهاروش -4-3

یافته نياز است که از توابعی جهت ههمانطور که تا کنون گفته شد در تقریب اجزای محدود توسع

شان در طول ترک ناپيوسته هستند و در این اتی استفاده شود. برخی از این توابع و مشتقسازغنی

ای که اغلب در مساله)نشود صورت اگر المان حاوی ترک بر اساس مکان ترک به دو بخش تقسيم 

ای را نخواهيم داشت دهد ولی در اجزای محدود متداول چنين پدیدهمییافته رخ هاجزای محدود توسع

گيرد و امکان ندارد که و سایر مرزها صورت می هابر اساس شکل ناپيوستگیمعمولا ی بندشبکهزیرا 

باید برخی از نکات را در مورد  ،(درون یک المان قرار داشته باشد مجزای هندسی یک ترک

گيری از معمولی برای انتگرال 1گيری در نظر گرفت. در این موارد استفاده از قوانين گاوسانتگرال

تواند متضمن جواب دقيق در مساله باشد. برای روشن شدن مساله بهتر نمی ایاینچنين توابع ناپيوسته

 کنيم. ای[ آمده اشاره54]وست است به مثالی که در تحقيق سوکومار و پری

                                                           
1 Gaussian rule 



62 

 

در طول   ه( در باز0C) 1ایقطعه ه( و نيز یک تابع پيوست1Cفرض کنيد که یک تابع ناپيوسته )

 باشدل زیر مقدار عددی انتگرا محاسبهوجود داشته باشد و هدف  1-4شکل ( مطابق -1،5/5)

(4-11)    I f f x dx


  

 با استفاده از روش گاوس تقریب زیر را خواهيم داشت

(4-12)  



n

1k

kk fWJfI ][ 

ژاکوبين مربوط به  J و n هبه ترتيب نقاط و ضرایب وزنی گاوسی در روش گاوسی مرتب kw و k که

3 تبدیل مختصات بوده و در این مساله 4J dx d  .به  75/5و  5/5 هامقدار دقيق این انتگرال

  باشد.میای و ناپيوسته قطعه هترتيب برای توابع پيوست

 ی متفاوت روش گاوس نشان داده شده است. همانهانتایج مربوط به استفاده از مرتبه 1-4جدول  در

گيری از چنين توابعی از دقت مناسبی برخوردار شود روش گاوسی برای انتگرالمیطور که دیده 

( تقسيم -5،5/5( و )1،5) هگيری به دو بازمورد انتگرال هنيست. برای رفع این مشکل کافی است که باز

 به صورت مستقل اعمال گردد. اهرده و روش گاوس در هر یک از بازهک

 
1Cتابع ناپيوستهیک محيط دوسانگرد  1-4شکل   0ایو تابع پيوستة قطعهC مقدار تابع ناپيوسته در ،

 دارد. 1به  -5/5به طول صفر پرشی از  اینقطه

                                                           
1 Piece-wise continuous function 
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 .ایقطعه هه با استفاده از روش گاوس برای یک تابع ناپيوسته و یک تابع پيوستمقادیر محاسبه شد 1-4 جدول

 نوع تابع
مرتبة روش گاوسی مورد 

 استفاده
 مقدار دقيق مقدار عددی محاسبه شده

1C 1 5555/1 75/5 

 2 3755/5  

 5 6155/5  

 7 6151/5  

 15 7575/5  

    

0C 1 3755/5 5/5 

 2 5123/5  

 5 5566/5  

 7 4116/5  

 15 5515/5  

  

پردازیم. در اجزای محدود مییافته هگيری در اجزای محدود توسعانتگرال هحال به بحث نحو

شود. بدین مفهوم که چنانچه میاستفاده  1ی المانبندیافته برای رفع این مشکل از تقسيمهتوسع

و یا تابع تعميم  نوک ترک سازغنیحاوی ترک باشد و در نتيجه یک و یا چند گره آن با توابع  المانی

یی که با تابع هاویا در المان د،نهویساید، که در هر دو توابع ناپيوسته هم وجود دار هیافت

 xهشود. نحومیيم گيری به چند بخش تقسالمان به منظور انتگرال ،ی شده باشدسازغنی 

[ 25باشد که توسط دالبو ]می 3و یا زیرچهارضلعی 2های به صورت تقسيم المان به زیرمثلثبندتقسيم

 ارایه شده است.

به چند باشد و المان عملا می گيریی تنها به علت انتگرالبنددر اینجا باید تاکيد کرد که تقسيم 

 هی سادهاشود. البته روشمیبه مساله اضافه ن  آزادی هشود و هيچ درجمیالمان دیگر تفکيک ن

 (.[15فيش ])وجود دارد  نيز ایذوزنقه روش ماننددیگری 

                                                           
1 Element partitioning 
2 Sub-triangles 
3 Sub-quads 
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 های به زیرمثلثبندروش تقسيم -4-3-1

یی تقسيم هابه زیر مثلث 2-4شکل یی که دارای تقاطعی با ترک هستند مطابق هادر این روش المان

 شوند.می

ی موجود در دو طرف ترک هاگيرد. هر یک از قسمتک صورت میی بر اساس مکان تربندتقسيم 

گيری اعمال قانون گاوس جهت انتگرال هاشود و در هر یک از مثلثمیخود به تعدادی مثلث تقسيم 

 گردد. این روش از دقت مناسبی برخوردار است. می

 

 .[11] گيریرک به زیرمثلث جهت انتگرالی درگير با تهای المانبندتقسيم 2-4شکل 

 

 

 

 

 

 

J 

هازیرمثلث ترک  
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 ی به زیر چهارضلعیبندروش تقسيم -4-3-2

به تعدادی چهار ضلعی کوچکتر  مورد نظر در این روش صرفنظر از نوع المان و شکل ترک، المان

)شکل  گيرد.گيری در درون هر چهارضلعی بر اساس قانون گاوس انجام میشود و انتگرالمیتقسيم 

4-3) 

 

 .[11] گيریجهت انتگرال های درگير با ترک به زیرچهارضلعیهای المانبندتقسيم 3-4شکل 

 

زمانبری کمتری دارد زیرا بدون در نظر  هااین روش از لحاظ صرف وقت نسبت به روش زیرمثلث

احتياجی به پردازش شرایط ی بندکند و روند تقسيمی میبندگرفتن شکل ترک المان را تقسيم

 مختلف ندارد. 

 

 

 

 

هازیر چهارضلعی المان  

J 
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 ی سازغنیجهت  هاانتخاب گره -4-4

ی هارا قطع کرده باشد. اگر در مورد یک گره و المان هافرض کنيد که یک ترک تعدادی از المان

و  A گيرد بای مرتبط با گره را که بالای ترک قرار میهامربوط به آن، مساحت بخشی از المان

نمایش دهيم،  A را با هاو مساحت کل المان Aگيرد بامساحت قسمتی را که در زیر ترک قرار می

 ی نمود آن است کهسازغنیهویساید  هشرط لازم برای آنکه بتوان آن گره را با تابع تعميم یافت

(4-13) A
mv

A



 

(4-14) A
mv

A



 

[ پيشنهاد شده برای دوری جستن از 35مقدار حداقل مجاز است و در کار دالبو ] mv که در آن

 و A تعيين هنحو 4-4شکل در نظر گرفته شود. در  51/5مشکلات عددی و ناپایداری حل برابر % 

A برای گرهJ .نشان داده شده است 

 

 .J [11]برای گره  Aو  Aتعيين  4-4شکل 

 

باشد در این صورت شرط  هاگيری بر اساس روش زیرچهار ضلعین روش انتگرالدر یک الما اگر

 هآن است که حداقل یک نقط ،قبل هشد ههویساید علاوه بر شرط گفت هی با تابع تعميم یافتسازغنی

J 

A
- 

A
+ 

 ترک
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تاثير گره مورد نظر در دو طرف ترک وجود  هدر حوز هاگاوسی متعلق به هر کدام از زیر چهار ضلعی

ی شود زیرا در دو طرف سازغنیهویساید  هباید با تابع تعميم یافت Jگره  5-4شکل در  داشته باشد.

 هی موجود در حوزهاتاثير آن گره نقاط گاوسی وجود دارد. حتی اگر ترکی یکی از المان هترک در حوز

آن گره قرار نداشته باشد  تاثير هگاوسی در دو طرف ترک در حوز هتاثير گرهی را قطع کند ولی نقط

شود. این مطلب ی نمیسازغنیتاثير آن،  هی موجود در حوزهاآن گره با وجود قطع شدن یکی از المان

 به خوبی نشان داده شده است. 6-4شکل در 

 

وجود دارد و آن گره باید با تابع تعميم  Jدر دو طرف ترک نقاط گاوسی متعلق به حوزه تاثير گره 5-4شکل 

 .[11] ی شودسازغنییافته هویساید 

 

ی با تابع تعميم یافته هویساید سازغنیهمان شرط اول، شرط لازم و کافی برای  هادر روش زیرمثلث

طرف  ی متعلق به حوزه تاثير یک گره را قطع کند حتما در دوهااست زیرا اگر ترکی یکی از المان

 شوند و در نتيجه حتما نقاط گاوسی در دو طرف ترک وجود خواهد داشت.میساخته  هاترک زیرمثلث

ی یک گره با توابع نزدیک نوک ترک هم باید گفت که کافی است که نوک ترک در سازغنیدر مورد 

 حوزه تاثير آن گره وجود داشته باشد.

کتر  

J 
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وجود ندارد و آن گره نباید با تابع تعميم  Jرف ترک نقاط گاوسی متعلق به حوزه تاثير گرهدر دو ط 6-4شکل 

 .[11] ی شودسازغنییافته هویساید 

 

 

 محاسبه ضرایب شدت تنش -4-5

به عنوان معياری جهت  نامهضرایب شدت تنش یکی از مهمترین پارامترهایی است که در این پایان

روشی که برای تعيين  .ی پيشنهادی از آن بهره گرفته شده استهادرستی و دقت روش بررسی

و  1چوشود برگرفته از تحقيقی است که میاستفاده  جاضرایب شدت تنش در حالت مود مرکب در این

 اند. انجام داده [11همکارانش ]

 هبست مسيرآن است که در هر  ی این انتگرالهاآشنا شویم. از ویژگی J2در ابتدا، باید با انتگرال 

ی ترک تنشی وارد نشود مقداری ثابت هاگيری در اطراف نوک ترک به شرط آنکه بر لبه انتگرال

 ([12] آید )رایسزیر به دست می هخواهد داشت و مقدار آن از رابط

(4-15) 1

1

j

j ij j

Γ

u
J W n dΓ

x
 

 
  

 
 

                                                           
1 Chow  
2 J-integral 

 ترک

J 

 نقاط گاوسی
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راف نوک ترک به نحوی که هيچ ترک یا ناپيوستگی دیگری را دلخواه در اط 1یک مسير Γکه در آن

، برای مواد ارتجاعی خطی2چگالی انرژی کرنشی Wشامل نشود، 1 2 ij ijW  ،jn ،jهامين مولف 

1و  به سمت خارج Γاز بردار عمود بر j (15-4) هباشند. باید توجه داشت که رابطمی 3دلتای کرونکر 

در امتداد ترک  1x شود به نحوی که محوردر دستگاه مختصات محلی که در نوک ترک تعریف می

نشان داده شده  (15-4) های موجود در رابطمحور محلی نوک ترک و پارامتره  7-4شکل است. در 

 است. 

 

 .[11] آن متناظر سطح داخلی Aو Γمختصات محلی در نوک ترک و مسير  7-4شکل 

 

با اندک  ،ری انجام شودگيراللازم است که بر روی یک مسير انتگ (15-4) هبا توجه به اینکه در رابط

گيری استفاده شود جابجا خواهند شد در انتگرال هاتغييری که در مسير پيش آید نقاطی که باید از آن

ظاهر  جود آید در جواب نهایی خطا کاملامحدود خطایی به و هو اگر چنانچه در یک و یا چند نقط

را بر روی سطح محاسبه  روی خط، انتگرال گيری . برای رفع چنين مشکلی به جای انتگرالشد خواهد

                                                           
1 Contour 
2 Strain energy density 
3 Kronecker 

x1 x2 

Γ A 
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توان از قانون دیورژانس استفاده کرد و انتگرال را بر روی . برای دستيابی به این هدف میکنيممی

 [(31]و همکارانش  1لی) :زیر به دست آورد هسطح از رابط

(4-16)  ,1 1 ,ij i j j

A

J u W q dA   

دلخواه  2یک تابع هموار qفراگرفته شده است، Γنوک ترک است که توسط سطحی در اطراف Aکه

برابر صفر  ،Γاست به نحوی که بر روی نوک ترک مقدار آن برابر یک و بر روی مرز خارجی انتگرال،

و یا در خارج آن قرار  Γیی که بر رویهارا در گره qکه مقدار شودمیانتخاب  ایگونهبه  qاست. تابع

قرار دارند برابر یک قرار داده شود. به این ترتيب  Γیی که درونهادارند برابر صفر و در سایر گره

ی هابر روی تمامی گره qکه مقدار هاتوان تقسيم نمود یک دسته از المانرا به دو دسته می هاالمان

 qاز مشتق تابع (16-4) هیکسان است و یک دسته که چنين نباشد. از آنجایی که در رابط هاآن

 در آنها تغيير کند.  qگيری وارد خواهند شد که مقدارنتگرالیی در اهااستفاده شده است تنها المان

در درون مسير  qمنظم اجزای محدود نشان داده شده که مقادیر گرهی تابع شبکهیک   1-4شکل در 

گيری یی که بر انتگرالهار این شکل المانبراساس روش ذکر شده مشخص شده است. د Γهبست

را در نقاط گاوس درون  qذکر شده مقادیر تابع هاند. در روش سادهتاثيری نخواهند گذارد مشخص شد

توان با استفاده از توابع گرهی آن یکسان نيست می هایی که مقادیر گرهی آن تابع در آنهاالمان

 نحو زیر تعيين کرد به هاالمان

(4-17)  
1

( )
nn

i i

i

q q


x x 

 توابع شکل آن المان است. iدرون آن قرار دارد و xهی المانی است که نقطهاتعداد گره nnکه

                                                           
1 Li  
2 Smooth 
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 .[11] منظم اجزای محدود شبکهدر یک  q یر گرهی تابعمقاد 1-4شکل 

 

نياز است که از یک حالت  J برای تعيين ضرایب شدت تنش در حالت مود مرکب با استفاده از انتگرال

به تنهایی فقط یک رابطه بين ضرایب شدت تنش در مودهای  Jکمکی هم استفاده کنيم زیرا انتگرال 

باشد. به همين علت بين این دو ضریب نياز می یاضاف هبه یک معادل لذاکند و تعيين می را و دوماول 

ی هاو تغيير مکان هافرض کنيد که دو حالت تنش و تغيير مکان وجود دارد که یکی مربوط به تنش

را زمانی که هر دو حالت با  ،SJباشد. بنابراین انتگرال مساله است و دیگری مربوط به حالت کمکی می

 :د به صورت زیر خواهيم داشتنهم بر ماده تاثير داده شو

(4-11) MJJJ auxS  

 هاز رابط Mباشند ومیی واقعی و کمکی هابرای حالت Jبه ترتيب مقادیر انتگرال  auxJو  Jکه در آن

 :شودمیزیر محاسبه 

(4-11) (1,2)

,1 ,1 1 ,

aux aux

ij i ij i j j

A

M u u W q dA        

 ترک

 نوک ترک

گيریمحدوده انتگرال  

گيری ندارندالمانهایی که تاثيری بر انتگرال  
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 که در شرایط ارتجاعی خطی 

(4-25)  






  ij

aux
ij

aux
ijijW 

2

12,1 

ی کمکی باید طوری انتخاب هاو تغيير مکان هامربوط به حالت کمکی است. تنش auxکه بالانویس

 در بين دوارضا کند. بنابراین  Aه عادل و خالی بودن وجوه ترک از تنش را در ناحيگردند که شرایط ت

به عنوان پيشنهادهایی مناسب در حالت  (61-2)تا  (65-2)توان از روابط می متفاوت محيط دوسانگرد

 ی کمکی استفاده کرد.هاو تغيير مکان هاکمکی برای تنش

زیر به  هاز رابط تواندر بين دو محيط دوسانگرد را می M و ضرایب شدت تنش ه بينرابط از طرفی

 [( :11)چو و همکارانش ] دست آورد

(4-21)                    m
imi uuMUk ~,2 

 که در آن

(4-22)            
1

211
2

1
1

ˆ






 



  ILLU 

 و

(4-23)   1
22

1
11

1
2

1
1

ˆ 









  LSLSLL 

 تانسور Lو  S)ماده پایينی( است و  2)ماده بالایی( و ماده  1ماده  Lو  Sدر  2و  1منظور از اندیس 

در تحقيق دوسانگرد مقادیر آنها برای یک محيط [( هستند که 41] 1برنت ولوته ) برنت و لوته 3×3

 :ندبه صورت صریح زیر به دست آمده ا[ 51و تينگ ] 2دنگی

                                                           
1 Barnett and Lothe 
2 Dongye  
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(4-24)    
 

  21

11

22
12

2

1

2211661222

12221166
21 ,

2
S

C

C
S

CCCCC

CCCC
S 
















 

(4-25)                                    2

1

55443311

11

22
222122111211 ,, CCLL

C

C
LSCCCL  

 ی تانسورها صفر هستند.هان شده در بالا بقيه درایهای بيهابه جز درایه

توان ضرایب می (21-4) قرار دادن مقدار آن در رابطه و (11-4) هاز رابط M هبا محاسببنابراین 

 کرد.محاسبه  راشدت تنش در مود مرکب در حالت واقعی 
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 :  پنجمفصل 

اجزا محدود ی عددی روش هامثال

 یافتهتوسعه
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 مقدمه -5-1

ی این هایافته و همچنين نشان دادن قابليتهای محدود توسعبرای بررسی درستی و دقت روش اجز

 گردد.، چندین مثال در این بخش ارایه میایلایهدر حل مسایل ترک بين روش

اند. حاسبه شده، ضرایب شدت تنش با استفاده از روش پيشنهادی در فصل قبل مهادر تمامی مثال

گيری کرد، برای انتگرالمیمرز دو لایه از آن عبور  و یا ودب و نه نوک ترک، ترک چنانچه المانی حاوی

ی بندزیرمثلث تقسيم 4ی مثلثی استفاده شده است و آن المان به بنددر آن المان از روش تقسيم

نقطه  7که در هر زیرمثلث از  اندهزیر مثلث تقسيم شد 6ی دارای نوک ترک نيز به هاو المان شده

 معمولی استفاده شده است. 2×2نيز از قانون گاوسی  هاایر الماندر س. بهره گرفته شده است گاوسی

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



76 

 

 1مثال  -5-2

برای این  در این مثال به بررسی یک ترک در بين دو ماده اورتوتروپ مختلف پرداخته شده است.

 در نظر گرفته تفاوت،م لایه کامپوزیتدو مرکز یک صفحه تشکيل شده از در  a2به طولمنظور ترکی 

Mpa122و تنش واحد یکنواخت  شده است 
 1-5شکل  . دردر دو طرف صفحه اعمال شده است 

 . توان دیدمی را مسالههندسه و شرایط مرزی 

 
 .[12]1هندسه و شرایط مرزی مساله  1-5شکل 

 

این مساله به صورت زیر باشد و ابعاد مورد استفاده در حل میشرایط حاکم بر مساله کرنش مسطح 

 است:                                  

                                                                      ahawma 20,20,1  

ایين )ماده در ماده پ و )جهت خارج از صفحه( 3x( راستای الياف در جهت محور 1در ماده بالا )ماده 

 است و خصوصيات مقاومتی دو ماده به شرح زیر است: 1x( راستای الياف در جهت محور 2
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 :                       1ماده 

                                                                         2

3

2

3

1
3 10*91.6,142 

E

E

E

E
GpaE 

2

3

23

3

132

3

12 10*23.4,10*68.2  
E

G

E

G

E

G
 

3.0123231   

 :                                                   2ماده 

                            2

1

3

1

2
1 10*91.6,142 

E

E

E

E
GpaE 

2

1

12

1

132

1

23 10*23.4,10*68.2  
E

G

E

G

E

G
 

3.0123231   

براساس تحقيق کو و  ضرایب شدت تنش تحليلی بينهایت برای مساله ترک بين دو لایه غيرهمسانگرد

 شود:میبه شکل زیر محاسبه  [16] بسانی

(5-1    )                                                                      01 2 2
i

k a i a


 
   

  
Y t 

  که در آن

(5-2  )                                                                                        312 ,, KKKk 

 (5-3)                                                                                                                0 0 0 0
12 22 23, ,

T

  t 

تفاده در این مساله از این روابط برای به دست آوردن ضرایب شدت تنش تحليلی و مقایسه نتایج اس

02312توان گفت میشده است. بنابراین با توجه به شرایط حاکم بر مساله    . 
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 آیندمیبه صورت زیر به دست مقدار ضرایب شدت تنش با استفاده از این روابط 

778.11 K 

146.02 K 

 ،ی به شرایط پيوستگی در نواحی دور از ترکنهایت به منظور دستيابدر حل ترک بين دو محيط بی 

تنش 
211

  در حالت  . مقدار این تنش([11چو و همکارانش ]) شودمیاعمال  2در دو طرف ماده

  شود:میتوسط رابطه زیر محاسبه  کرنش مسطح

(5-4)                                 
22

1

1

3113

321312

3113

321312
11

1

2

22

222

22

222

2
11




























































E

E
 

، این تنش نيز بر مدل عددی اعمال گفته شدهی به نتایج قابل قياس با روابط تحليلی برای دستياب

 شده است.

استفاده شده است و شرایط  2xاز تقارن نسبت به محور  برای ساختن مدل اجزای محدود مساله،

( 37-3)شده در رابطه و در مدل کردن نوک ترک از توابع جدید معرفی  نداهمرزی لازم اعمال شد

 استفاده گردیده است. 

 شبکهاستفاده شده است. در یک مدل از یک  مدل اجزا محدوددو از  برای تحليل این مساله 

 شبکهو در مدل دیگر از یک  گره 4361المان چهارضلعی به همراه  4235متشکل از  ساختاریافته

و  2-5 یهادر شکل. استفاده شده است گره 265المان چهارضلعی به همراه  241غيرساختاریافته با 

 .شودمیدیده  مورد استفاده برای کل محيط و در نزدیکی نوک ترک ساختاریافته شبکهبه ترتيب  5-3

 نشان داده شده است. 5-5و  4-5ی هاغيرساختاریافته مورد استفاده در شکل شبکههمچنين 

 گيری، یعنیانتگرال هنسبی حوز هد که اندازاندر این مثال ضرایب شدت تنش در حالتی محاسبه شده 

dr a (dr  شعاع ناحيه انتگرالJ،) گيری بر مقدار انتگرال هحوز هاند که اندازدر حالتی محاسبه شده
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 ) گيریانتگرال هنسبی حوز هاندازدر مدل ساختاریافته  محاسبه شده تاثيری نگذارد.
dr a ) 5,2برابر 

 در نظر گرفته شده است. 5,33و در مدل غيرساختاریافته برابر 

 
 .1مساله  مورد استفاده در مدل اجزا محدود گستردهساختاریافته  شبکه 2-5شکل 

 

 
 .1مساله  در مدل اجزا محدود گسترده در نزدیک نوک ترک ساختاریافته شبکه 3-5شکل 
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 .1مساله  در مدل اجزا محدود گستردهمورد استفاده  غيرساختاریافته شبکه 4-5ل شک
 

 

 .1مساله  در نزدیک نوک ترک در مدل اجزا محدود گسترده غيرساختاریافته شبکه 5-5شکل 
 

ضرایب شدت تنش با استفاده از روش گفته شده در فصل قبل محاسبه شد و  ،پس از تحليل مدل

تنش در مود مرکب حاصل از تحليل عددی و حل تحليلی  خطای نسبی ضرایب شدت

(100*




K

KK
نشان داده شده است. در این جدول  1-5به دست آمد که نتایج آن در جدول ( 
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[ گفته شده و نيز حل 11با آنچه که در تحقيق چو و همکارانش ] محاسبه شده، ضرایب شدت تنش

و سه روش  6-5نشان داده شده در شکل  شبکهيق از سه تحليلی مقایسه شده است. در این تحق

Hybrid Element  وMutual Integral و Extrapolation  ت حل مساله استفاده شده اسبرای

و   216و  56به ترتيب شامل   Cو  Bو  Aی هاشبکه توان دید.می 1-5را در جدول  هاکه نتایج آن

 تکين ایگره 1ی هارک در دو روش آخر از المان. برای مدل کردن تهستند ایگره 1المان  72

 استفاده شده است.

از به کارگيری  نتایج حاصل که شودمیمشاهده ، 1-5جدول  با مقایسه نتایج حاصله با نتایج موجود در

ی جدید مربوط به دو ماده دوسانگرد از دقت سازغنیاجزا محدود گسترده به همراه توابع  یهامدل

ی هاغيرساختاریافته با تعداد المان شبکهشود که با استفاده از میبه علاوه دیده  ست.کافی برخوردار ا

 توان به دقت مناسبی دست یافت.میهم بسيار کمتر 

 

 
A                             B                               C 

 .[12ی مورد استفاده در تحقيق چو و همکارانش ]هاشبکه 6-5شکل 
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 ی مختلفهامقادیرخطای نسبی ضرایب شدت تنش در روش 1-5جدول 
Error 

IIK (%) 
Error 

IK (%) 
هاتعداد گره هاتعداد المان  مورد استفاده روش   

1.37 0.79 205 56 Hybrid Element 

چو و همکارانش 

[11]  

0.68 0.67 679 216 Mutual Integral 

7.53 0.56 237 72 Mutual Integral 

21.92 7.09 237 72 Extrapolation 

10.27 8.27 679 216 Extrapolation 

ساختاریافته شبکه 4235 4368 0.866 1.781  

 روش پيشنهادی
هغيرساختاریافت شبکه 241 260 1.294 1.712  

 

 5,54از  ایبازهبر روی مقادیر ضرایب شدت تنش،  ( dr) گيریانتگرال هحوز هانداز برای بررسی تاثير

نظر گرفته شد و با تحليل مدل عددی نتایج حاصل از ضرایب شدت  در drبرای  طول ترک، 5,25تا 

مقادیر ضرایب شدت تنش به دست آمده  6-5و  5-5ی هاشکل. اندهتنش متناظر با آن به دست آمد

drبه ازای مقادیر مختلف  مودهای اول و دومدر  a  یادآوری شود که در تمامی  باید. دهندمیرا نشان

و  7-5ی هابا دقت در شکل استفاده شده است. ساختاریافته یبندشبکه از تنها بخشی این هاتحليل

طول ترک  5,15حدود به ( dr) ریگيانتگرال هحوز هانداز زمانی که ،توان نتيجه گرفتمی 5-1

 ارد.دتاثيری ن ضرایب شدت تنش گيری بر مقدارانتگرال هحوز هاندازرسد، می

ی المان بندقانون گاوسی مختلف به جای استفاده از روش تقسيمتاثير استفاده کردن از در این مساله، 

مقادیر  2-5. در جدول نيز مورد بررسی قرار گرفته است ،ی شده با توابع مختلفسازغنیی هادر المان

نمایش  ساختاریافته یبنددر شبکه ضرایب شدت تنش متناظر با به کارگيری قانون گاوسی مختلف

 گيری، یعنیانتگرال هنسبی حوز هاندازدر حالتی که  نتایجباید گفته شود که تمام این  داده شده است.

dr a  اندهبه دست آمد ،است 2/5حدود. 
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 .یگيرنسبت به مقادیر مختلف اندازه نسبی حوزه انتگرال ضرایب شدت تنش در مود اول 7-5شکل 

 

 
 .یگيردوم نسبت به مقادیر مختلف اندازه نسبی حوزه انتگرالضرایب شدت تنش در مود  1-5شکل 
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ی های در المانبندگاوسی مختلف استفاده شده به جای روش تقسيم یهابه ازای قانونمقادیر ضرایب شدت تنش  2-5جدول 

 یسازغنیدارای توابع 

IIK  IK  n×n Gauss points in 

each element 

6.0906 32.08 2 

0.15 1.7853 3 

0.1452 1.7975 4 

0.1479 1.8004 5 

0.1463 1.7959 6 

 

نزدیک نوک ترک به اندازه کافی ریز های در شرایطی که المان شود کهمیدیده  2-5دول با توجه به ج

از دقت ضرایب شدت تنش در مود اول و دوم  مقادیر ،افزایش تعداد نقاط گاوسی با شده باشند،

 بندی استفاده نکرد.توان از روش مثلثو در این حالت می شوندمناسبی برخوردار می
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 2مثال  -5-3

وجود داشته باشد و صفحه  a2بينهایت دوسانگرد ترکی به طول هرض کنيد در بين دو محيط نيمف

0 در بينهایت دارای تنش کششی
22 جنس دو محيط از  و شرایط کرنش مسطح نيز وجود دارد. است

T300-5208  به شرح زیر استخصوصيات مقاومتی با 

     10.8 GPaT ZE E 3.36 GPaZTG            137 GPaLE  

   0.238ZL TLv v      36.3TZ            5.65 GPaZL TLG G  

در ماده بالا راستای الياف  محوری در راستای ضخامت است. Z محور عرضی و T محور طولی، L که

 (1-5شکل ) .است 1xدر ماده پایين راستای الياف در جهت محور  و 3xدر جهت محور 

با این تفاوت  ،باشدمی 1-5شکل  مطابق ظر گرفته شدمدلی که برای تحليل این محيط بينهایت در ن

و شرایط مرزی لازمه  تنها از نصف آن استفاده شده است 2xکه به علت وجود تقارن نسبت به محور 

20wابعاد مساله به صورت . اعمال گردیده است a h a  و  استma 1 ظر گرفته شده است.در ن 

 

 .[17]2هندسه و شرایط مرزی مساله  1-5شکل 



86 

 

دو مدل اجزا محدود ساختاریافته و غيرساختاریافته استفاده شده است. از  نيز برای تحليل این مساله

المان چهارضلعی به همراه  4235مساله قبل متشکل از  شبکهساختاریافته مورد استفاده همان  شبکه

غيرساختاریافته مورد  شبکهباشد و مینمایش داده شده،  3-5و  2-5 یهاشکلدر گره، که  4361

نشان داده  11-5و  15-5 یهاگره است که در شکل 261چهارضلعی و  المان 255استفاده دارای 

 هحوز هاندازاند که در حالتی محاسبه شدهاین مساله  ضرایب شدت تنشهمچنين  شده است.

 هنسبی حوز هاندازارد که در مدل ساختاریافته دتاثيری ن ب شدت تنشضرایگيری بر مقدارانتگرال

dr) گيریانتگرال a ) در نظر گرفته شده است. 5,33و در مدل غيرساختاریافته برابر  5,2برابر 

 

 
 .2مساله  در نزدیک نوک ترک در مدل اجزا محدود گسترده غيرساختاریافته شبکه 15-5شکل 
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 .2مساله  در نزدیک نوک ترک در مدل اجزا محدود گسترده غيرساختاریافته شبکه 11-5شکل 

 

ضرایب شدت تنش تحليلی براساس تحقيق کو و  بينهایت، برای مساله ترک بين دو لایه غيرهمسانگرد

وان آیند که در این مثال نيز از این روابط به عنمیبه دست  3-5تا  1-5مطابق روابط  ،[16] بسانی

 :ندمقادیر ضرایب شدت تنش به صورت زیر محاسبه شده اجواب تحليلی مساله استفاده شده است و 

7745.11 K 

085.02 K 

ضرایب شدت تنش در مود مرکب خطای نسبی  3-5در جدول برای تعيين دقت روش پيشنهادی، 

*100) عددی و حل تحليلی حاصل از تحليل




K

KK
در مقایسه با نتایج ذکر شده در کار چاو و ( 

و دو روش  12-5نشان داده شده در شکل  شبکهدر این تحقيق از دو ه شده است. مقایس [17اتلوری ]

Mutual Integral و Extrapolation شبکهکه  برای مدلسازی استفاده شده است A  216دارای 

 ایگره 1ی هاو برای مدل کردن ترک از المان هستند ایرهگ 1 المان 72دارای  B شبکهالمان و 

 استفاده شده است. تکين
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A                                                                    B 

 .[17ی مورد استفاده در مدل چاو و اتلوری ]هاشبکه 12-5شکل 

 ی مختلفهاقادیرخطای نسبی ضرایب شدت تنش در روشم 3-5جدول 

Error 
IIK (%) 

Error 
IK (%) 

هاتعداد گره هاتعداد المان  مورد استفاده روش   

0.1 0.6 679 216 Mutual Integral 

 اتلوریچو و 

[71]  

13.6 0.7 237 72 Mutual Integral 

6.9 9.5 237 72 Extrapolation 

2.3 13.1 679 216 Extrapolation 

هساختاریافت شبکه 4235 4368 0.592 2.82  

 روش پيشنهادی

0.824 0.051 268 250 
 شبکه

 غيرساختاریافته

 

به دست آمده به حل تحليلی نزدیک است و از دقت کافی  یهاشود تقریبمیهمانطور که مشاهده 

غيرساختاریافته با  شبکهشود که مقادیر به دست آمده با استفاده از می. همچنين دیده برخوردار است

از دقت بسيار بالایی برخوردار است. بنابراین با صرف هزینه کمتر به  ،ی بسيار کمترهاتعداد المان

 دست یافت. توانمیی با دقت بسيار خوبی هاجواب
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در  این مساله یافتهتوسعهدود حاصل از تحليل اجزا مح و تغييرمکان ی تنشهاميداندر ادامه 

  د.نشومیدیده  17-5 تا 13-5ی هاشکل

 
 .Xدر جهت غييرمکانميدان ت 13-5شکل 

 

 
 .Yجهتميدان تغييرمکان در  41-5شکل 
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 .Xميدان تنش در جهت 51-5شکل 

 

 
 .Yدر جهتميدان تنش  61-5شکل 
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 .XYميدان تنش در جهت 71-5شکل 

 

 برابر صفر شده است. yy در طول ترکتوان دید میبا توجه به کانتورهای تنش و تغيير مکان 

 حاصل استفاده از تابع هویساید است و بيانگر ناپيوسته هستند که در طول ترک yu و xu همچنين

 باشد.میاینست که ترک یک ناپيوستگی قوی 
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 3مثال  -5-4

ی جدید پرداخته سازغنیبه تحليل یک ترک بين دو ماده همسانگرد و دوسانگرد توسط توابع  در اینجا

و یک ماده  PSM-1از جنس  )ماده بالا( ماده همسانگرد بين یک a2یک ترک به طول  شده است.

ماده کامپوزیت با الياف تک جهته از که نوعی  Scotchply1002از جنس  )ماده پایين( دوسانگرد

 آورده شده است.  4-5مشخصات این دو ماده در جدول  گيریم.میرا در نظر  جنس شيشه است،

    مساله مشخصات دو لایه 4-5جدول 

 

 محوری در راستای ضخامت است. Z محور عرضی و T محور طولی، L که

 5درجه در نظر گرفته شده است که منظور از  15و  5محورهای ماده پایين در این مساله در دو حالت 

 ف در راستای محوردرجه جهت اليا 15 باشد و برای xدرجه اینست که جهت الياف در راستای محور 

y  5.62.0همچنين طول ترک نيز متغير در نظر گرفته شده است. ) گيرند.میقرار
2


w

a
شرایط  (

نشان داده شده اند. از لحاظ بارگذاری دو لبه بالا و  11-5در شکل  این مساله هندسی و شرایط مرزی

 شی قرار دارد و شرایط تنش مسطح بر مساله حاکم است. مورد نظر تحت تنش کشپایين صفحه 

و شرایط مرزی  کنيممیکنيم و نيمی از آن را مدل میدر اینجا نيز از تقارن موجود در مساله استفاده 

در  AB، yT ، در طول0xy، 11-5بنابراین با توجه به شکل  کنيم. میلازم را نيز اعمال 

 . DA در طول yT و CD در طول 0xu و BC، 0xy طول

مورد استفاده در  بکهشساخته شد که در آنها  مدل اجزای محدودبه ازای هر اندازه طول ترک یک 

مورد استفاده در کل  شبکه 25-5و  11-5ی هاتمام طول ترک ریز شده است. برای نمونه شکل

GpaE     سانگردماده هم 5.2                     Gpa91.0  

GpaEL  ماده دوسانگرد 3.39   GpaET 7.9   GpaGLT 1.3  25.0LT  
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5.0محيط و در طول ترک، برای حالت 
2


w

a

  
در این مساله ضرایب شدت تنش  .دهندمیرا نشان 

dr گيری، یعنیانتگرال هنسبی حوزبا در نظر گرفتن اندازه  مرکب a محاسبه شده اند و  ،2/5 برابر

) 1نرمالایز شده مرکب دامنه این ضرایب
a

K


آیند که در آن میبه عنوان معيار سنجش به دست  (

2
2

2
1 KKK  باشد.می 

 

 
 .[11] 3هندسه و شرایط مرزی مساله  11-5شکل 

 

                                                           
1 Normalized Complex SIF 
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 .3زای محدود استفاده شده برای تحليل مساله مدل اج 11-5شکل 

 

 
 .3در نزدیکی ترک در مدل استفاده شده برای تحليل مساله  شبکه 25-5شکل 
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 که ندمقایسه شده ا[ 11و همکارانش ] 1ود در تحقيق شوکلانتایج حاصل از این مدلسازی با نتایج موج

 boundaryيق از دو روش در این تحق شود.میدیده  21-5 شکلین تحقيق در انتایج 

collocation method بر روی  استفاده شده است. در برآورد نتایج ی آزمایشگاهیهاو نيز تست

حاشيه اطمينان  %15نتایج آزمایشگاهی یک آناليز آماری انجام گرفته است و مقدار ميانگين به همراه 

 نشان داده شده است. 21-5تعيين شده است و در شکل 

با . نداهقرار داده شد 22-5و شکل  5-5در جدول  یافتهتوسعهاجزا محدود  یهااز مدلحاصل  نتایج

و نتایج  یافتهی اجزا محدود توسعههاتوان دریافت که نتایج به دست آمده از مدلمیمقایسه نتایج 

ز توان گفت که با استفاده امی[ به یکدیگر نزدیک است و بنابراین 11تحقيق شوکلا و همکارانش ]

توان ترک در بين دو ماده میی جدید مربوط به ترک بين دو ماده متفاوت دوسانگرد سازغنیتوابع 

 همسانگرد و دوسانگرد را نيز تحليل کرد. 

 

 
 .[11همکارانش ]نتایج تحقيق شوکلا و  21-5شکل 

                                                           
1 Shukla 
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 شده بينیپيش قادیرم 5-5جدول 
a

K


  

 
2.0

2


w

a 3.0
2


w

a 4.0
2


w

a 5.0
2


w

a 6.0
2


w

a 

0 5,1127 1,5251 1,5734 1,1435 1,2467 

90 1,5556 1,543 1,5164 1,1751 1,2757 

 

 
 .یافتهتوسعهحاصل از روش اجزا محدود نتایج  22-5شکل 

 

تمرکز  دامنه ضرایبلازم به ذکر است که برای یک طول ترک یکسان و یک بارگذاری یکسان مقادیر 

که جهت  زمانی که جهت الياف عمود بر ترک است بيشتر از زمانی است نرمالایز شده مرکب تنش

بيشترین سهم را در  الياف موازی با ترک باشد که علت این امر در اینست که در مواد کامپوزیت الياف

باربری دارند. پس بنابراین زمانيکه جهت الياف عمود بر ترک است بيشتر بار در همان راستای عمود 

مقدار بيشتری  IKشود که میشود )مود اول مکانيک شکست( و همين امر موجب میبر ترک تحمل 

 دا کند.نسبت به زمانی که جهت الياف موازی ترک است پي
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 :  ششمفصل 

 ی و پيشنهادهاگيرنتيجه
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 یگيرنتيجه -6-1

دوسانگرد با استفاده از  هماد بين دو ایلایهبينمهمترین هدف در انجام این تحقيق، مدلسازی ترک 

یافته بود. بدین منظور، ابتدا به طور خلاصه روابط موجود در مواد دوسانگرد هروش اجزای محدود توسع

 ایلایهبين ی اطراف ترکهايان شد. سپس کمی در مورد مکانيک شکست و به ویژه تغييرمکانب

و چگونگی  یافتهتوسعه روش اجزای محدودبه توضيح مبانی و تئوری  در ادامهمطالبی گفته شد. 

 در چهار حالت ترک شرح داده شد. ی لازمهسازغنیمدلسازی ترک در این روش پرداخته شد و توابع 

ی مربوط به مدلسازی ترک بين دو ماده دوسانگرد استخراج گردید و معرفی سازغنیخصوص توابع  به

ی قوی و ضعيف توضيح داده های مربوط به ناپيوستگیسازغنیهمچنين نحوه استفاده از توابع  شد.

 هدر ضمن نکاتی در مورد محاسب وسازی عددی روش بحث شد پياده هپس از آن در مورد نحو .شد

رایب شدت تنش در قالب اجزای محدود بيان گردید. در نهایت هم چندین مثال عددی برای ارزیابی ض

 ی متداول آورده شد.هاروش پيشنهادی با روش

 پردازیم:میچندین نتيجه حاصل شد که در ادامه به طور خلاصه به آنها  نامهبا انجام این پایان

 که در  یافتها در یک مدل اجزا محدود توسعهخصوصيات مکانيکی دو ماده دو طرف ترک ر اگر

ی مربوط به ترک بين دو ماده دوسانگرد، برای مدل کردن نوک ترک سازغنیآن از توابع 

استفاده شده است، مانند یکدیگر در نظر بگيریم به همان نتایج ترک در یک ماده دوسانگرد 

توان به میواد همسانگرد یابيم. همچنين با نزدیک کردن خصوصيات دو ماده به ممیدست 

تحليل ترک بين دو ماده همسانگرد متفاوت و یا ترک در یک ماده همسانگرد پرداخت. 

ی امکان مدلسازی ترک بين دو ماده دوسانگرد متفاوت، سازغنیبنابراین استفاده از این توابع 

ده ترک در یک ماده دوسانگرد، ترک بين دو ماده همسانگرد متفاوت و ترک در یک ما

 کند.میرا فراهم همسانگرد 
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  ی حاوی محل تماس دو های مربوط به ناپيوستگی ضعيف در المانسازغنیاستفاده از توابع

 کند.میماده متفاوت الزامی است و به خوبی تغيير فاز در محيط را مدل 

 ی ضعيف مثل محل تماس دو ماده متفاوت و یا ناپيوستگیهایی که با ناپيوستگیهادر المان 

قوی مثل ترک درگير هستند، با استفاده از قانون گاوس حتی با تعداد زیاد نقاط گاوسی برای 

ی بندد و لازم است که از روش تقسيمنشومیحاصل ن نتایجی همگرا ی در المان،گيرانتگرال

و یا  ی حاوی ترک و نه نوک ترکهادر المان ،د. با توجه به مسایل حل شدهشوالمان استفاده 

ی دارای نوک ترک نيز هازیرمثلث و در المان 4به  هاتقسيم آن المان ،مرز دو لایه دارای

نقطه گاوسی  7زیر مثلث کافی است. در هر زیرمثلث ایجاد شده نيز استفاده  از  6تقسيم به 

 . کندمیحاصل  قابل قبولیی هاجواب

 کفایت  2×2قانون گاوسی  وجود ندارد استفاده از هایی که هيچ ناپيوستگی در آنهادر المان

 .کندمی

  مورد استفاده در نواحی اطراف ترک تا حد لزوم ریز  شبکهبرای رسيدن به نتایج مطلوب باید

 ی درشت در نواحی دور از ترک ایرادی ندارد.هابا المان شبکهولی استفاده از  ،شده باشد

  در محاسبه ضرایب شدت تنش به روش انتگرالJ،  گيریانتگرال هحوزبهينه اندازه ( dr )  در

 باشد.می طول ترک 2/5 حدود
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 پيشنهادها -6-2

 :یافته پيشنهادات زیر قابل طرح هستندهتوسعدر راستای بهبود روش اجزای محدود 

  و انتشار ترک دیناميکیی به محدوده مسایل بندفرمولتنها به حالت استاتيکی اکتفا نشود و 

 .توسعه یابد

 بعدی گسترش داده شود. روش ذکر شده به حالت سه 

  یل را در حالت مسابتوان مکانيک تماس هم در نظر گرفته شود تا  مساله برای احتسابتعميم

 بارگذاری کلی تحليل نمود.

 .مدلسازی ترک در محيط ناهمسانگرد توسعه داده شود 
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