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  چكيده

 چكيده
در اين تحقيق سعي شده است تا مزيتها و معايب روشهاي بدون المان در مقايسه با روش المان 

 . محدود در تحليل الاستوپلاستيك ورق مورد ارزيابي قرار گيرد
 پايه بررسي و مقايسات قرار RKPMبا توجه به گستره وسيع روشهاي بدون المان در اينجا روش 

 .اگرچه بر حسب مورد از ساير روشها نيز سخني به ميان آمده است.  استگرفته
 با آن SPH روشي است كه از برطرف نمودن برخي از مسايل و مشكلاتي كه در روش RKPMروش 

 در تخمين تابع و مشتقهاي آن در مرزهاي محدوده SPHدر واقع روش . مواجه ايم معرفي گرديده است
در .  ميرسيمRKPMبه روش  SPHكسري ضرايب اصلاحي در توابع شكلي ضعيف بوده كه با اعمال ي

معادله انرژي براي ) Strong Form(ضمن در اين روش به جاي ارضا معادلات تعادل براي اجزاي سيستم
 )Weak Form.(كل سيستم كمينه مي شود

بررسي قرار قبل از انجام تحليل ميزان دقت اين روش در تقريب توابع يك بعدي و دوبعدي مورد 
 .گرفت و پس از مقايسه با تابع اصلي نتايج رضايت مندانه اي به دست آمد

پس از اين مرحله نسبت به حل معادلات ديفرانسيل با اين روش و مقايسه آن با حل تحليلي اقدام 
 .شد كه نتايج حاصله تطابق مناسبي داشتند

ج آن از طريق مقايسه با نتايج المان محدود در فاز بعدي نوبت به تحليل الاستيك ورق و ارزيابي نتاي
 .جوابهاي هر دو روش بادقت بالايي با هم همخواني داشتند. رسيد

 در انتها به تحليل الاستوپلاستيك ورق پرداخته شد كه در اين مرحله نيز نتايج مطلوبي به دست آمد
كل بزرگ مي باشد و انجام لازم به ذكر است كه اين تحقيق مقدمه اي براي انجام آناليزهاي تغييرش

 .تحليل تغيير شكل بزرگ به عنوان گام بعدي پيشنهاد مي شود
 

 :كلمات كليدي
 RKPM ،Strong Form ،Weak روش  ،SPHروشهاي بدون المان،  روش اجزا محدود، روش 

Form. 





  قدرداني و تشكر

 قدرداني  و تشكر
 .الحمد الله كه اين بار به مقصد رسيد

 كه در مراحل مختلف تهيه و نيا ابريدكتر  و محمديدكتر آقايان از اساتيد محترم راهنما و مشاور 

ان محترم آقاي دكتر قاضوي و دكتر تاجداري كمال تدوين اين پايان نامه بنده را ياري رساندند و داور

 قدرداني دكتر قاضوي و دكتر نائي همچنين لازم است  از راهنماييها و همراهيهاي آقايان .را دارمتشكر 

 به دليل نوروزي و كريمياز كارمندان گرامي اداره آموزش آقايان . ي خويش را ابراز نمايموسپاسگذار

 .بذل محبت و همكاريشان  نيز صميمانه تشكر مي نمايم
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 ١٣ مقدمه: فصل اول

 فصل اول
 

 

 

 

 

  :مقدمه .1
 :يشينه تحقيقپ .1-1

 اين روش به پر كاربردترين روش محاسبات 1950از زمان ايجاد روش المان محدود در سال 

ك محيط پيوسته را به اجزاي كوچكي تجزيه مي كند كه اين  اين روش ي.مهندسي تبديل شده است

اين روش هميشه مفيد نمي باشد چرا كه در بعضي از موارد شرايط  .اجزائ مستقل المان ناميده مي شوند

 با توجه به موارد فوق و. أله نمي باشدسسازگاري در روش عددي مشابه شرايط سازگاري فيزيك م

نظير تحليل رشد ترك يا تغيير شكل (محدود در حل برخي مسائل همچنين عدم بهينگي روش اجزا 

 .روشهاي بدون المان معرفي و مورد استفاده قرار گرفتند) بزرگ

 :ي مزاياي فراواني دارد كه از آن جمله مي توان به نكات زير اشاره نمودشاستفاده از چنين رو

 مشتقات آنتقريب هر چه دقيقتر ميدان حاكم بر مسأله و تضمين پيوستگي  -1

  به دليل عدم نياز به هرگونه المان بندي محيطCADبرقراري ارتباط آسان تر با سيستم هاي  -2

امكان تحليل تغيير شكلها و چرخشهاي بزرگ؛ جابجايي گره ها در روشهاي بدون المان به  -3

 )زيرا هيچگونه وابستگي از پيش تعريف شده بين گره ها وجود ندارد(سهولت ممكن است



 ١٤ مقدمه: فصل اول

 . توزيع نقاط در مناطقي كه نياز به تقريب دقيق ميدان داريم به آساني انجام مي شودريز كردن -4

البته به نسبت مزاياي فوق اين روش مشكلات خاص خود را نيز دارا مي باشد، كه به پيچيدگي 

 .محاسبات مربوط به توابع شكلي و همچنين حجم بالاي محاسبات در اين روش اشاره نمود

تغيير فرم الاستو پلاستيك  به تحليل مسائل mesh freeانش با استفاده از روش  وهمكارkwonآقاي 

ور مرتبه اول الاستوپلاستيك و انتقال تقريب ذاين روش بر مبناي فرمولاسيون حداقل مج.پرداختند

اين فرمولاسيون براي مسائل كلاسيك الاستوپلاستيك به كار گرفته شد، كه . ور انجام گرفتذحداقل مج

بار  معادله تعادل و قانون جريان نيز اعمال شدند و قانون سخت شوندگي و شرايط بارگذاري و در آن

  .رال گيري لحاظ شدگبرداري در هر نقطه انت

Bonet وKulasegaran با استفاده از روش اصلاح شده 2000 در سال SPH به شبيه سازي پروسه 

اده است كه به دليل ضعف سازگاري كاربرد  يك متد قوي وسSPHروش . [1]شكل دهي فلزات پرداختند

در اين كار آنها تابع كرنل را به نحوي اصلاح كردند كه شرايط سازگاري را تأمين كند و .مناسبي ندارد

 با استفاده از يك اصلاح انتگرالي ارتقاء CSPHتحليل عددي اين روش اصلاح شده .دقت را نيز بالا ببرد

اثرات اصلاحات انجام شده در .  ها را ارضا نمايدPatch testوانست داده شد به طوري كه روش مذكور ت

مثالهاي عددي در زمينه شكل دهي فلزات حاكي از بهبود كارآيي . چندين مثال مورد بررسي واقع شد

 . بودندSPHروش 

 
 
 
 
 
 
 



 ١٥ مقدمه: فصل اول

 هدف از انجام تحقيق .1-2
بدون المان در مقايسه با روش استفاده از قابليتها و امكانات روشهاي هدف از تعريف اين پايان نامه 

از آنجا كه در شبيه سازي اين گونه روشها با . اجزا محدود در شبيه سازي فرآيندهاي صنعتي مي باشد

، در برخي موارد استفاده از روشهاي بدون المان در تحليل روش اجزامحدود با برخي مشكلات مواجهيم

ت كه اين روشها در مقايسه با روشهاي اجزا محدود ذكر اين نكته لازم اس. اينگونه مسائل مناسبتر است

مزايا و معايب خاص خويش را دارد، كه بسته به ماهيت مسأله مي توان يكي از اين دو شيوه را براي 

 . تحليل آن به كار بست

 :به هر حال مدلسازي اينگونه فرآيندها را مي توان به سه مرحله اصلي تقسيم نمود

 تغيير شكل الاستيك -1

  پلاستيك1 شكل كوچكتغيير -2

  پلاستيك2تغيير شكل بزرگ -3

، كه البته شرط انجام مرحله سوم انجام دو در اين تحقيق تنها به انجام دو مرحله از مراحل فوق اكتفا شده

  .كه تحقيق پيش رو مي تواند مبنايي براي چنين كاري قرار گيرد. مرحله مذكور است

 

 

 

 

 

 
                                          
1 smal deformation 
2 large deformation 



 ١٦ مقدمه: فصل اول

 

 

 نامه ياناپتوضيح مختصر فصول  و مراحل كار .1-3
 

از آنجا كه اين تحقيق بر مبناي روشهاي بدون المان استوار است، ابتدا مروري بر مباني اين روش و انواع 

گوناگون آن خواهيم داشت و در ادامه به بررسي مباحث عددي مرتبط با برخي از شيوه هاي پركابردتر 

جام تحليل الاستو پلاستيك  كه براي انRKPMدر ضمن روش . روشهاي بدون المان خواهيم پرداخت

در ادامه به مباحث الاستيك مرتبط مي پردازيم .انتخاب شده است مشروحاً مورد بررسي قرار خواهد گرفت

 .و مراحل تشكيل ماتريس سختي سيستم شرح داده مي شود

 با توجه. در فصل سوم مباحث مربوط به تحليل پلاستيك ورق مورد بررسي قرار گرفته و تشريح مي شود

به رفتار غير خطي ماده در اين مرحله از كار محاسبه ماتريس سختي سيستم به سادگي حل الاستيك 

 .نبوده و طبعاً به يك سري محاسبات بيشتري نيازمنديم

 .در فصل چهارم فعاليتهاي عددي انجام گرفته ارائه شده و نتايج آنها مورد ارزيابي قرار مي گيرد

 تقريب زده شده و دقت اين دو RKPM,SPHو بعدي توسط روشهاي ابتدا برخي توابع يك بعدي و د

 با حل RKPMتقريب با نمودار اصلي تابع مقايسه مي شود، در ادامه حل معادلات ديفرانسيل با روش 

 .تحليلي آن مقايسه مي شود

روش در ادامه اين فصل وارد قسمت اصلي تحقيق شده و پس از انجام تحليل الاستيك ورق، نتايج آن با 

آخرين مرحله انجام تحليل الاستوپلاستيك ورق . مقايسه مي شود ) ANSYSنرم افزار (المان محدود 

 .  مقايسه مي شودANSYSاست كه در اين مرحله نيز نتايج با نرم افزار 



 ١٧  معرفي روشهاي بدون المان : ومدفصل 

 

  فصل دوم
 
 
 
 
 

 معرفي روشهاي بدون المان .2
ي است كه براي ايجاد معادلات المان روش يك روش بدون  [ 2]المان عبارت است از تعريف روش بدون

سازي دامنه  هاي از پيش تعريف شده براي گسسته شود بدون آنكه از المان جبري سيستم استفاده مي

روشهاي بدون المان، دسته بسيار وسيعي از روشهاي جديد را تشكيل مي دهند، كه  .له استفاده كندأمس

.  صورت تعدادي نقطه  در نظر گرفته مي شودبه جاي تقسيم نمونه به يك سري اجزا محدود، نمونه به

 :استفاده از چنين روي مزاياي فراواني دارد كه از آن جمله مي توان به نكات زير اشاره نمود

 تقريب هر چه دقيقتر ميدان حاكم بر مسأله و تضمين پيوستگي مشتقات آن -1

 ه المان بندي محيط به دليل عدم نياز به هرگونCADبرقراري ارتباط آسان تر با سيستم هاي  -2

امكان تحليل تغيير شكلها و چرخشهاي بزرگ؛ جابجايي گره ها در روشهاي بدون المان به  -3

 )زيرا هيچگونه وابستگي از پيش تعريف شده بين گره ها وجود ندارد(سهولت ممكن است

 .ودريز كردن توزيع نقاط در مناطقي كه نياز به تقريب دقيق ميدان داريم به آساني انجام مي ش -4

البته به نسبت مزاياي فوق اين روش مشكلات خاص خود را نيز دارا مي باشد، كه به پيچيدگي 

 [3].دي محاسبات در اين روش اشاره نمومحاسبات مربوط به توابع شكلي و همچنين حجم بالا

 



 ١٨  معرفي روشهاي بدون المان : ومدفصل 

 

ه المان از تعدادي گره كه در دامنه مسئله و مرزهاي آن پراكنده گشته است، استفاد هاي بدون روش

هاي  اين مجموعه از گره. دامنه مسئله و مرز آن هستند) و نه تقسيم كننده(ها نماينده  اين گره. كند مي

 .شوند  ناميده مي1ميدان هاي پراكنده، گره

هاي از پيش تعريف شده براي  مش و المان  [4]المان آنست كه كمترين الزام براي يك روش بدون

 عدم استفاده ازالمان  التزام آرماني براي روش بدون اگرچه .كار نرود هيابي يا تخمين متغيير ميدان ب درون

حتي در برآورد عددي  ( بندي خاصي در سراسر فرمولاسيون و حل مسئله هيچگونه المان، مش يا شبكه

است، ولي غالباً در اكثر روشهاي بدون ) هايي كه براي محاسبه ماتريس سختي ضروري هستند انتگرال

 . در برخي از مراحل ذكور ناچار به نوعي شبكه بندي هستيم ) Weak formصاً در حالت مخصو(المان  

اند و پتانسيل خوبي را براي تبديل شدن به  المان كاربردهاي زيادي يافته هاي بدون بسياري از روش

ه تكامل المان هنوز در مرحل هاي بدون وجود، روش اين با. دهند ابزارهاي عددي قدرتمند از خود نشان مي

عنوان ابزارهاي كارآمد و سودمند در حل  مسائل پيچيده   قرار دارند و پيش از آنكه بتوان از آنها به

 .مهندسي استفاده كرد، بايد اشكالات تكنيكي آنها مرتفع شود

به دليل اين كه در اين تحقيق روش بدون المان با روش المان محدود مورد مقايسه قرار مي گيرد، 

ميلادي 1950از سال . ذكري نيز از تاريخچه و خصوصيات روش المان محدود به ميان آيدمناسب است 

در اين روش كل مدل به . روش المان محدود پركاربردترين روش براي انجام محاسبات مهندسي بوده است

يك سري اجزا كوچكتر كه به المان معروف هستند تقسيم شده و تقريب ميدان حاكم بر مسأله روي اين 

در اين روش هر المان شامل تعدادي نقاط مي باشد كه به يكديگر وابسته بوده و . اجزاء برآورد مي شود

از آنجا اين نقاط به يكديگر وابسته هستند توزيع و فاصله آنها نسبت به .تشكيل يك خانواده را مي دهند

                                          
1 -Field nodes 
 
 



 ١٩  معرفي روشهاي بدون المان : ومدفصل 

 

 .ين نسبت كنترل مي شوديكديگر در دقت مسأله اهميت داشته و معمولاً با نسبت طول به عرض المان ا

جهيم به علت پيچ خوردن يا كشيدگي بيش از حد المان اين در مسائلي كه با تغيير شكلهاي بزرگ موا

براي جبران اين نقيصه از روشهاي  . نسبت از حد استاندارد فاصله گرفته و دقت مسأله به هم مي خورد

 اين روشها هزينه بر بوده و همچنين خود به به كارگيري. انطباقي يا ريزكردن المانها استفاده مي شود

 .كارگيري آنها دقت مسأله را كم مي كند

 :رت خلاصه مرور مي شود.در شكل زير مزايا و معايب اين دو شيوه حل عددي، به ص

  

 المان روش بدون روش اجزاي محدود المان روش بدون

 خير بله مش

 محاسبه توابع شكل
يف هاي از پيش تعر براساس المان

 هاي حمايت بر اساس حوزه شده

ماتريس سختي سيستم 
 گسسته

شود ممكن  نواري، براساس روشي كه انتخاب مي نواري و متقارن
 است متقارن باشد يا نباشد

شود، ممكن است  بسته به روشي كه استفاده مي آسان و استاندارد اعمال شرايط مرزي
 هاي خاصي لازم باشد شيوه

 آهسته و وابسته به روشي كه FEMسبت به ن سريع سرعت محاسبات
 .شود استفاده مي

 تر است  دقيقFEMاز  تر است  دقيقFDMاز  دقت

 تر آسان  مشكل3Dدر موارد  آناليز تطبيقي

 پا، مواجه با بسياري از مسائل چالشي نو توسعه يافته مراحل توسعه

 كم زياد افزارهاي تجاري موجود نرم

  مقايسه اي بين روشهاي بدون المان و روش المان محدود - :1-2 شكل 

 



 ٢٠  معرفي روشهاي بدون المان : ومدفصل 

 

  روشهاي بدون المان خانواده بزرگي از روشها را تشكيل داده و از گستره وسيعي برخوردار است،

مسأله به دو دان حاكم بر مي از مهمترين تقسيم بنديهايي كه مي توان در اين زمينه ارائه نمود تعيين 

 . اشاره نمودWeak form, Strong formشيوه 

 به طور صريح با معادله حاكم بر سيستم مواجه بوده و محاسبات Strong formدر شيوه تقريب ميدان 

 معادله انرژي حاكم بر سيستم را به Weak formمربوطه به انجام مي رسد، در حالي كه در روش 

 . آن متغيرهاي سيستم محاسبه مي شونددست آورده و با به حداقل رساندن

   قرار مي گيرند مي توان بهStrong formاز مشهورترين روشهايي كه در زير رده 

  EPM1,h-p Cloud Method,SPH2,… اشاره نمود، همچنين در رابطه با روشWeak form   مـي تـوان از 

مبحـث بـه بررسـي    كـه در ادامـه   .  نام برد…EFG3,MLPG4,RKPM5,PIM6,Radial PIMمتدهاي 

  تحقيـق از روش   اين  انجام   درذكر اين نكته ضروري است كه       .(برخي از اين روشها پرداخته خواهد شد      

RKPMدر تقريب ميدان تغيير مكان و مشتقات آن استفاده مي گردد ( 

 

 

 

 

 

 

                                          
1 finite point method 
2 Smooth particle hydrodynamics 
3 Element Free Galerkin Method 
4 Mesjless Local-Petrov Galerkin Method   
5 Reproduce Kernel Particle Method 
6 Point Interpolation Method  



 ٢١  معرفي روشهاي بدون المان : ومدفصل 

 

 

 MLSبررسي روش  .2-1
 

ن نمودار از بين  اولين بار توسط رياضيدانان براي گذراند(MLS) 1تخمين كمترين مربعات متحرك

اين روش را . (Lancster , Salkausdas 1981; Cleveland 1993)ها و ساختن سطوح اختراع شد  داده

امروزه در بسياري از موارد، از . بندي كرد هاي سري محدود نمايش توابع طبقه توان در كلاس روش مي

 .[ 5]شود المان استفاده مي  براي ساختن توابع شكل روش بدونMLSتخمين 
 

 MLSفرموله كردن توابع شكل 
 

 .شود  بصورت زير تعريف ميx تابع متغير ميدان در دامنه مسئله باشد، تخمين آن در نقطه xu)(اگر
 

) 2-1( 
)()()()()( xaxpxxx t
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i
jj

h apu ∑
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xt][كه در آن   =x   بعدي، و    براي مسائل يك],[ yxt =x     ،براي مسـائل دوبعـدي m       تعـداد جمـلات پايـة 
 .   بصورت زير استxa)(نمايش.  بردار ضرايب استxa)(ياب و اي درون دجملهچن

) 2-2( }{ 21 )(  )  ()  ()( xxxxa m
t aaa …=

 
 

  

                                          
1 Moving Leaste Squares 



 ٢٢  معرفي روشهاي بدون المان : ومدفصل 

 

 بردار توابع پايه است و غالباً طـوري         xp)(،)1-2 (معادله  در  .  است x تابعي از    xa)(بايد توجه كرد كه بردار    
هاي يك    بعدي پايه   در فضاي يك  . اي كامل باشد    مل تمام جملات پاية يك چندجمله     شود كه شا    انتخاب مي 
 .شود ، با بردار زير داده ميmاي كامل از مرتبه  چندجمله

) 2-3( { }121 m-t   x    x  x …=)(xp

 
  

 :و در فضاي دوبعدي
) 2-4( { }1221 m-t   y  xy  y  x  y  x …=)(xp

  
 xp)(داده شـده اسـت، بـراي سـاختن        نشان   2-2شكل  در  توان از مثلث پاسكال كه        در حالت دوبعدي مي   

 .استفاده كرد
  

 
 
 

  

 

 اي در دامنه دوبعدي  چندجمله  مثلث پاسكال براي بدست آوردن توابع  پايه- :2-2 شكل 

 
 وزن داده شـده در فضـاي گسسـته          2L با كمينه كردن عبارت زير كه در واقع نرم         توانند   مي aضرايب

 .است، بدست آيند
) 2-5( 
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 ٢٣  معرفي روشهاي بدون المان : ومدفصل 

 

)(م و اi مقدار متغيير ميـدان در گـره       x  ،iu حمايت  هاي داخل حوزه     تعداد گره  nكه در آن   iW xx −
 تـابع   �

حمايـت بـه    ين مقدار خود را دارد و به تدريج با نزديك شدن به مرز حوزه                بيشتر xتابع وزن در    . وزن است 
 ايفـا   MLS دو نقش مهم در سـاخت توابـع شـكل            ،)6-2 (كار رفته در رابطه       تابع وزن به  . كند  صفر ميل مي  

)(هاي  هاي گره   كند، اول اينكه به مانده      مي ii
t u−)()( xaxp    حمايت قراردارنـد، وزن      مختلف كه درون حوزه 

نقش دوم تابع وزن آنست كـه  .  كمتر باشدxهاي دورتر از  شود كه تأثيرگره معمولاً ترجيح داده مي  . دهد  مي
شـوند بـه      حمايت اين نقطه خـارج يـا بـه آن وارد مـي              ، از حوزه  xهايي را كه هنگام حركت نقطه         تأثير گره 

را پيوستگي توابع شكل را تضـمين       نقش دوم تابع وزن بسيار مهم است، زي       . تدريج و هموار، كم يا زياد كند      
هـاي داخـل      اين پيوستگي حتي در نقاطي كه با حركت از آنها بـه نقطـة كـاملاً مجاورشـان، گـره                   . كند  مي

 .ماند روز شود، همچنان برقرار مي گردد و بايد به خوش تغيير مي حمايت آنها دست حوزه
بيشتر  ،mاز تعداد ضرايب مجهول ،n،شود  استفاده ميMLSهايي كه در تقريب  از آنجا كه تعداد گره

نشان داده شـده     3-2لشكاين موضوع در    . كند  اي عبور نمي     از مقادير گره   huاست، تابع تخمين زده شده    
 .است
            

 
 
 
 
 
 
 

 
xu)( تابع تخمين زده شده - :3-2 شكل  hاي  و مقادير گرهiu در تخمين MLS  

 
 



 ٢۴  معرفي روشهاي بدون المان : ومدفصل 

 

اي    يك مانده وزني است كـه بـا اسـتفاده از مقـادير گـره               )6-2(شود معادله     طور كه ملاحظه مي     همان
h و مقادير تخمين زده شده     iuمتغيير ميدان 

iu  يا همان )()( xaxp i
t  براي آنكه . شود   ساخته ميh

iu    تا حـد 
 aهـول ، بـردار مج J را كمينه كرد، با اعمال قيد كمينـه بـودن  )6-2( نزديك شود، بايد معادله    iuامكان به 

 .  آيد بدست مي
 : را برابر صفر قرار دادa نسبت بهJ، بايد مشتقJبراي كمينه كردن

   
) 2-6( 0=∂∂ aJ

 :شود اي از روابط خطي حاصل مي در اين صورت مجموعه
) 2-7( 

sUxBxaxA )(ˆ)()(ˆ =

 
 

  
 

 :حمايت را در خود دارد هاي داخل حوزه  برداري است كه مقدار تابع ميدان تمام گرهsU معادله فوقدر
) 2-8( t

ns uuu }{ 21       …=U

 
ˆ)(و xAگردد شود با عبارت زير يبان مي  كه ماتريس لنگر وزن داده شده ناميده مي. 
) 2-9( 
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 : كه در آن
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 .شود بصورت زير تعريف مي )7-2 (معادله  در Bماتريس

) 2-11( )]()()()()()([)(ˆ
2211 nnWWW xpxxpxxpxxB
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         =

a)(ايبر )7-2 (حل معادله xدهد  مي: 
) 2-12( 
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 ٢۵  معرفي روشهاي بدون المان : ومدفصل 

 

 .آيد  عبارت زير به دست مي)1-2 ( رابطهبا جايگذاري معادله فوق در 
) 2-13( 
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تـوان     است و مـي    xحمايت نقطه      گرة داخل حوزه   nبا، متناظر   MLS بردار توابع شكل     xΦ)(در اين رابطه  

 .آن را بصورت زير نوشت
) 2-14( )(ˆ)(ˆ)()}()()({)( 1

21 xBxAxpxxxxΦ −== t
n
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 .شود امين گره، با عبارت زير داده ميi براي xiφ)(تابع شكل
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هاي ميـدان كـه       حمايت تشكيل داد، گره     توان يك حوزه    اي هر نقطه مورد نظر مي     ، بر MLSدر تخمين   
هـا    تعداد گره . شوند  يابي تابع مجهول در آن نقطه استفاده مي         گيرند براي درون    حمايت قرار مي    در اين حوزه  

n           بايد به اندازه كافي زياد باشد تا وارون پذيري ،Â  انتخاب.  تضمين شودn   تعداد توابع  اي و      به توزيع گره
ˆ1منظور اطمينان از وجود     به. ، بستگي دارد  mپايه −A  معمولاً بايد ،mn متأسـفانه هـيچ تئـوري      .  باشـد  <<

 . وجود ندارد و بايد از آزمايشات عددي تعيين شودnخاصي براي يافتن بهترين مقدار
  براي بدست آوردن مشتقات جزئي متغيير ميدان كه براي استخراج معـادلات سيسـتم لازم هسـتند،                

براي سهولت در محاسبه مشتقات جزئي توابع شكل، ابتـدا          . بايد مشتقات جزئي توابع شكل را محاسبه كرد       
 .شود بصورت زير باز نويسي مي)14-2 (رابطه

) 2-16( )()()( xBxγxΦ tT =

 
xγ)(در رابطه فوق tردتوان از عبارت زير بدست آو  را مي. 

) 2-17( pγA =ˆ

 
 :توان نتيجه گرفت كه  از معادله فوق مي،Âبا توجه به تقارن

) 2-18( 1ˆ −= Apγ tt
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 . از معادلات زير بدست مي آيدγمشتقات جزئي
) 2-19( γApγA iii ,,,

ˆˆ −=

) 2-20( )ˆˆˆ(ˆ
,,,,,,, γAγAγApγA ijijjiijij ++−=

) 2-21( )ˆ,ˆ,ˆˆ,ˆ,ˆˆ(ˆ
,,,,,,,,,,, γAγAγAγAγAγAγApγA ijkijkjikkijijkikjjkiijkijk ++++++−=

 
ijكه در آن   تـوان بـا     را مـي Φمشـتقات جزئـي تـابع شـكل      .  است y و x مشخص كننده مختصات   k و  ,

 .هاي زير محاسبه كرد استفاده از عبارت
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) يـا سـطح   (آيد يك منحني       بدست مي  MLSدهد، تابعي كه از تخمين        نشان مي  3-2شكل  طور كه     همان

 در حالـت كلـي شـرط دلتـاي     MLSكنـد، بنـابراين توابـع شـكل      اي عبور نمي    هموار است و از مقادير گره     
 : توان نوشت با توجه به اين مي. كنند كرانيكر را ارضا نمي

 
) 2-25( 
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 :شود كه برآن به سادگي اثبات مي علاوه
) 2-26( 

1)(
1

=∑
=

x
n

i
iφ

 
 
 
 
 
 



 ٢٧  معرفي روشهاي بدون المان : ومدفصل 

 

 RKPMبررسي روش  .2-2
از آنجا روش تقريب .است  بنا نهاده شده2SPH بر مبناي روش تقريب RKPM 1در واقع روش تقريب 

SPH در تقريب ميدان با مشكلاتي مواجه است، با اصلاح برخي از فاكتورهاي آن روش RKPM  معرفي

 . ضرب مي شودSPHاين روش يك سري ضرايب اصلاحي در ضرايب وزني تقريب  در .مي گردد

 بر مبناي استفاده از خواص تابع دلتاي ديراك بوده، كه SPHپايه اصلي تعريف توابع وزني در روش 

 :ميدان حاكم بر مسأله را به صورت زير در نظر مي گيرد

) 2-27( ( ) ( ) ( )f x f x dξ δ ξ ξ
+∞

−∞
= −∫

 :كه البته فرم تقريبي و گسسته آن به شكل زير خواهد بود

) 2-28( 
1

( ) ( ) ( )
pN

n n n
n

f x f xξ δ ξ ξ
=

= − ∆∑

 . با استفاده از همين تابع وزني ميدان را تقريب مي زنيمSPHدر روش 

كه . شود در نظر گرفته ميbell shape البته ذكر اين نكته لازم است كه به جاي تابع دلتاي ديراك تابعي  

 .از لحاظ خصوصيات نزديك به تابع دلتاي ديراك باشد و در معادله زير صدق كند

) 2-29( ( ) 1w x dξ ξ
+∞

−∞
− =∫

 :تابع وزني به كار رفته در اينجا به صورت زير مي باشد

) 2-30( 2

2 / 2 2

1( , ) exp[ ], 1 3
( )n

xW x h n
h hπ

= − ≤ ≤

                                          
1 Reproduce Kernel Particle Method 
2 Smooth particle hydrodynamics 
 



 ٢٨  معرفي روشهاي بدون المان : ومدفصل 

 

 
  تابع وزني به كار رفته:4-2 شكل 

 
 تعيين كننده شعاع محدوده تأثير هر hشود، پارامتر   مشاهده مي5-2 شكل همانگونه كه در شكل 

ور نقطه مورد نظر در تقريب ميدان  شعاع حوزه تأثير نقاط مجاh در واقع بر اساس مقدار .باشد نقطه مي

 .تنظيم مي گردد

 
  شعاع محدوده تأثير هر نقطه:5-2 شكل 

 و ساير شرايطي كه نزديكي خواص تابع وزني را نسبت به تابع دلتاي ديراك  سازگاريمتأسفانه شرط

 در SPHبه اجزاي گسسته به هم مي خورد؛ اشكال روش تضمين مي نمايد، در تبديل محيط پيوسته 

 همين قسمت نهفته است، 
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 نمايانگر تعداد نقاطي است كه در محدوده تأثير نقطه اي كه قرار است ميدان Npدر حالت گسسته 

ل فوق مي بايستي تابع وزني را طوري اصلاح نماييم كه براي حل مشك.را درآن تقريب بزنيم قرار دارد

 :شرايط فوق را برقرار نمايد، بدين منظورتابع وزني را به صورت زير اصلاح مي نماييم

) 2-32( j
;( ; ) ( ) ( , )h I h I IW x x x C x x x W x x h− = − −

 : به صورت زير تعريف مي شوندCضرايب اصلاحي 

) 2-33( ( ; ) ( ) ( )T
h I IC x x x b x H x x− = −

) 2-34( 2( ) [1, , ( ) ,...]T
I I IH x x x x x x− = − −

) 2-35( 
0 1 2( ) [ , ( , ), ( , ),...]Tb x b b x h b x h=

از آنجا كه تابع وزني جديد بايستي شرايط سيستم گسسته را ارضاء نمايد با جايگذاري در اين 

 :ها به دست مي آيند  biمعادلات توابع مجهول 

) 2-36( 

                                         

 :توان نوشت معادله فوق را به فرم زير نيز مي
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 :مي آيددر نهايت تقريب ميدان مورد بررسي به صورت زير به دست 

) 2-42( 1
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به دست آوردن معادلات تعادل و ماتريس سختي در حالت حل  .2-3
 EFG با استفاده از روش الاستيك 

 بر مبناي روش 1994 در سال  Belytschko يك روش بدون المان است كه توسط EFGوش ر

DEM1 مي توان به موارد زير اشاره كرد خاص آناز ويژگيهاي.پايه ريزي شد :. 

 براي ايجاد تابع شكلي  MLSاستفاده از  -

  جهت ايجاد سيستم معادلات گسسته Weak formاستفاده از  -

 .سلولهاي مش زمينه براي انتگرال گيري لازم است تا بتوان ماتريس سيستم را محاسبه كرد -

 ماتريس سختي و ماتريس نيروهاي خارجي پس از تشكيل توابع شكلي نوبت به محاسبه و تشكيل

 .[6] تت استفاده شده اس در الاستيسيته، رشد ترك و خيلي ديگر از مسائل با موفقيEFG روش رسد؛ مي
                                          
1 Diffuse Element Method 



 ٣١  معرفي روشهاي بدون المان : ومدفصل 

 

عبارت ديگر،  شوند و يا به ها مساوي با واحد نمي  در گرهRKPM و MLS، توابع شكل EFGدر روش 

براي اعمال شرايط . كند مال شرايط مرزي را مشكل مياين موضوع اع. خاصيت دلتاي كرانيكر را ندارند

) يا اجزاي مرزي(سازي با اجزاي محدود  مرزي، چندين روش نظير ضرايب لاگرانژ، روش پنالتي و جفت

، باعث افزايش مجهولات در معادلات جبري و ايجاد EFGاستفاده از ضرايب لاگرانژ در . ارائه شده است

در اين تحقيق از . گردد تر مي شود، بنابراين حل اين معادلات پيچيده  مي يهاي صفر در ماتريس سخت آرايه

 . كنيم روش پنالتي براي تحميل شرايط مرزي به معادلات جبري سيستم استفاده مي

 :فرم كلي معادله انرژي سيستم به صورت مقابل مي باشد

) 2-43( 1
( ) . .( )

2
t u

T T T TC d u bd u td u u u u dπ ε ε α
Ω Ω Γ Γ

= Ω − Ω − Γ − − − Γ∫ ∫ ∫ ∫

 . استفاده شده استpenalty كه براي اعمال شرايط مرزي از روش

 : براي تقريب ميدان جابجايي داريمRKPMباتوجه به تقريب 

) 2-44( j
1

( ) ( )
Np

h
h I I I

I
u x W x x u A

=

= − ∆∑

) 2-45( j( ) ( - )I h I Ix W x x Aϕ = ∆

) 2-46( 

) 2-47(
1 1

0

( ) 0 ( )

I

Np Np
II

h I I
I II

I I

x
u

x B x U
vy

y x

ϕ

ϕε

ϕ ϕ
= =

⎡ ⎤∂
⎢ ⎥
∂⎢ ⎥

⎢ ⎥ ⎡ ⎤∂
= =⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ ⎣ ⎦⎢ ⎥

⎢ ⎥∂ ∂
⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

∑ ∑

 

 :تابع انرژي نسبت به ميدان تغيير مكان داريم  و محاسبه تغييرات  قبلبا جاگذاري در رابطه
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سختي و همچنين ماتريس نيروهاي  به آساني مي توان ماتريس ضرايب فوقحال با توجه به معادله 

 :سيستم را محاسبه نمود

) 2-49( 
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t u

T T
IJ I J I J

T T T
I I I I

K B cB d d

F bd td ud

ϕ αϕ

ϕ ϕ ϕ

Ω Γ
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= Ω+ Γ + Γ

∫ ∫
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 . قرار گرفته اند(point)مورد بررسي  هطعداد نقاطي است كه در همسايگي نق نمايانگر تNpدر اينجا 

 .اده مي شودبراي محاسبه انتگرالهاي فوق از روش انتگرال گيري گوس استف

 

با استفاده از روش به دست آوردن معادلات تعادل و ماتريس سختي  .2-4
MLPG 

 براي ايجاد سيستم Weak Form گيري استفاده از دليل نياز به سلولهاي زمينه براي انتگرال

 استفاده مي كند بر مبناي ارائه Strong Formروش بدون الماني كه از .معادلات تجزيه شده مي باشد

 چندان پايدار نيستد به ويژه براي توزيع روشهااين .توسعه يافته است)سري تيلور يك تابع(محدودتفاضل 

 كه انتگرال مي دهدارزيابي معادلات باقي مانده وزني نشان .  دلخواه،لذا جوابها چندان دقيق نيستندنقاط

 مي كنيم معادلات فوق گيري بر روي تمامي دامنه مسأله مورد نياز است،اين بدين دليل است كه ما سعي

اه مي گاگر ما سعي كنيم كه معادله را نقطه به نقطه ارضاء كنيم آن. له ارضاء كنيمأرا بر روي كل دامنه مس

 .توانيم  فرم انتگرالي را به صورت محلي با انتگرال گيري بر روي ناحيه محلي به كار بگيريم

 با استفاده از فرمولاسيون 1998 در سال Zhuو Atluri  توسط  MLPGروش بدون المان محلي



 ٣٣  معرفي روشهاي بدون المان : ومدفصل 

 

weak form[7]. محلي ايجاد گرديد 

 به جاي حل معادله براي كل سيستم،حوزه اي از يك نقطه در نظر گرفته مي شود و معادله در اين روش

 .تعادل را در آن محدوده ارضاء مي نماييم

رچه مي توان از ساير  استفاده مي شود،اگMLSدر حوزه هاي كوچك تعريف شده از توابع شكلي روش 

 .روشها نيز براي تشكيل تابع شكلي استفاده نمود

 
، شرايط مرزي uΓ) جابجايي(شرايط مرزي ضروري ،QΓمرز محدوده تأثير هر نقطه،QΩمحدوده تأثير هر نقطه: 6-2 شكل 

 و فصل مشترك مرز محدوده با شرايط QuΓرايط مرزي ضروري فصل مشترك مرز محدوده با ش،tΓ) بارگسترده(طبيعي 
 QtΓمرزي ضروري 

 به جاي در نظر گرفتن كل بازه كاري و ارضاي شرايط تعادل در كل دامنه، دامنه را به تعدادي زير دامنه

 ماتريس سختي سيستم به دست مي ر هر يك از اين زيربازه هاتقسيم نموده و با ارضاي معادلات تعادل د

 است، نسبت به روشهاي Strong form,Weak formز آنجا كه اين روش را ماهيتي بينابين دو شيوه  ا.آيد

Strong formاز پايداري بيشتري برخوردار است  . 
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پايه محاسبات قرار مي )( در اين روش به جاي معادله انرژي تعادل نيرويي سيستم

 استفاده مي local weighted residualش  سيستم از روWeak formبراي به دست آوردن معادله .گيرد

 :  داريم امI  براي گره 6-2  با توجه به شكل .شود

) 2-50( 

 

توجه به اين . ي شوداستفاده مPenalty همانگونه كه مشاهده مي شود براي اعمال شرايط مرزي از روش 

oنكته ضروري است كه تابع وزني 
IW لزوماً همان تابع وزني، روشي كه براي تقريب ميدان به كار مي رود 

 .نبوده و مستقل از آن است

با استفاده از .براي نقاطي كه حوزه تأثير آنها از شرايط مرزي فاصله دارد، ترم دوم انتگرال صفر مي شود

 :ي ساده سازي داريم و مقدارdivergenceقضيه 

) 2-51( 

 :كه براي نواحي داخلي به شكل زير در مي آيد

) 2-52( 

 (disceretise)معادله سيستم، نوبت به تبديل معادله به حالت گسسته Weak formپس از محاسبه فرم 

 :داريمبا در نظر گرفتن فرم تقريبي ميدان حاكم بر مسأله . مي رسد
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) 2-53( 

 مي توان از روشهاي MLPGمجدداً ذكر اين نكته ضروري است كه براي تقريب ميدان حاكمه در حل 
 : داريم)51-2 (با جايگذاري در رابطه . متداول تر استMLS روش متداول بدون المان استفاده كرد، اگر چه

 
) 2-54

( 

 
 

oدر معادله فوق 
IVمشتق تابع وزني بوده كه فرم ماتريسي آن بدين صورت است ،: 

) 2-55( 

 
 :براي محاسبه فرم ماتريسي تنش و كرنش بايستي مشتق تابع وزني را محاسبه نمود، داريم

 
) 2-56( 

 : برابر است باBكه در آن ماتريس 
) 2-57( 

 : بر روي اين ناحيه وجود داردtتگرال بر روي مرزهاي حوزه نياز به محاسبه در محاسبه ان
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 ) 2-58( 

)بردار  , )x yn nبردار عمود بر منحني مرز حوزه مي باشد  . 
 
 
 

 : داريم)62-2 (پس از محاسبات فوق باجايگذاري در رابطه 
) 2-59( 

 :حال مي توان به تفكيك ماتريس سختي سيستم از ماتريس نيروي آن پرداخت
) 2-60( 

) 2-61( 

) 2-62( 
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 پلاستيسيتهمباني تئوري تحليل  .3
 

 است، از آنجا كه در اين حالت رفتار ماده از حالت تغيير شكل پلاستيكآخرين مرحله مربوط به تحليل 

ه ماتريس و براي محاسب خطي خارج مي شود، محاسبه ماتريس سختي به سادگي حالت الاستيك نبوده

سختي سيستم و به تبع آن جابجايي نقاط سيستم نياز به يك سري محاسبات بيشتري داريم، كه در اين 

 .فصل به مباني تئوريك اين موضوع پرداخته مي شود

 

 لاستيسيته در روشهاي عدديپمباني  .3-1
 مقدمه 3-1-1

. باشد يته ميلاستيسپهدف اصلي از ارئه مطالب اين بخش، توجه به مباحث مربوط به تحليل عددي 

 قابل  از جمله روش بدون المانكنند اين مطالب در اكثر روشهاي عددي كه با تجزيه بخش كار مي

 تمركز همسانگرددر اين بخش بر روي معيار تسليم فن مايسز و معيار سخت شوندگي . باشد استفاده مي



 ٣٨   مباني تئوري تحليل پلاستيسيته: ومسفصل 

 

 .شده است

اين قواعد عبارتند . ن محدود وجود داردلاستيسيته در الماپدر حالت كلي سه قاعده مجزا براي الگوريتم 

 :از

اي و يا  ايجاد ماتريس استاندارد مدول تانژانت به منظور استفاده در ماتريس سختي مماسي مرحله )1

 كرنش/شبراي استفاده در محاسبات انتگرالي قواعد تن

 ون براي استفاده در مراحل تحليل به روش نيوتن رافس1ايجاد ماتريس مدول تانژانت سازگار )2

 ها در هر مرحله كرنش به منظور جديد كردن تنش/گيري از قواعد تنش انتگرال )3

 ماتريس سختي مماسي سازه به صورتبايد توجه نمود كه 

) 3-1( 

 باشد كه به صورت ، ماتريس مدول تانژانت استاندارد ميtCخواهد بود كه 

) 3-2( 

 .شود تعريف مي

 تدريجي يا كرنشهاي تكراري؟: اصلاح تنش 3-1-2

اي بودن قواعد جريان ، لذا تحليلهاي موجود در اين زمينه نيز از همين  با توجه به طبيعت مرحله

 به عدم تعادل سازه بر اين خطا. طبيعت برخوردار خواهند بود و لذا معمولا جوابها خطا خواهند داشت

 .باشد گيري از قواعد جريان مي گردد و تنها ناشي از خطاهاي انتگرال نمي

حتي اگر تعادل در دو سر اين . گيرند بسياري از روشها يك كرنش خطي را در هر مرحله در نظر مي

                                          
1 Consistant tangent modular matrix 
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. كسان نخواهد بودخط برفرار باشد بازهم جواب با حالتي كه هر مرحله را به مراحل ريزتري تبديل كنيم، ي

 يك روند بهينه را ايجاد نمودند كه به محاسبه انحناي Freese  و Traceyبراي محدود كردن اين خطاها 

 .رداخت تا بتواند اندازه هر مرحله را معين كندپ سطح تسليم به صورت محلي و جهت بردار نرخ كرنش مي

در اين . ت اصلاح تنش و كرنش هستندخطاها به طور عمده مرتبط با برنامه به كار گرفته شده جه

 .[9]باشد رابطه دو الگوريتم متفاوت قابل استفاده مي

 :استفاده از كرنشهاي تكراري كه به صورت) الف

gKtP مثلا با استفاده از Pδمحاسبه تغييرشكل تكراري  )1 .1−−=δ  

)( با رابطه Pδ از تغيير شكل تكراري εδمحاسبه كرنش تكراري  )2 Pfn δδε =  

εσده از  با استفاσδمحاسبه تنش تكراري  )3 δσδ ).(tC=گيري از معادلات   و يا ترجيحا با انتگرال

 نرخ

δσσσاصلاح تنشها با رابطه  )4 += 0n 0 كهσدر آن تنش در مرحله قبل از مرحله جاري است . 

 روش تدريجي) ب

gKtP با استفاده از رابطه Pδمحاسبه تغيير شكل تكراري  )1 .1−−=δ 

PPPnاصلاح تغييرشكل تدريجي با استفاده از رابطه  )2 δ+∆=∆  در آن تغيير مكان ∆0P كه 0

 .باشد در انتهاي مرحله قبل ميتدريجي 

)( با رابط ∆Pاي  هاي مرحله  از تغييرشكل∆εاي  هاي مرحله محاسبه كرنش )3 Pfn ∆=∆ε  

εσاي با رابطه  محاسبه تنشهاي مرحله )4 σ ∆=∆ ).(tCگيري از معادلات نرخ  يا انتگرال 

σσσاصلاح تنشها با رابطه  )5 ∆+= 0n 0 كهσباشد  تنشهاي انتهاي مرحله قبل مي. 
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 نمايش دو روش متفاوت اصلاح: 1-3 شكل 

شود، چراكه ممكن است به باربرداري نادرست در طي  يشنهاد نميپاز بين اين دو روش ، روش اول 

 .اين مساله در شكل فوق نشان داده شده است. تكرارها منجر شود

مطابق (آيند  دست مياي جديد ب اي كه به سادگي از كرنشهاي مرحله در روش دوم تنشهاي مرحله

مزيت اصلي اين . شود  منتقل ميB به نقطه Aكرنش از نقطه / مثبت هستند و لذا تركيب تنش  )بشكل 

. در تعادل هستنداين تنشها . شوند روش اينست كه تنشها همواره با تنشهاي انتهاي مرحله قبل اصلاح مي

 . نشان داده شده است2-3اين مطلب در شكل

  
  دو روش اصلاح ديگري ازنمايش: 2-3 شكل 

شود به طرز   همانگونه كه مشاهده ميOC و OA ،OB است و كرنشهاي ODاي نهايي   كرنش مرحله
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 هريك CD و AB ،BCاند، در حاليكه در استراتژي اول  قابل قبولي در مجاورت كرنش نهايي قرار گرفته

 .هاي متفاوتي قرار بگيرند  جهتتوانند در مي

آل  لاستيك براي يك ماده الاستيك ايدهپماتريس مدول استاندارد الاستو 3-1-3
 اي مايسز در حالت تنش صفحه يك فنلاستپ

باشد، وليكن از آنجاكه  ترين حالات تنش مي اي يكي از مشكل در بعضي از حالات، حالت تنش صفحه

ما كار را با حالت ساده  .تر است لاستيسيته در آن سادهپات هاي كمتري است انجام محاسب داراي مولفه

 كنيم اي آغاز مي معيار تسليم فن مايسز در حالت تنش صفحه

) 3-3( 

رانتل لوئيس به پ روابط جريان 3با توجه به معادله . تنش تسليم است0σ تنش معادل و eσكه در آن 

 ورت ص

) 3-4( 

مضرب نرخ الاستيك " يك ثابت مثبت است كه به آن λ• عمود بر سطح تسليم و aخواهد بود كه در آن 

 .شود  گفته مي"لاستيكپ

 ش با تغييرات كرنش به صورت ، رابطه تغييرات تن)4-3 (با توجه به معادله 

) 3-5( 

 : خواهيم داشتپخواهد بود كه با فرض الاستيك آيزوترو
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) 3-6( 

اقع شوند و لذا خواهيم بايست بر روي سطح تسليم و لاستيك، تنشها ميپبه منظور رخداد جريان 

 داشت 

) 3-7( 

كند   به نمايش در آمده است و بيان ميزيرحالتي كه در معادله فوق نشان داده شده است در شكل 

 a عمود بر بردار σ• به صورت مماس بر سطحي كه در آن σ•لاستيك، تغييرات تنش پكه براي جريان 

 . كند باشد، حركت مي مي

 
  بردار تنش و سطح تسليم:3-3 شكل 

 بدست 6 و 5، بايد از معادله زير كه از معادلات λ•لاستيك پبراي محاسبه مضرب نرخ الاستيك 

 آمده است استفاده شود

) 3-8( 
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  خواهيم داشت)5-3 (با جايگذاري معادله فوق در معادله 

) 3-9( 

 .باشد وآسان و تنش جاري ميپ ماتريس مدول تانژانت است كه تابعي از مدول الاستيسيته، ضريب tCكه 

  شوندگيسخت 3-1-4

اي آورده شده است كه البته به جز رابطه تنش  شوندگي براي حالت تنش صفحه در ادامه روابط سخت

 .باشند معادل، بقيه معادلات در حالت كلي قابل استفاده مي

 همسانگردكرنش سختي  3-1-4-1

0)( به يك متغير )3-3 ( در معادله 0σكرنش سختي با تغيير تنش تسليم ثابت  psεσبه صورت  

) 3-10( 

 لاستيك خواهد شدپشود و لذا متغير تنش تسليم تابعي از كرنش   اعمال مي

) 3-11( 

 خواهيم داشت لاستيكپ كه از نرخ كرنش 

) 3-12( 

 نيز به صورت زير تغيير )7-3 (شوندگي لحاظ گردد، شرايط مماسي در معادله  هنگامي كه سخت

 كند مي

) 3-13( 
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 سانگردهمكار سختي  3-1-4-2

با  )10-3 (با كارسختي معادله . سختي است ركاربردتر از كرنشپكار سختي در حالت كلي بسيار 

 معادله

) 3-14( 

 آيد ر بدست ميلاستيك است كه با رابطه زيپ كار pWگرددكه در آن  جايگزين مي

) 3-15( 

poكه در آن 
•ε لاستيك به صورتپنرخ كار . لاستيك تك بعدي استپ نرخ كرنش 

) 3-16( 

  نيز در اين حالت از معادله)13-3 (به جاي معادله . باشد مي

) 3-17( 

 و 

) 3-18( 

 .شود استفاده مي

 گيري از معادلات نرخ انتگرال 3-1-5

 و δε با ε•رمول مماسي و جايگزيني توانيم از ف اگر جزء تنش و كرنش خيلي كوچك باشد ما مي
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البته تغييرات .  كه در قبل راجع به آن صحبت كرديم استفاده كنيمBاستفاده از الگوريتم اصلاح كرنش 

به . كرنش و به دنبال آن تنش چندان كوچك نخواهد بود و لذا امكان ايجاد خطا در اين حالت وجود دارد

اشد، ممكن است اين كار از لحاظ محاسباتي كارآيي لازم را علاوه اگر مقدار تغييرات ما بسيار كوچك ب

 ∆ε را با ε•توانيم  به هر حال تغييرات كرنش خيلي كوچك نخواهد بود و لذا ما مي. نداشته باشد

براي معيار تسليم فن مايسز ما .  بسيار كوچك استفاده كنيمδεتوانيم از  جايگزين كنيم و لذا ما مي

  را با)7-3 (ا اضافه كنيم و معادله لاتر ربا توانيم يك ترم مرتبه مي

) 3-19( 

 خواهيم داشتين كنيم كه با استفاده از معادلات مربوط به معيار تسليم جايگز

) 3-20( 

 :[9]تواند مورد استفاده قرار بگيرد در اين زمينه سه زير برنامه متفاوت وجود دارد كه مي

 Forward Eulerاضافه كردن يك بازگشت به سطح تسليم در برنامه  )1

 Sub incrementاستفاده از  )2

 backward Euler يا mid Point Eulerاستفاده از روش  )3

 ف اصلاح تنش در نقطه گوسي مورد نظر با توجه به در هر يك از اين روشها هد

A. . لاستيك معادل قبليپتنش و كرنش و كرنش 

B. كرنش جديد 

 .باشد مي
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اگر . باشد در هريك از روشهاي فوق گام نخست به كارگيري روابط الاستيك جهت اصلاح تنشها مي

 باقي خواهد ماند  و اگر دست آمده در محدوده الاستيك باشد، نقطه مورد نظر همچنان الاستيك تنش به

 .گيري استفاده كنيم  يكي از روشهاي انتگرالزتنش الاستيك خارج از سطح تسليم بود ما نياز داريم كه ا

در اين . زياد شده استSub increment بدون Backward Eulerدر كارهاي اخير استفاده از روش 

 .پايان نامه نيز بناي كار همين روش قرار مي گيرد

 به سطح تسليمرسيدن  3-1-6

گيري نيازمند داشتن مكان برخورد بردار تنش الاستيك با سطح تسليم  بسياري از روشهاي انتگرال

 .هستند

 
  برخورد بردار تنش الاستيك با سطح تسليم:4-3 شكل 

 در اين حالت ما نيازمند به 

) 3-21( 
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 تنشهاي اصلي به صورت Xσهستيم كه در آن 

) 3-22( 

σσ است تنشهاي الاستيك α=1اين درحاليست كه هنگامي كه . هستند ∆+Xشود به ، منجر مي 

) 3-23( 

گردد، مثلا براي حالت فن مايسز ما  براي برخي از سطوح تسليم اين مساله به صوت تحليلي حل مي

 و تعريف سطح تسليم به صورت مربع طبق  )20-3 ( در معادله Aتوانيم با استفاده از ماتريس  مي

) 3-24( 

 به معادله 

) 3-25( 

 . تنش معادل استeσبرسيم كه در آن 

 كننده متفاوت بيني يشپدو  3-1-6-1

. [9]اي داريم كه تنشها را به سطح تسليم باز گرداند قبلا اشاره كرديم كه ما نياز به برنامه

 كند  است كه از رابطه زير استفاده ميForward Eulerدارد روش كننده استان بيني يشپ

) 3-26( 

 .كنيم  شروع به حركت ميزير در شكل Aكه حال ما در آن از نقطه 
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 Forward Eulerد روش كننده استاندار بيني  پيش:5-3 شكل 

 
eσ∆ فوقطبق شكل. (س از رسيدن به سطح تسليم استپ تغييرات جزئي تنش الاستيك ( 

) 3-27( 

 به علاوه يك بازگشت B تا Aستيك از محل تقاطع يك مرحله الابا تواند  و تغييرات در هر مرحله مي

 . تعريف شودA سطح تسليم در لاستيك عمود برپ

 را به كار Bكننده متفاوت ديگر مطابق شكل زير، عمود بر نقطه آزمايشي الاستيك  بيني يشپيك 

 . نداردAگيرد و لذا نيازي به محاسبه محل تقاطع  مي



 ۴٩   مباني تئوري تحليل پلاستيسيته: ومسفصل 

 

 
 كننده متفاوت بيني  يك پيش:6-3 شكل 

 ح تسليمبازگشت به سط 3-1-6-2

توان تنش  حال مي. يابند كه خارج از سطح تسليم است در حالت كلي هر دو روش قبل تنشي را مي

 . صفر شودf تغيير داد تا سطح تسليم r  تصحيح را با فاكتورCدر 

لاستيك اضافي جهت آزادسازي تنش پماند و كرنش  با استفاده از اين روش كرنش كلي ثابت باقي مي

 لذا معادله. شود  به سطح تسليم اعمال ميبراي رسيدن تنشها

) 3-28( 

  تكرار شودCتواند در نقطه  مي

) 3-29( 

 كه 

) 3-30( 
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. تواند دوباره رها سازي تنش را انجام داد  چندان كوچك نباشد ميDع تسليم به دست آمده در اگر تاب

 معادله نهايي به صورت 

) 3-31( 

 است درحاليكه براي روش A نرمال در محل تماس Forward Euler ،0aخواهد بود كه براي روش 

Backward Euler ،0a نرمال در نقطه Bاست . 

 (Sub Increment)زيربخش  3-1-6-3

توان از اين روش  به جاي روشهاي ديگر جهت بازگشت به سطح تسليم و حذف خطاي آنها مي

 ε∆.q بخش كوچكتر هريك با تغييرات m به ∆εمطابق شكل زير استفاده از اين روش . [9]استفاده نمود

mqكه   .رددگ  اعمال ميForward Eulerس روش استاندارد پشود و س  شكسته مي=1/

 
  بازگشت به سطح تسليم به روش زيربخش:7-3 شكل 

 (midpoint Euler)اي  الگوريتم ذوزنقه 3-1-6-4
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Oritz و Popovتوانند در يك فرم كلي جمع   نشان دادند كه تعدادي از الگوريتمهاي متفاوت مي

 .گردند

) 3-32( 

 الف
) 3-33(

 ب

) 3-34( 

 . ايان استپ نقطه C نقطه شروع و Aكه مطابق شكل زير 

 
 اي  بازگشت به سطح تسليم به روش ذوزنقه:8-3 شكل 

و ما به الگوريتم قبلي يعني الگورتم مماسي شود  الف و ب يكي مي )33-3 (معادلات .  باشدη=0اگر 

Forward Eulerلذا  رسد و تم به سطح تسليم نميرسيم كه البته همانطور كه گفتيم اين الگوري   مي
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 .ارضاء نخواهد شد )34-3 (معادله 

رسيم كه الگوريتم اصلاح شده آن   ميClosest point يا Backward Euler باشد به روش η=1اگر 

 .قبلا مورد بحث قرار گرفته است

را به صورت عمود بر سطح caمطابق شكل زير، ما بردار همانطور كه قبلا نيز گفته شد در اين روش 

 .كند را ارضا مي )34-3 ( معادله cσتسليم در نقطه نهايي خواهيم داشت كه در آن 

 
 اي وش ذوزنقه در بازگشت به سطح تسليم به رca بردار :9-3 شكل 

در اين .  محاسبه گرددB و Aها در  تواند به صورت مستقيم از داده نميcaتنها در شرايط خاص 

 .كار گرفته شود تا معادلات غيرخطي را حل كند حالت بايد يك روش تكراري در نقاط گوس به

 Backward Eulerبازگشت  3-1-6-5

 اين روش بر مبناي معادله

) 3-35( 
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در حالت كلي اين . آيد  بدست ميη=1 با اعمال )33-3 ( و )32-3 ( بنا نهاده شده است كه از معادله

براي شروع اين . ز روشهاي تكراري لازم استنقطه شروع تابع تسليم را ارضا نخواهد كرد و لذا استفاده ا

را   Backward Eulerشود كه تفاوت بين تنش جاري و تنش   در نظر گرفته ميrحلقه تكراري يك بردار 

 كند بيان مي

) 3-36( 

 .نهايي معيار تسليم را ارضاء كند به صفر ميل كند و تنش rشود تا  اين تكرار آنقدر انجام مي

 ماتريس مدول تانژانت سازگار 3-1-7

Simo و Taylor و Runesson و Samuelsson يك ماتريس مدول تانژانت را بدست آوردند كه كاملا 

اين سازگاري ناشي از استفاده از ماتريس مدول تانژانت سازگار، .  سازگار بودBackward Eulerبا الگوريتم 

 .[9]هبود بخشيدبرايي در رسيدن به تعادل به روش نيوتن رافسون را ارامترهاي همگپ

يكي بر مبناي روش كلي بازگشتي . دو روش براي محاسبه روابط تانژانتي سازگار وجود دارد

Backward Eulerبراي معيارتسليم فن مايسز هر دو روش به .  و ديگري بر مبناي بازگشت شعاعي

 .رسند فرمولاسيون يكساني مي

 ت خاص دو بعديحلا 3-1-8
 اي و تقارن محوري حالت كرنش صفحه 3-1-8-1

اين مساله به صورت . تواند با استفاده از فرض  به حالت دوبعدي تقليل يابد فرمولاسيون سه بعدي مي

 .شود زير نوشته مي
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) 3-37( 

 تنش محيطي zσبراي حالت تقارن محوري، . باشد نش ميكه عدد چهار مرتبط با چهار مولفه تنش و كر

 . برابر صفر خواهد شدzεاي  خواهد بود در حاليكه براي حالت كرنش صفحه

 اي تنش صفحه 3-1-8-2

در اين حالت . اي صحبت شد  در حالت تنش صفحهForward Eulerقبلا راجع به فرمولاسيون روش 

0=zσدر اين بخش ما نخست فرمولاسيون .باشد  مي Forward Eulerبراي اين .  را بدست خواهيم آورد

تواند به  اسخ ميپدر بخش قبل ما فرض كرديم كه . كنيم كار از معادل چهار مولفه تنش و كرنش شروع مي

با اين هدف و با خواص . كنيم در اين قسمت ما صحت اين مساله را اثبات مي. سه مولفه مرتبط گردد

 : را به صورت زير بنويسيم)5-3 (معادله  )37-3 (ز معادله توانيم با استفاده ا الاستيك ثابت ما مي

) 3-38( 

  داريم كه لذا.آيد بدست مي)37-3 (ه  از معادل4Cو از معادلات مربوط به معيار تسليم فن مايسز  4aكه 

) 3-39( 

  خواهيم داشتلذا

) 3-40( 

 دهد مي )38-3 (از آنجاكه ، رديف سوم از معادلات 

) 3-41( 

 خواهيم داشت)40-3 ( در معادله )41-3 (س از محاسبه و جايگزيني معادله پ
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) 3-42( 

گيري  استفاده از روش انتگرال. بعدي است  بردار نرمال سه3aارامتري است و پ سه C ماتريس 3Cكه 

Backward Eulerو با استفاده از  )35-3 (كارگيري معادله  استفاده از اين روش و به. باشد  ظاهرا مشكل مي

C منجر مي شود به  )37-3 ( حاصل از معادله 

) 3-43( 

) 3-44( 

) 3-45( 

) 3-46( 

) 3-47( 

xyyxو  γεε ∆∆∆  ∆zε نشان دهنده اينست كه اينها مقادير معلوم هستند، درحاليكه  با مشخصه ,,

س از انجام محاسبات و پ. محاسبه شوند )46-3 (انند از معادله تو بقيه ترمها مي. مقداري نامعلوم است

 خواهيم داشت كه )45-3 (همراه با معادله  )44-3 (و  )43-3 (جايگذاري در معادلات 

) 3-48( 

، Bلذا اينكه الگوريتم از چهار مولفه تنش در . كه در آن تمامي بردارها و ماتنرسها سه مولفه دارند

توانيم به سادگي بر  جاي آن ما مي به . گرداند جاي نگراني نيست  را باز مي,BAسه مولفه تنش در نقاط 

اين كار بازگشت و مماس سازگار را كه قبلا توضيح . عمليات انجام دهيم )48-3 (اي  روي معادلات سه مولفه

اده شده است،  و همكارانش نشان دSimo و Jetteurعلاوه همانگونه كه توسط  به. داديم نتيجه خواهد داد

نتيجه اين . تواند بسط داده شود مي )48-3 (براي اين هدف، معادله . ديد آيدپتواند  تر مي يك بازگشت ساده

 كار به صورت معادلات
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) 3-49( 

) 3-50( 

) 3-51( 

xyByBxBباشد كه در آن  مي τσσ   و براي سادگي خواهيم داشتمعلوم هستند ,,

) 3-52( 

 ت زير نشان داده شودتواند به صور اي، تنش موثر مي براي شرايط تنش صفحه

) 3-53( 

2تر است از فرض مربع معيار تسليم استفاده شود  در ادامه ساده
0

2
2 σσ −= ef . 49-3 (جايگذاري معادلات( 

Cyxبراي  )51-3 (تا  )( σσ  شود به معادله منجر مي. . .  و +

) 3-54( 

 كه 

) 3-55( 

) 3-56( 

 تواند با كمك روش نيوتن رافسون  و سري تيلور به صورت   غيرخطي است و مي∆′λدر  )54-3 (معادله 

) 3-57( 

 . به معناي مقادير جديد استn مربوط به مقادير قديمي و oدر اين معادله نيز مانند قبل . حل گردد

 

 اي ل تانژانت سازگار براي حالت تنش صفحهماتريس مدو 3-1-8-2-1
هاي قبل  تواند با استفاده از زيربرنامه كلي در بخش طبق مطالب بخش قبل، مدول تانژانت سازگار مي

 .بدست آيد
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 دهد مي )51-3 ( تا )49-3 ( گيري از معادلات مشتق

) 3-58( 

 

) 3-59( 

) 3-60( 

 كه در آن

) 3-61( 
 

) 3-62( 

) 3-63( 

آيد كه در   بدست مييس مدول تانژانت مماسي از معادلات قبلشوندگي، ماتر با فرض بدون سخت. است

 )63-3 (  را از معادله Rدر حالت سخت شوندگي . )62-3 ( طبق معادله ′aاست و  )63-3 ( طبق معادله Rآن 

)1( را با ′Aو  AA ′′∆−′ λوسته توسط پحالت بسط داده شده اين روابط براي تحليل .  جايگزين كنيم

Ramm و Matzenmillerانجام شده است  . 
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 فصل چهارم
 
 
 
 
 
 

 فعاليتهاي عددي انجام شده .4
 SPH,RKPMمقايسه تقريب توابع توسط دو روش  .4-1

  در چندين مثال به RKPM,SPHدر اين بخش به منظور مقايسه تقريب توابع توسط دو روش 

 .تقريب توابع يك بعدي و دو بعدي پرداخته شده است

 دي تقريب توابع يك بع 4-1-1

بر روي تابع خطي  RKPM,SPHمقايسه بين دو روش  تقريب ودر اين قسمت به عنوان مثال اول 

 .اين مقايسه در شكل زير نشان داده شده است. انجام گرفته است

 . تقريب زده شده استcos(x)در مثالهاي بعدي به ترتيب تابع درجه دو و تابع مثلثاتي 
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  بر روي تابع خطيRKPM,SPH تقريب و مقايسه بين دو روش :1-4 شكل 

 
  بر روي تابع درجه دوRKPM,SPH تقريب و مقايسه بين دو روش :2-4 شكل 
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 cos(x) بر روي تابع RKPM,SPHيسه بين دو روش  تقريب و مقا:3-4 شكل 

 

 تقريب توابع دو بعدي  4-1-2

نتايج اين بررسي در .  مورد بررسي قرار گرفتz=2x^2+y^2 و z=2x+yدر حالت دوبعدي نيز توابع 

 :اشكال زير قابل مشاهده مي باشد
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 z=2x+y بر روي تابع SPH تقريب به روش :4-4 شكل 

 

 
 z=2x^2+y^2 بر روي تابع SPH تقريب به روش :5-4 شكل 
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 z=2x+y بر روي تابع RKPMتقريب به روش : 6-4 شكل 

 
 z=2x^2+y^2 بر روي تابع RKPMتقريب به روش : 7-4 شكل 

در ضمن .  در مرزها مي باشدSPHهمانگونه كه در شكلها قابل مشاهده است مشكل اصلي تقريب 

 براساس سازگاري مرتبه يك در نظر گرفته شده RKPMذكر اين نكته لازم است كه تابع تصحيح تقريب 

 .به صورت دقيق برآورد مي نمايداست و مي بينيم كه تابع خطي را 
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  در تقريب توابع و حل معادلات ديفرانسيلRKPMاستفاده از روش  .4-2
 :حال با استفاده از اين روش به حل معادله ديفرانسيل يك بعدي به فرم زير مي پردازيم

) 4-1( 
2

2 ( ) 0

(0) 0, ( ) 0;

d y f x
dx
f f L

+ =

= =

 
ت براي حل اين مسأله بايستي تابع پتانسيل را كه به صورت زير تعريف با توجه به مباحث حساب تغييرا

 : نمودMinimizeمي شود 
) 4-2( 0

1( ) . .
2 L L

dy dyy dx f ydx
dx dx

Π = −∫ ∫

 
 :كه شكل گسسته آن به صورت مقابل است

) 4-3( 

2

0
1 1

1( ) ( ) . ( )
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( ) ( )
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= − ∆

−
= ∆
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 :يير بر روي تابع پتانسيل داريمبا اعمال عملگر تغ
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 :به راحتي مي توان با توجه به رابطه فوق ماتريس سختي سيستم را تشكيل داد



 65 فعاليتهاي عددي انجام شده: چهارمفصل 

 

) 4-5( 

( )

( ) ( ). ;

. ( ) ;

( ) ( ).

1, 2,...,

b c

b

b c

b

b b

a c c b
b a a b c

c M a M c b

b b h b c c b
c M

a c c b
ba a b c

c M a M c b

ba a b
a M

T F

dW x dW xT y x x x
dx dx

F f W x x x x

dW x dW xK x x x
dx dx

K y F b N

∈ ∈

∈

∈ ∈

∈

=

= ∆ ∆ ∆

= − ∆ ∆

⇒ = ∆ ∆ ∆

= =

∑ ∑

∑

∑ ∑

∑

� �

�

� �

 : در زير با يكديگر مقايسه شده اندRKPMنتايج تحليل براي هر دو روش تحليلي و 
. 

 
 RKPM نتايج تحليل براي روش تحليلي و :8-4 شكل 
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 حل چند نمونه بارگذاري الاستيك .4-3
 نمونه اول 4-3-1

 به ارائه چند نمونه مثال كه با روش فوق حل شده اند مقدماتيپس از مرور و بررسي مباني 

 پردازيم؛ مي

  1mmابتدا صفحه مربع شكلي را كه تحت بارگذاري كششي در حالت تنش صفحه اي، با ضخامت 

 :قرار گرفته است بررسي مي كنيم

 
  شماتيك مدل مورد بررسي:9-4 شكل 

 .سازه به صورت منظم استهمانگونه كه در شكل زير ديده مي شود، توزيع نقاط در سراسر
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  مش بندي مدل:10-4 شكل 

 MATLABحال به بررسي نتايج تحليل الاستيك و مقايسه آن با تحليل اجزا محدود نرم افزار 

 .پردازيم مي

 
 RKPM تحليل به روش xمحور  تنش در جهت :11-4 شكل 
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  تحليل به روش اجزاء محدودx تنش در جهت محور :12-4 شكل 

 :در ضمن تغيير فرم سازه نيز به صورت زير است

 
 RKPM تغيير شكل سازه به روش :13-4 شكل 
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  تغيير شكل سازه به روش اجزاء محدود:14-4 شكل 

 از ضلع پاييني صفحه 0.7mm، در فاصله yبراي بررسي كمي نمودار جابجايي نقاط در راستاي محور 

 . مورد مقايسه قرار مي گيردRKPMبا دو روش اجزا محدود و 

displacement with RKPM

0.00334

0.00336

0.00338

0.0034

0.00342

0.00344

0.00346

0.00348

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

node

uy Series1

 
 RKPM تغيير شكل سازه به روش  گراف:15-4 شكل 
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FINITE ELEMENT
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1 4 7 10 13 16 19

NODE

uy Series1

 
  گراف تغيير شكل سازه به روش اجزاء محدود:16-4 شكل 

 نمونه دوم 4-3-2

رار براي تكميل بحث در اينجا يك نمونه مثال در حالت بارگذاري نامتقارن نيز مورد بررسي ق

22در اينجا نيز صفحه اي با ابعاد  گيرد؛ مي 1mm× 1000كه مانند نمونه قبلي تحت بار كششي n/mm كه 

همانطور كه در شكل زير ديده مي شود نوع .به طور يكنواخت روي ضلع بالايي صفحه توزيع شده است

 .قيدهاي اعمالي به سازه مسأله را از حالت تقارن خارج مي سازد
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  مدل مورد برسي:17-4 شكل 

 نسبت به RKPMدر اينجا جابجايي در جهت محور عمودي و همچنين چگونگي تغيير شكل در حل 

 :حل اجزاءمحدود مورد مقايسه قرار مي گيرد
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 RKPM تغيير شكل سازه حل :18-4 شكل 

 
  تحليل به روش اجزاء محدودxتنش در جهت محور : 19-4 كل ش
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 RKPM تحليل به روش xتنش در جهت محور  :20-4 شكل 

 

اي روشهاي بدون المان يكي از مهمترين قابليتهاز آنجا كه مش غني شده در روش اجزا محدود 

 .شود  است، چند نمونه در اين زمينه آورده مي
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 كششبارگذاري مش غني شده در حالت : 21-4 شكل 

 
  خمشبارگذاري مش غني شده در حالت: 22-4 شكل 
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 حل پلاستيك .4-4
همانگونه كه در فصل سوم اين رساله گفته شد، اساس برنامه نويسي تحليل پلاستيك بر اساس 

در اينجا ضمن مرور كاملتر اين روش الگوريتم حل پلاستيك . تصحيح بازگشتي اويلر گذاشته شده است

 .ارائه مي گردد

زان افزايش تنش در روش تصحيح بازگشتي مانند ساير روشهاي تصحيح، با فرض رفتار خطي ماده مي

حال چنانچه ميزان تنش فعلي از حد الاستيك خارج . را به ازاي افزايش بار خارجي محاسبه مي گردد

 :شده بود عمليات اصلاح به شرح زير آغاز مي گردد

ابتدا بر اساس تصحيح ساده روبه پيش،يك بر آورد ابتدايي از رشد تنش  مطابق شكل  -1

 :زير انجام مي دهيم

 
  )بازگشت به سطح تسليم(اصلاح تنش الاستيك : 23-4 شكل 

 

 



 76 فعاليتهاي عددي انجام شده: چهارمفصل 

 

BC Caσ ε λ∆ = ∆ −∆ 

 : از رابطه زير به دست مي آيد∆λكه درآن 

B

B B p

f
a Ca H

λ∆ =
+

 

pHضريب سختي پلاستيك مي باشد . 

 كه اختلاف بين تنش فعلي و اصلاح دوباره آن را rپس از اين برآورد ساده فاكتور اصلاح  -2

 : به شرح زير معرفي مي نماييمبيان مي دارد را

) 4-6( 

 

 : را بدست مي آوريمr مي توان بسط تيلور  Bبا توجه به ثابت بودن تنش الاستيك 

) 4-7( 

 :از رابطه فوق خواهيم داشت

) 4-8( 

.كه براي محاسبه 
λداريم : 

) 4-9( 
1.

0 0
1

T

T
p

f a Q r
a Q Ca H

λ
−

−

−
=

+

 . به سمت صفر ميل نمايدfآنقدر چرخه فوق راتكرار مي نماييم تا تابع 
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 الگوريتم حل پلاستيك  4-4-1

بار اعمالي اضافه نموده و وارد مرحله حل غير خطي مي  به ∆fپس از انجام حل الاستيك به ميزان 
 :شويم
 متناسب با آن ∆uابتدا ماتريس سختي سيستم را همچنان به صورت الاستيك در نظر گرفته و   -1

 .را به دست مي آوريم، تنش و كرنش متناسب با افزايش الاستيك جابجايي محاسبه مي شوند
كه ميزان تنش در آنها از حد تسليم عبور نموده با توجه به ميزان تنش فعلي نقاط گوسي را  -2

شناسايي مي كنيم و در حين محاسبه ماتريس سختي، به جاي مدول يانگ، مدول مماسي را در 
 :فرمول قرار مي دهيم

) 4-10( 1
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  اول با فرض رفتار خطي حل شده، در حالت غير خطي صدق ننموده و stepاز آنجا كه مسأله در -3

 :مقداري خطا داريم
) 4-12( [ ][ ] 11 ψ∆=∆−∆ fuKep

 
 

 :ي كنيمدر مرحله بعد با توجه به مقدار خطاي مرحله قبلي، مقدار جابجايي را اصلاح م -4

) 4-13( [ ]
21

1
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 قابل توجه است كه .اين روند را آنقدر ادامه مي دهيم تا خطاي حاصله به مقدار ناچيزي برسد -5

 قبلي طبق روش شرح داده شده increment بعدي تنشها در انتهاي incrementبراي انجام 

  .اصلاح مي گردد

همان مسأله  و المان محدود براي RKPMر نتايج حاصل از تحليل پلاستيك به روش در شكل زي

 و   نيوتن بر ميليمتر مي باشد308,25بار برابر مقدار ( . با يكديگر مقايسه شده اندنامتقارن مثال الاستيك

 پس از  الاستيك باقي مانده وN/mm 308 در ضمن سازه تا حدود بار )مانند نمونه قبلي اعمال مي شود

 .آن رفتار ماده غير خطي مي گردد، لذا افزايش بار از اين مقدار به بعد مورد محاسبه قرار مي گيرد

 
  در تحليل پلاستيكRKPM  به روشyجابجايي در جهت محور  :24-4 شكل 
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  در تحليل پلاستيكمحدود المان  به روشyجابجايي در جهت محور  :25-4 شكل 

 در بين دو روش مورد Xدر اينجا براي مقايسه كيفي تر بين اين دو روش جابجايي در راستاي محور 

 .بررسي قرار مي گيرد

UX ELASTO PLASTIC SOLUTION
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 بر روي ضلع بالايي سازهدر تحليل پلاستيك RKPMو  المان محدود  به روشx جابجايي در جهت محور :26-4 شكل 
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 پنجمفصل 
 
 
 
 
 
 

 گيري جمع بندي و نتيجه .5
در گام نخست اين پروژه به بررسي روشهاي مختلف تقريب پرداخته شد از مقايسه نتايج به  

 RKPMدو و ساير توابع مشاهده شد كه روش دست آمده در تقريبهاي درجه يك و درجه 

 در SPHدر تقريب تابع و مشتقهاي آن بسيار قوي عمل مي نمايد در حالي كه تقريب 

 .مرزهاي توابع و همچنين تقريب مشتق تابع ضعف زيادي دارد

سپس با استفاده از اين تقريب نسبت به حل معادلات ديفرانسيل يك بعدي و دو بعدي اقدام  

 .شد كه با نتايج تحليلي همخواني خوبي داشت

 بدون المان به بررسي مسائل الاستيك و پلاستيك شروژه با استفاده از روپاين ادامه  در 

 .پرداخته شد

اين روش در حل مسائل الاستيك نتايج بسيار مناسبي را ارائه نمود به طوري كه تفاوت 

 . بين نتايج حاصله با نتايج روش المان محدود بسيار ناچيز بوده است

 تطابق قابل قبولي بين نتايج المان محدود و مدل بدون در حل مسائل پلاستيك نيز

 .المان بدست آمد

نتايج فوق كارآيي بالاي روش بدون المان را در حل مسائل الاستيك و پلاستيك نشان 
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 .مي دهد

انجام فعاليتهاي فوق با توجه به پيچيدگي بسيار بالاي موضوع مورد بررسي و نيز پيچيدگي بالاتر 

به روش بدون المان بسيار سنگين تر از حجم فعاليتهاي تخمين زده شده در هنگام تحليل عددي آنها 

تهيه پروپوزال اين پايان نامه بوده است بنابراين با توجه به محدوديت زماني فعاليتهاي مرتبط با اين پايان 

ان ادامه و به عنو. نامه تنها به تحليل عددي مسائل الاستيك و پلاستيك به روش بدون المان محدود شد

تكميل اين پروژه مي بايست پروژه اي در زمينه تحليل مسائل با تغيير شكل بالا و مدل سازي تماس به 

حاصل اين فعاليتها امكان مدلسازي عددي پروسه آهنگري به روش بدون .روش بدون المان انجام شود

 .المان را فراهم مي سازد
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 ششمفصل 
 
 
 
 
 
 

 يشنهاداتپ .6
 و تكميل اين پروژه مي بايست پروژه اي در زمينه تحليل مسائل با تغيير به عنوان ادامه 

حاصل اين فعاليتها امكان .شكل بالا و مدل سازي تماس به روش بدون المان انجام شود

 .مدلسازي عددي پروسه آهنگري به روش بدون المان را فراهم مي سازد

 
. 
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Abstract 

ABSTRACT 

   This research is an attempt to assess the advantages and disadvantages of 

meshless methods in comparison with finite element methods in the 

elastoplastic analysis of plate. 

   Given the wide variety of the meshless methods, the RKPM method has 

been used as a basis here. This method is an attempt to solve the problems 

in the SPH method. In fact, the SPH method has been inefficient in the 

estimation of the function and its derivatives in boundaries. Through the 

application of a series of corrective coefficients in the shape functions of 

the SPH method, we are lead to the RKPM method. By the way, in this 

method, in stead of satisfying the equilibrium equations for the system’s 

components, the energy equation is set as the minimum for the whole 

system.  

   Before carrying out the analysis, the accuracy of this method in the 

estimation of first-order and second-order functions was examined, 

showing satisfactory results compared with the main function. 

   At the next step, we solved the differential equations through this method 

and compared it to analytical results. 

   Then, the elastic analysis of plate was carried out and the results were 

assessed through a comparison with those of the FEM analysis. The results 

were highly consistent. 

   Finally, we tackled the issue of the elastoplastic analysis of plate, in 

which phase satisfactory results were observed. This study ushers us 

towards large displacement analyses, and these analyses are suggested as 

the next step. 
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 كد تحليل الاستوپلاستيك ورق: پيوست.8
 
clear 
alph=0; 
m=0; 
E=200E3; 
nu=0.1; 
Et=0; 
sy=310; 
Hp=0; 
Ep=(1-E/(E+Hp))*E; 
C(1,1)=(1-nu); 
C(1,2)=nu; 
C(2,1)=nu; 
C(2,2)=(1-nu); 
C(3,3)=1/2*(1-2*nu); 
C=E/(1+nu)/(1-2*nu)*C; 
D=C; 
delf=0.25; 
fex=308; 
xf=0; 
yf=1; 
lt=4; 
A=[2 -1 0;-1 2 0;0 0 6]; 
%********************************************************************
******** 
x=[0:1/lt:1]; 
y=[0:1/lt:1]; 
xp=[0:1/lt:1]; 
yp=[0:1/lt:1]; 
s=x; 
t=y; 
hx=0.23*3/lt; 
hy=0.23*3/lt; 
h=(hx^2+hy^2)^0.5; 
aa=1; 
lx=length(x); 
ly=length(y); 
lxp=length(xp); 
lyp=length(yp); 
dx=x(lx)/(lx-1); 
dy=y(ly)/(ly-1); 
da=dx*dy; 
yu=y(ly); 
 
%**********DEFINE base GAUSS POINT******************** 
dg=3; 
if dg==5 
g(1)=0.90617975; 
g(2)=0.53846931; 
wg=[0.23692689 0.47862867 0.56888889 0.47862867 0.23692689]; 
for i=1:lxp-1 
ax=xp(i); 
bx=xp(i+1); 
if ax==bx 
continue 



end 
gfx(1)=(bx-ax)/2*(-g(1))+(bx+ax)/2; 
gfx(2)=(bx-ax)/2*(-g(2))+(bx+ax)/2; 
gfx(3)=(bx+ax)/2; 
gfx(4)=(bx-ax)/2*(g(2))+(bx+ax)/2; 
gfx(5)=(bx-ax)/2*(g(1))+(bx+ax)/2; 
jocx(i)=(bx-ax)/2; 
gpx{i}=gfx; 
end 
for i=1:lyp-1 
ay=yp(i); 
by=yp(i+1); 
if ax==bx 
continue 
end 
gfy(1)=(by-ay)/2*(-g(1))+(by+ay)/2; 
gfy(2)=(by-ay)/2*(-g(2))+(by+ay)/2; 
gfy(3)=(by+ay)/2; 
gfy(4)=(by-ay)/2*(g(2))+(by+ay)/2; 
gfy(5)=(by-ay)/2*(g(1))+(by+ay)/2; 
jocy(i)=(by-ay)/2; 
gpy{i}=gfy; 
end 
else 
g=(3/5)^0.5; 
wg=[5/9 8/9 5/9]; 
for i=1:lxp-1 
ax=xp(i); 
bx=xp(i+1); 
if ax==bx 
continue 
end 
gfx(1)=(bx-ax)/2*(-g)+(bx+ax)/2; 
gfx(2)=(bx+ax)/2; 
gfx(3)=(bx-ax)/2*(g)+(bx+ax)/2; 
jocx(i)=(bx-ax)/2; 
gpx{i}=gfx; 
end 
for i=1:lyp-1 
ay=yp(i); 
by=yp(i+1); 
if ax==bx 
continue 
end 
gfy(1)=(by-ay)/2*(-g)+(by+ay)/2; 
gfy(2)=(by+ay)/2; 
gfy(3)=(by-ay)/2*(g)+(by+ay)/2; 
jocy(i)=(by-ay)/2; 
gpy{i}=gfy; 
end 
end 
%******************define weight********************** 
ndj=0; 
for j=1:lx 
for k=1:ly 
ndj=ndj+1; 
ndi=0; 
for i=1:lx 
for l=1:ly 
ndi=ndi+1; 
ndn(l,i)=ndi; 



ww=wexy(x(i),s(j),y(l),t(k),hx,hy); 
if ww>0 
m=m+1; 
e(m)=ww; 
nx(m)=i; 
ny(m)=l; 
end 
end 
end 
nn(k,j)=m; 
r=m; 
m=0; 
%******************define relation correction 
factor********************** 
Wshad(k,j)=0; 
for i=1:r 
Wshad(k,j)=e(i)+Wshad(k,j); 
end 
w=0; 
p=0; 
u=0; 
e=0; 
end 
end 
da=Wshad; 
ss=0; 
for j=1:lx 
for k=1:ly 
ss=da(k,j)+ss; 
end 
end 
da=da/ss; 
%******************define weight********************** 
ngp=0; 
for j=1:lxp-1 
for kx=1:dg 
for jj=1:lyp-1 
for ky=1:dg 
ngp=ngp+1; 
ndi=0; 
for i=1:lx 
for l=1:ly 
ndi=ndi+1; 
ndn(l,i)=ndi; 
ww=wexy(x(i),gpx{j}(kx),y(l),gpy{jj}(ky),hx,hy); 
if ww>0 
m=m+1; 
e(m)=ww; 
dxe(m)=dwx(x(i),gpx{j}(kx),y(l),gpy{jj}(ky),hx,hy); 
dye(m)=dwy(x(i),gpx{j}(kx),y(l),gpy{jj}(ky),hx,hy); 
dxxe(m)=dwxx(x(i),gpx{j}(kx),y(l),gpy{jj}(ky),hx,hy); 
dyye(m)=dwyy(x(i),gpx{j}(kx),y(l),gpy{jj}(ky),hx,hy); 
dxye(m)=dwxy(x(i),gpx{j}(kx),y(l),gpy{jj}(ky),hx,hy); 
u(m)=F(l,i); 
nx(m)=i; 
ny(m)=l; 
end 
end 
end 
m; 
r=m; 



m=0; 
%******************define relation correction 
factor********************** 
M=0; 
dMx=0; 
dMy=0; 
cn=1; 
cn=cn+1; 
for i=1:r 
nn=-1; 
for kk=1:cn 
nn=nn+1; 
if kk==1 
d2Hx(kk,1)=0; 
d2Hy(kk,1)=0; 
dHx(kk,1)=0; 
dHy(kk,1)=0; 
H(1,1)=1; 
else 
H(kk+nn-1,1)=((gpx{j}(kx)-x(nx(i)))/hx)^(kk-1); 
H(kk+nn,1)=((gpy{jj}(ky)-y(ny(i)))/hy)^(kk-1); 
dHx(kk+nn-1,1)=(kk-1)/hx*((gpx{j}(kx)-x(nx(i)))/hx)^(kk-2); 
dHx(kk+nn,1)=0; 
dHy(kk+nn-1,1)=0; 
dHy(kk+nn,1)=(kk-1)/hy*((gpy{jj}(ky)-y(ny(i)))/hy)^(kk-2); 
end 
end 
M=H*H'*e(i)*aa*da(ny(i),nx(i))+M; 
dMx=da(ny(i),nx(i))*(dHx*H'*e(i)+H*dHx'*e(i)+H*H'*dxe(i))+dMx; 
dMy=da(ny(i),nx(i))*(dHy*H'*e(i)+H*dHy'*e(i)+H*H'*dye(i))+dMy; 
Hh{i}=H; 
dHhx{i}=dHx; 
dHhy{i}=dHy; 
end 
lH=length(H); 
for i=2:lH 
HH(i,1)=0; 
end 
HH(1,1)=1; 
bb{j}=inv(M)*HH; 
iM=inv(M); 
b=inv(M)*HH; 
dbx=-iM*dMx*iM*HH; 
dby=-iM*dMy*iM*HH; 
for i=1:r 
hh=Hh{i}; 
c(i)=b'*hh; 
end 
for i=1:r 
hh=Hh{i}; 
dhx=dHhx{i}; 
dhy=dHhy{i}; 
c(i)=b'*hh; 
dcx(i)=dbx'*hh+b'*dhx; 
dcy(i)=dby'*hh+b'*dhy; 
Bb(1,1)=da(ny(i),nx(i))*(dcx(i)*e(i)+c(i)*dxe(i)); 
Bb(2,2)=da(ny(i),nx(i))*(dcy(i)*e(i)+c(i)*dye(i)); 
Bb(3,1)=Bb(2,2); 
Bb(3,2)=Bb(1,1); 
B{ngp,ndn(ny(i),nx(i))}=Bb; 
Ww(1,1)=da(ny(i),nx(i))*c(i)*e(i); 



Ww(2,2)=Ww(1,1); 
Wn{ngp,ndn(ny(i),nx(i))}=Ww; 
end 
w=0; 
p=0; 
u=0; 
e=0; 
end 
end 
end 
end 
%**********DEFINE STIFFNESS MATRIX******************** 
for i=1:lx 
for l=1:ly 
for p=1:lx 
for pp=1:ly 
kf{ndn(l,i),ndn(pp,p)}=0; 
ngp=0; 
for j=1:lxp-1 
for kx=1:dg 
for jj=1:lyp-1 
for ky=1:dg 
ngp=ngp+1; 
if (length(B{ngp,ndn(l,i)})>1)&(length(B{ngp,ndn(pp,p)})>1) 
kf{ndn(l,i),ndn(pp,p)}=(B{ngp,ndn(l,i)})'*C*B{ngp,ndn(pp,p) 
}*wg(kx)*jocx(j)*wg(ky)*jocy(jj)+kf{ndn(l,i),ndn(pp,p)}; 
end 
end 
end 
end 
end 
end 
end 
end 
end 
%**********DEFINE FORCE MATRIX******************** 
ngf=0; 
for j=1:lxp-1 
for kx=1:dg 
ngf=ngf+1; 
ndi=0; 
for i=1:lx 
for l=1:ly 
ndi=ndi+1; 
ndn(l,i)=ndi; 
ww=wexy(x(i),gpx{j}(kx),y(l),yu,hx,hy); 
W{ngf,ndn(l,i)}=[]; 
if ww>0 
m=m+1; 
e(m)=ww; 
dxe(m)=dwx(x(i),gpx{j}(kx),y(l),yu,hx,hy); 
dye(m)=dwy(x(i),gpx{j}(kx),y(l),yu,hx,hy); 
dxxe(m)=dwxx(x(i),gpx{j}(kx),y(l),yu,hx,hy); 
dyye(m)=dwyy(x(i),gpx{j}(kx),y(l),yu,hx,hy); 
dxye(m)=dwxy(x(i),gpx{j}(kx),y(l),yu,hx,hy); 
u(m)=F(l,i); 
nx(m)=i; 
ny(m)=l; 
end 
end 
end 



r=m; 
m=0; 
%******************define relation correction 
factor********************** 
M=0; 
dMx=0; 
dMy=0; 
cn=1; 
cn=cn+1; 
for i=1:r 
nn=-1; 
for kk=1:cn 
nn=nn+1; 
if kk==1 
d2Hx(kk,1)=0; 
dHx(kk,1)=0; 
dHy(kk,1)=0; 
H(1,1)=1; 
else 
H(kk+nn-1,1)=((gpx{j}(kx)-x(nx(i)))/hx)^(kk-1); 
H(kk+nn,1)=((yu-y(ny(i)))/hy)^(kk-1); 
dHx(kk+nn-1,1)=(kk-1)/hx*((gpx{j}(kx)-x(nx(i)))/hx)^(kk-2); 
dHx(kk+nn,1)=0; 
dHy(kk+nn-1,1)=0; 
dHy(kk+nn,1)=(kk-1)/hy*((yu-y(ny(i)))/hy)^(kk-2); 
end 
end 
M=H*H'*e(i)*da(ny(i),nx(i))+M; 
dMx=da(ny(i),nx(i))*(dHx*H'*e(i)+H*dHx'*e(i)+H*H'*dxe(i))+dMx; 
dMy=da(ny(i),nx(i))*(dHy*H'*e(i)+H*dHy'*e(i)+H*H'*dye(i))+dMy; 
Hh{i}=H; 
dHhx{i}=dHx; 
dHhy{i}=dHy; 
end 
lH=length(H); 
for i=2:lH 
HH(i,1)=0; 
end 
HH(1,1)=1; 
bb{j}=inv(M)*HH; 
iM=inv(M); 
b=inv(M)*HH; 
dbx=-iM*dMx*iM*HH; 
dby=-iM*dMy*iM*HH; 
for i=1:r 
hh=Hh{i}; 
c(i)=b'*hh; 
end 
for i=1:r 
hh=Hh{i}; 
dhx=dHhx{i}; 
dhy=dHhy{i}; 
c(i)=b'*hh; 
dcx(i)=dbx'*hh+b'*dhx; 
dcy(i)=dby'*hh+b'*dhy; 
Ww(1,1)=da(ny(i),nx(i))*c(i)*e(i); 
Ww(2,2)=Ww(1,1); 
W{ngf,ndn(ny(i),nx(i))}=Ww; 
end 
w=0; 
p=0; 



u=0; 
e=0; 
end 
end 
fn=[fex*xf;fex*yf]; 
%fn=[1000;0]; 
for i=1:lx 
for l=1:ly 
fs{ndn(l,i)}=0; 
ngf=0; 
for j=1:lxp-1 
for kx=1:dg 
ngf=ngf+1; 
if (length(W{ngf,ndn(l,i)})>1) 
fs{ndn(l,i)}=W{ngf,ndn(l,i)}'*fn*wg(kx)*jocx(j)+fs{ndn(l,i)}; 
end 
end 
end 
end 
end 
%**********DEFINE BOUNDRY MATRIX******************** 
ngb=0; 
for j=1:lxp-1 
for kx=1:dg 
ngb=ngb+1; 
ndi=0; 
for i=1:lx 
for l=1:ly 
ndi=ndi+1; 
ndn(l,i)=ndi; 
ww=wexy(x(i),gpx{j}(kx),y(l),0,hx,hy); 
Wb{ngb,ndn(l,i)}=[]; 
if ww>0 
m=m+1; 
e(m)=ww; 
dxe(m)=dwx(x(i),gpx{j}(kx),y(l),0,hx,hy); 
dye(m)=dwy(x(i),gpx{j}(kx),y(l),0,hx,hy); 
dxxe(m)=dwxx(x(i),gpx{j}(kx),y(l),0,hx,hy); 
dyye(m)=dwyy(x(i),gpx{j}(kx),y(l),0,hx,hy); 
dxye(m)=dwxy(x(i),gpx{j}(kx),y(l),0,hx,hy); 
u(m)=F(l,i); 
nx(m)=i; 
ny(m)=l; 
end 
end 
end 
r=m; 
m=0; 
%******************define relation correction 
factor********************** 
M=0; 
dMx=0; 
dMy=0; 
cn=1; 
cn=cn+1; 
for i=1:r 
nn=-1; 
for kk=1:cn 
nn=nn+1; 
if kk==1 
d2Hx(kk,1)=0; 



d2Hy(kk,1)=0; 
dHx(kk,1)=0; 
dHy(kk,1)=0; 
H(1,1)=1; 
else 
H(kk+nn-1,1)=((gpx{j}(kx)-x(nx(i)))/hx)^(kk-1); 
H(kk+nn,1)=((0-y(ny(i)))/hy)^(kk-1); 
dHx(kk+nn-1,1)=(kk-1)/hx*((gpx{j}(kx)-x(nx(i)))/hx)^(kk-2); 
dHx(kk+nn,1)=0; 
dHy(kk+nn-1,1)=0; 
dHy(kk+nn,1)=(kk-1)/hy*((0-y(ny(i)))/hy)^(kk-2); 
end 
end 
M=H*H'*e(i)*da(ny(i),nx(i))+M; 
dMx=da(ny(i),nx(i))*(dHx*H'*e(i)+H*dHx'*e(i)+H*H'*dxe(i))+dMx; 
dMy=da(ny(i),nx(i))*(dHy*H'*e(i)+H*dHy'*e(i)+H*H'*dye(i))+dMy; 
Hh{i}=H; 
dHhx{i}=dHx; 
dHhy{i}=dHy; 
end 
lH=length(H); 
for i=2:lH 
HH(i,1)=0; 
end 
HH(1,1)=1; 
bb{j}=inv(M)*HH; 
iM=inv(M); 
b=inv(M)*HH; 
dbx=-iM*dMx*iM*HH; 
dby=-iM*dMy*iM*HH; 
for i=1:r 
hh=Hh{i}; 
c(i)=b'*hh; 
end 
for i=1:r 
hh=Hh{i}; 
dhx=dHhx{i}; 
dhy=dHhy{i}; 
c(i)=b'*hh; 
dcx(i)=dbx'*hh+b'*dhx; 
dcy(i)=dby'*hh+b'*dhy; 
Ww(1,1)=da(ny(i),nx(i))*c(i)*e(i); 
Ww(2,2)=Ww(1,1); 
Wb{ngb,ndn(ny(i),nx(i))}=Ww; 
end 
w=0; 
p=0; 
u=0; 
e=0; 
end 
end 
aa=10^12; 
for i=1:lx 
for l=1:ly 
for p=1:lx 
for pp=1:ly 
kb{ndn(l,i),ndn(pp,p)}=0; 
ngb=0; 
for j=1:lxp-1 
for kx=1:dg 
ngb=ngb+1; 



if (length(Wb{ngb,ndn(l,i)})>1)&(length(Wb{ngb,ndn(pp,p)})>1) 
kb{ndn(l,i),ndn(pp,p)}=(Wb{ngb,ndn(l,i)})'*aa*[1 0;0 1]*Wb{ 
ngb,ndn(pp,p)}*wg(kx)*jocx(j)+kb{ndn(l,i),ndn(pp,p)}; 
end 
end 
end 
end 
end 
end 
end 
%**********DEFINE STABILIZE FORCE MATRIX******************** 
clf 
%surf(x,y,dxyy) 
%surf(x,y,F) 
%hold on 
%surf(x,y,yy) 
%surf(x,y,dyyy) 
for i=1:lx*ly 
for j=1:lx*ly 
for k=1:2 
for kk=1:2 
if length(kf{i,j})>1 
kff(2*i-1+k-1,2*j-1+kk-1)=kf{i,j}(k,kk); 
end 
end 
end 
end 
end 
for i=1:lx*ly 
for kk=1:2 
if length(fs{i})>1 
ff(2*i-1+kk-1)=fs{i}(kk); 
else 
ff(2*i-1+kk-1)=0; 
end 
end 
end 
for i=1:lx*ly 
for j=1:lx*ly 
for k=1:2 
for kk=1:2 
if length(kb{i,j})>1 
kbb(2*i-1+k-1,2*j-1+kk-1)=kb{i,j}(k,kk); 
else 
kbb(2*i-1+k-1,2*j-1+kk-1)=0; 
end 
end 
end 
end 
end 
kt=kff+kbb; 
%ff=ff-ffs*2*alph*h^2/E; 
ut=inv(kt)*ff'; 
for i=1:lx*ly 
ux(i)=ut(2*i-1,1); 
uy(i)=ut(2*i,1); 
end 
for j=1:lx 
for k=1:ly 
uxt(k,j)=ux(ndn(k,j)); 
uyt(k,j)=uy(ndn(k,j)); 



end 
end 
contourf(x,y,uyt) 
contourf(x,y,uxt) 
axis equal 
[stx,sty,stxy,ex,ey,exy] = 
strn(x,y,s,t,lx,ly,dx,dy,da,hx,hy,uxt,uyt,C,nu); 
ez=-nu/(1-nu)*(ex+ey); 
stx=E/(1-2*nu)/(1+nu)*(ex+nu*ey+nu*ez); 
sty=E/(1-2*nu)/(1+nu)*(ey+nu*ex+nu*ez); 
%**********start plastic solution******************** 
df=ff*delf/308; 
%fep=ff+df; 
du=inv(kt)*df'; 
for i=1:lx*ly 
dux(i)=du(2*i-1,1); 
duy(i)=du(2*i,1); 
end 
. 
for j=1:lx 
for k=1:ly 
duxt(k,j)=dux(ndn(k,j)); 
duyt(k,j)=duy(ndn(k,j)); 
end 
end 
[dstx,dsty,dstxy,dex,dey,dexy] = 
strn(x,y,s,t,lx,ly,dx,dy,da,hx,hy,duxt,duyt,C,nu); 
dez=-nu/(1-nu)*(dex+dey); 
dstx=E/(1-2*nu)/(1+nu)*(dex+nu*dey+nu*dez); 
dsty=E/(1-2*nu)/(1+nu)*(dey+nu*dex+nu*dez); 
stxep=dstx+stx; 
styep=dsty+sty; 
stxyep=dstxy+stxy; 
exep=dex+ex; 
eyep=dey+ey; 
exyep=dexy+exy; 
stxe=dstx+stx; 
stye=dsty+sty; 
stxye=dstxy+stxy; 
j2n=stxep.^2+styep.^2-stxep.*styep+3*stxyep.^2; 
svn=sqrt(j2n); 
j2ne=stx.^2+sty.^2-stx.*sty+3*stxy.^2; 
svne=sqrt(j2ne); 
for i=1:lx 
for j=1:ly 
dste{j,i}=[dstx(j,i);dsty(j,i);dstxy(j,i)]; 
%mfact(j,i)=(svn(j,i)-sy)/sy*8+1; 
end 
end 
for i=1:lx 
for j=1:ly 
an{j,i}=1/(2*svn(j,i))*[2*stxep(j,i)-styep(j,i);2*styep(j,i)-
stxep(j,i);6*stxye 
p(j,i)]; 
dDn{j,i}=D*an{j,i}; 
deps{j,i}=[dex(j,i);dey(j,i);dexy(j,i)]; 
end 
end 
[stgxep,stgyep,stgxyep,dexg,deyg,dexyg] = 
strng(stxep,styep,stxyep,exep,eyep,exyep,lxp, 
lyp,gpx,gpy,dg,x,y,s,t,lx,ly,dx,dy,da,hx,hy,C); 



j2=stgxep.^2+stgyep.^2-stgxep.*stgyep+3*stgxyep.^2; 
sv=sqrt(j2); 
fb=sv-sy; 
for i=1:dg*(lxp-1) 
for j=1:dg*(lyp-1) 
a{j,i}=1/(2*sv(j,i))*[2*stgxep(j,i)-stgyep(j,i);2*stgyep(j,i)-
stgxep(j,i);6*stg 
xyep(j,i)]; 
dD{j,i}=C*a{j,i}; 
deg{j,i}=[dexg(j,i);deyg(j,i);dexyg(j,i)]; 
%dD{j,i}=D*a{j,i}; 
dlan(j,i)=fb(j,i)/((a{j,i})'*C*a{j,i}+Hp); 
end 
end 
fbn=svn-sy; 
for i=1:lx 
for j=1:ly 
if svn(j,i)>sy 
%R(j,i)=(svn(j,i)-sy)/(svn(j,i)-svne(j,i)); 
dlan(j,i)=fbn(j,i)/(Hp+(an{j,i})'*C*an{j,i}); 
stxep(j,i)=stx(j,i)+dstx(j,i)-dlan(j,i)*dDn{j,i}(1,1); 
styep(j,i)=sty(j,i)+dsty(j,i)-dlan(j,i)*dDn{j,i}(2,1); 
stxyep(j,i)=stxy(j,i)+dstxy(j,i);%-dlan(j,i)*dDn{j,i}(3,1); 
else 
dlan(j,i)=0; 
stxep(j,i)=stx(j,i)+dstx(j,i); 
styep(j,i)=sty(j,i)+dsty(j,i); 
stxyep(j,i)=stxy(j,i)+dstxy(j,i); 
end 
end 
end 
nite=0; 
while nite<12 
nite=nite+1; 
j2n=stxep.^2+styep.^2-stxep.*styep+3*stxyep.^2; 
svn=sqrt(j2n); 
fbn=svn-sy 
for i=1:lx 
for j=1:ly 
step{j,i}=[stxep(j,i);styep(j,i);stxyep(j,i)]; 
ste{j,i}=[stxe(j,i);stye(j,i);stxye(j,i)]; 
an{j,i}=1/(2*svn(j,i))*[2*stxep(j,i)-styep(j,i);2*styep(j,i)-
stxep(j,i);6*s 
txyep(j,i)]; 
dlan(j,i)=fbn(j,i)/(Hp+(an{j,i})'*C*an{j,i});%may replace with 
dlanB******* 
************************* 
dan{j,i}=1/(2*svn(j,i))*A-an{j,i}*(an{j,i})'; 
Q{j,i}=eye(3)+dlan(j,i)*dan{j,i}; 
rr{j,i}=step{j,i}-(ste{j,i}-dlan(j,i)*C*an{j,i}); 
if nite==1 
rr{j,i}=step{j,i}-(ste{j,i}-dlan(j,i)*C*an{j,i}); 
ss=norm(rr{j,i}); 
lant(j,i)=(fbn(j,i)-
(an{j,i})'*inv(Q{j,i})*rr{j,i})/((an{j,i})'*inv(Q{j 
,i})*C*an{j,i}+Hp); 
dstep{j,i}=-inv(Q{j,i})*(rr{j,i}+lant(j,i)*C*an{j,i}); 
else 
ss=norm(rr{j,i}); 
lant(j,i)=(fbn(j,i)-
(an{j,i})'*inv(Q{j,i})*rr{j,i})/((an{j,i})'*inv(Q{j 



,i})*C*an{j,i}+Hp); 
dstep{j,i}=-inv(Q{j,i})*(rr{j,i}+lant(j,i)*C*an{j,i}); 
rr{j,i}=rr{j,i}+dstep{j,i}+lant(j,i)*C*an{j,i}+dlan(j,i)*C*dan{j,i}*d
ste 
p{j,i}; 
end 
end 
end 
for i=1:lx 
for j=1:ly 
%stxep(j,i)=stxep(j,i)+dstep{j,i}(1,1); 
%styep(j,i)=styep(j,i)+dstep{j,i}(2,1); 
%stxyep(j,i)=stxyep(j,i)+dstep{j,i}(3,1); 
%step{j,i}=[stxep(j,i);styep(j,i);stxyep(j,i)]; 
%sn=step{j,i}; 
end 
end 
sn=step{j,i}; 
end 
%**********DEFINE ELASTO PLASTIC STIFFNESS MATRIX******************** 
for i=1:lx 
for l=1:ly 
for p=1:lx 
for pp=1:ly 
kfp{ndn(l,i),ndn(pp,p)}=0; 
ngp=0; 
ngx=0; 
for j=1:lxp-1 
for kx=1:dg 
ngy=0; 
ngx=ngx+1; 
for jj=1:lyp-1 
for ky=1:dg 
ngy=ngy+1; 
ngp=ngp+1; 
if (length(B{ngp,ndn(l,i)})>1)&(length(B{ngp,ndn(pp,p)})>1) 
if sv(ngy,ngx)>sy 
Dep=D-(dD{ngy,ngx}*(dD{ngy,ngx})')/((Hp+(dD{ngy,ngx})'* 
a{ngy,ngx})); 
kfp{ndn(l,i),ndn(pp,p)}=(B{ngp,ndn(l,i)})'*Dep*B{ngp,nd 
n(pp,p)}*wg(kx)*jocx(j)*wg(ky)*jocy(jj)+kfp{ndn(l,i),ndn(pp,p)}; 
che{ngp}=C-Dep; 
else 
kfp{ndn(l,i),ndn(pp,p)}=(B{ngp,ndn(l,i)})'*C*B{ngp,ndn( 
pp,p)}*wg(kx)*jocx(j)*wg(ky)*jocy(jj)+kfp{ndn(l,i),ndn(pp,p)}; 
end 
end 
end 
end 
end 
end 
end 
end 
end 
end 
for i=1:lx*ly 
for j=1:lx*ly 
for k=1:2 
for kk=1:2 
if length(kf{i,j})>1 
%break 



kffp(2*i-1+k-1,2*j-1+kk-1)=kfp{i,j}(k,kk); 
end 
end 
end 
end 
end 
ktp=kffp+kbb; 
dsai=ktp*du-df'; 
dub=du; 
j2nep=stxep.^2+styep.^2-stxep.*styep+3*stxyep.^2; 
svn=sqrt(j2nep); 
svnpr=svn; 
svpr=sv; 
j2nep=stxep.^2+styep.^2-stxep.*styep+3*stxyep.^2; 
svnep=sqrt(j2nep); 
for i=1:lx 
for j=1:ly 
step{j,i}=[stxep(j,i);styep(j,i);stxyep(j,i)]; 
ste{j,i}=[stx(j,i);sty(j,i);stxy(j,i)]; 
de{j,i}=[dex(j,i);dey(j,i);dexy(j,i)]; 
depsp{j,i}=de{j,i}-C^-1*(step{j,i}-ste{j,i}); 
end 
end 
epsp=depsp; 
for i=1:lx 
for j=1:ly 
epspeq(j,i)=2/sqrt(3)*((epsp{j,i}(1))^2+(epsp{j,i}(2))^2+epsp{j,i}(1)
*epsp{j,i} 
(2)+((epsp{j,i}(3))^2)/4)^0.5; 
end 
end 
[svpr,epspeqg] = 
strng(svnpr,epspeq,stxyep,exep,eyep,exyep,lxp,lyp,gpx,gpy,dg,x,y,s,t,
l 
x,ly,dx,dy,da,hx,hy,C); 
%**********DEFINE FORCE MATRIX******************** 
nn=norm(dsai); 
nw=0; 
ktp1=kt; 
while nw<8 
nw=nw+1; 
du=-inv(ktp)*dsai; 
for i=1:lx*ly 
duxn(i)=du(2*i-1,1); 
duyn(i)=du(2*i,1); 
end 
for j=1:lx 
for k=1:ly 
duxtn(k,j)=duxn(ndn(k,j)); 
duytn(k,j)=duyn(ndn(k,j)); 
end 
end 
duytn; 
du=du+dub; 
nn 
for i=1:lx*ly 
dux(i)=du(2*i-1,1); 
duy(i)=du(2*i,1); 
end 
for j=1:lx 
for k=1:ly 



duxt(k,j)=dux(ndn(k,j)); 
duyt(k,j)=duy(ndn(k,j)); 
end 
end 
duyt 
%mean(ktp-ktp1) 
[dstx,dsty,dstxy,dex,dey,dexy] = 
strn(x,y,s,t,lx,ly,dx,dy,da,hx,hy,duxt,duyt,C,nu); 
dez=-nu/(1-nu)*(dex+dey); 
dstx=E/(1-2*nu)/(1+nu)*(dex+nu*dey+nu*dez); 
dsty=E/(1-2*nu)/(1+nu)*(dey+nu*dex+nu*dez); 
stxep=dstx+stx; 
styep=dsty+sty; 
stxyep=dstxy+stxy; 
exep=dex+ex; 
eyep=dey+ey; 
exyep=dexy+exy; 
stxe=dstx+stx; 
stye=dsty+sty; 
stxye=dstxy+stxy; 
j2n=stxep.^2+styep.^2-stxep.*styep+3*stxyep.^2; 
svn=sqrt(j2n); 
j2ne=stx.^2+sty.^2-stx.*sty+3*stxy.^2; 
svne=sqrt(j2ne); 
for i=1:lx 
for j=1:ly 
dste{j,i}=[dstx(j,i);dsty(j,i);dstxy(j,i)]; 
%mfact(j,i)=(svn(j,i)-sy)/sy*8+1; 
end 
end 
for i=1:lx 
for j=1:ly 
an{j,i}=1/(2*svn(j,i))*[2*stxep(j,i)-styep(j,i);2*styep(j,i)-
stxep(j,i);6*s 
txyep(j,i)]; 
dDn{j,i}=D*an{j,i}; 
deps{j,i}=[dex(j,i);dey(j,i);dexy(j,i)]; 
end 
end 
[stgxep,stgyep,stgxyep,dexg,deyg,dexyg] = 
strng(stxep,styep,stxyep,exep,eyep,exyep, 
lxp,lyp,gpx,gpy,dg,x,y,s,t,lx,ly,dx,dy,da,hx,hy,C); 
j2=stgxep.^2+stgyep.^2-stgxep.*stgyep+3*stgxyep.^2; 
sv=sqrt(j2); 
fb=sv-sy; 
for i=1:dg*(lxp-1) 
for j=1:dg*(lyp-1) 
a{j,i}=1/(2*sv(j,i))*[2*stgxep(j,i)-stgyep(j,i);2*stgyep(j,i)-
stgxep(j,i);6 
*stgxyep(j,i)]; 
dD{j,i}=C*a{j,i}; 
deg{j,i}=[dexg(j,i);deyg(j,i);dexyg(j,i)]; 
%dD{j,i}=D*a{j,i}; 
dlan(j,i)=fb(j,i)/((a{j,i})'*C*a{j,i}+Hp); 
end 
end 
fbn=svn-sy; 
for i=1:lx 
for j=1:ly 
if (svn(j,i)>sy)&(svn(j,i)>svnpr(j,i)) 
%R(j,i)=(svn(j,i)-sy)/(svn(j,i)-svne(j,i)); 



dlann(j,i)=fbn(j,i)/(Hp+(an{j,i})'*C*an{j,i}); 
stxep(j,i)=stx(j,i)+dstx(j,i)-dlann(j,i)*dDn{j,i}(1,1); 
styep(j,i)=sty(j,i)+dsty(j,i)-dlann(j,i)*dDn{j,i}(2,1); 
stxyep(j,i)=stxy(j,i)+dstxy(j,i);%-dlann(j,i)*dDn{j,i}(3,1); 
else 
stxep(j,i)=stx(j,i)+dstx(j,i); 
styep(j,i)=sty(j,i)+dsty(j,i); 
stxyep(j,i)=stxy(j,i)+dstxy(j,i); 
end 
end 
end 
j2n=stxep.^2+styep.^2-stxep.*styep+3*stxyep.^2; 
svn=sqrt(j2n); 
fbn=svn-sy; 
nite=0; 
while nite<12 
nite=nite+1; 
j2n=stxep.^2+styep.^2-stxep.*styep+3*stxyep.^2; 
svn=sqrt(j2n); 
fbn=svn-sy; 
for i=1:lx 
for j=1:ly 
step{j,i}=[stxep(j,i);styep(j,i);stxyep(j,i)]; 
ste{j,i}=[stxe(j,i);stye(j,i);stxye(j,i)]; 
an{j,i}=1/(2*svn(j,i))*[2*stxep(j,i)-styep(j,i);2*styep(j,i)-
stxep(j,i);6*s 
txyep(j,i)]; 
dlan(j,i)=fbn(j,i)/(Hp+(an{j,i})'*C*an{j,i});%may replace with 
dlanB******* 
************************* 
dan{j,i}=1/(2*svn(j,i))*A-an{j,i}*(an{j,i})'; 
Q{j,i}=eye(3)+dlan(j,i)*dan{j,i}; 
rr{j,i}=step{j,i}-(ste{j,i}-dlan(j,i)*C*an{j,i}); 
if nite==1 
rr{j,i}=step{j,i}-(ste{j,i}-dlan(j,i)*C*an{j,i}); 
ss=norm(rr{j,i}); 
lant(j,i)=(fbn(j,i)-
(an{j,i})'*inv(Q{j,i})*rr{j,i})/((an{j,i})'*inv(Q{j 
,i})*C*an{j,i}+Hp); 
dstep{j,i}=-inv(Q{j,i})*(rr{j,i}+lant(j,i)*C*an{j,i}); 
else 
ss=norm(rr{j,i}); 
lant(j,i)=(fbn(j,i)-
(an{j,i})'*inv(Q{j,i})*rr{j,i})/((an{j,i})'*inv(Q{j 
,i})*C*an{j,i}+Hp); 
dstep{j,i}=-inv(Q{j,i})*(rr{j,i}+lant(j,i)*C*an{j,i}); 
rr{j,i}=rr{j,i}+dstep{j,i}+lant(j,i)*C*an{j,i}+dlan(j,i)*C*dan{j,i}*d
ste 
p{j,i}; 
end 
end 
end 
for i=1:lx 
for j=1:ly 
%stxep(j,i)=stxep(j,i)+dstep{j,i}(1,1); 
%styep(j,i)=styep(j,i)+dstep{j,i}(2,1); 
%stxyep(j,i)=stxyep(j,i)+dstep{j,i}(3,1); 
%step{j,i}=[stxep(j,i);styep(j,i);stxyep(j,i)]; 
sn=step{j,i}; 
end 
end 



sn=step{j,i}; 
end 
%**********DEFINE ELASTO PLASTIC STIFFNESS MATRIX******************** 
for i=1:lx 
for l=1:ly 
for p=1:lx 
for pp=1:ly 
kfp{ndn(l,i),ndn(pp,p)}=0; 
ngp=0; 
ngx=0; 
for j=1:lxp-1 
for kx=1:dg 
ngy=0; 
ngx=ngx+1; 
for jj=1:lyp-1 
for ky=1:dg 
ngy=ngy+1; 
ngp=ngp+1; 
if (length(B{ngp,ndn(l,i)})>1)&(length(B{ngp,ndn(pp 
,p)})>1) 
if (sv(ngy,ngx)>sy)&(sv(ngy,ngx)>svpr(ngy,ngx)) 
Dep=D-(dD{ngy,ngx}*(dD{ngy,ngx})')/((Hp+(dD 
{ngy,ngx})'*a{ngy,ngx})); 
kfp{ndn(l,i),ndn(pp,p)}=(B{ngp,ndn(l,i)})'* 
Dep*B{ngp,ndn(pp,p)}*wg(kx)*jocx(j)*wg(ky)*jocy(jj)+kfp{ndn(l,i),ndn(
pp,p)}; 
che{ngp}=C-Dep; 
else 
kfp{ndn(l,i),ndn(pp,p)}=(B{ngp,ndn(l,i)})'* 
C*B{ngp,ndn(pp,p)}*wg(kx)*jocx(j)*wg(ky)*jocy(jj)+kfp{ndn(l,i),ndn(pp
,p)}; 
end 
end 
end 
end 
end 
end 
end 
end 
end 
end 
for i=1:lx*ly 
for j=1:lx*ly 
for k=1:2 
for kk=1:2 
if length(kf{i,j})>1 
%break 
kffp(2*i-1+k-1,2*j-1+kk-1)=kfp{i,j}(k,kk); 
end 
end 
end 
end 
end 
ktp1=ktp; 
ktp=kffp+kbb; 
dsai=ktp*du-df'; 
nn=norm(dsai); 
dub=du; 
j2n=stxep.^2+styep.^2-stxep.*styep+3*stxyep.^2; 
svn=sqrt(j2n); 
svnpr=svn; 



svpr=sv; 
j2nep=stxep.^2+styep.^2-stxep.*styep+3*stxyep.^2; 
svnep=sqrt(j2nep); 
for i=1:lx 
for j=1:ly 
step{j,i}=[stxep(j,i);styep(j,i);stxyep(j,i)]; 
ste{j,i}=[stx(j,i);sty(j,i);stxy(j,i)]; 
de{j,i}=[dex(j,i);dey(j,i);dexy(j,i)]; 
depsp{j,i}=de{j,i}-C^-1*(step{j,i}-ste{j,i})+depsp{j,i}; 
end 
end 
epsp=depsp; 
for i=1:lx 
for j=1:ly 
epspeq(j,i)=2/sqrt(3)*((epsp{j,i}(1))^2+(epsp{j,i}(2))^2+epsp{j,i}(1)
*epsp{ 
j,i}(2)+((epsp{j,i}(3))^2)/4)^0.5; 
end 
end 
[svpr,epspeqg] = 
strng(svnpr,epspeq,stxyep,exep,eyep,exyep,lxp,lyp,gpx,gpy,dg,x,y,s 
,t,lx,ly,dx,dy,da,hx,hy,C); 
end 
uxep=uxt+duxt; 
uyep=uyt+duyt; 
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