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مقدمه- 1-1

صـورت   یعمدتا توسـط ریاضـیدانان بـه روش تحلیل ـ    یتا اواسط قرن بیستم، حل مسائل مهندس

 يتفاضل محدود یا روشها ينظیر روشها يعدد ياز روشها يبسیار یهر چند پایه ریاض. پذیرفتمی

محاسبات، عملا این روشـها را در حاشـیه قـرار     يدر همین سالها بوجود آمده، اما حجم بالا یتغییرات

  .داده بود

غیـر   یتحلیل ـ يرا که حل آنها با روشـها  يا توانستند مسائل پیچیدهها، مهندسین  با ظهور کامپیوتر

و  یمهندس ـ يهـا  از رشـته  يدر بسـیار  يعدد يامروزه، روشها. حل کنند يممکن بود بصورت عدد

 کـاملا  ینبـه جـایگزی   يبیومکانیـک و نـانوتکنولوژ  سـازي،  سازي، کشتی صنایع نظیر هوافضا، هواپیما

. [1]در حل مسائل تبدیل شده است مناسب
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ناپیوستگی در مکانیک محاسباتی- 1-2

يقـو  یناپیوسـتگ  یها در مکانیک، بـه دو دسـته کل ـ  یناپیوستگ
1
ضـعیف  یو ناپیوسـتگ  

2
تقسـیم  

 یو منظور از ناپیوسـتگ  )مانند ترك(در میدان تغییر مکان است ی، ناپیوستگيقو یناپیوستگ. شوند یم

در فصـل   یاین نوع ناپیوسـتگ . کرنش است یناپیوستگ یییر مکان یعنمشتقات تغ یضعیف، ناپیوستگ

یک شماي کلی  ،)1-1(در شکل. شود یهمجنس دیده م غیر يها دوفازه یا در محیط يمشترك جریانها

و ناپیوستگی قوي  ଴ܥبه زبان ریاضی ناپیوستگی ضعیف با. ها نشان داده شده است از این ناپیوستگی

ܥିبا  ଵ [2]شود نشان داده می

هـا و   ها در مکانیک سـنگ، سـطوح گسـل    ، درزهيا سازه يدر المانها یها، باند برش ترك در پوسته

هـایی از   نمونـه  شـکل اجسـام در مکانیـک تمـاس     هـم  شـکل و غیـر   ، سطوح برخورد همها لغزه زمین

  .تندهس یل مهندسناپیوستگی در مسائ

ضـعیف شـده   براي مجزاسازي دامنـه از فـرم   ی که، چه آنهایيعدد يهاروش بیشتردر 
3

اسـتفاده  

یمعادله دیفرانسیل جزئ يقو هایی که از فرمکنند، و چه آن یم
4

بصـورت   یگیرنـد، ناپیوسـتگ  بهره مـی 

5"صریح"
.شود یتعریف م 

                                               
1- Strong discontinuity

2- Weak discontinuity

3- Weak form

4- Strong form

5- Explicit
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  سینماتیک انواع ناپیوستگی  .1-1شکل

بنـابراین تعریـف   . را قطـع کنـد   یتوانـد ناپیوسـتگ   ینم یمحدود، هیچ المان ياجزا یدر روش سنت

  .است یبه موقعیت ناپیوستگ شستگی مستلزم وابستگی توپولوژي مصریح ناپیو

نیازمنـد هزینـه    ییابنده است، تعریف صریح ناپیوسـتگ ، متحرك یا رشدیکه ناپیوستگ یدر مسائل

. است یمراحل رشد یا تکامل ناپیوستگ یموجود و از نو ساختن آن در تمام يگزاف شکستن پیکربند

اند محدود توسعه یافته را پیشنهاد کرده يمحققان روش اجزا یغلبه کردن بر این مشکلات، برخ يبرا

پذیرد و سپس با کمک گـرفتن از  یها انجام ممدل بدون در نظر گرفتن ناپیوستگی يبندآن مش که در

شامل ترك، حفره و تغییر  یدر این صورت هر نوع ناپیوستگ. گرددیها مدل متوابع، ناپیوستگی یبرخ

.توان در این روش مدل کردیفاز را م
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محدود توسعه یافته ياجزاروش  - 1-3

. پیـدا کـرده اسـت    يمحدود کاربرد بیشـتر  يمتداول، روش اجزا يعدد يشهاامروزه، در میان رو

کلافاولین بار توسط  يمحدود برا ياصطلاح اجزا
1

ل الاستیسـیتۀ  جهـت حـل مسـائ    1960در سال 

،اولـین بـار از ایـن روش اسـتفاده کـرد      يکـه بـرا   یالبته اولین شخص. [3]به کار گرفته شد يدوبعد

کورانت
2

در ایـن روش،  . [4]در پیچش اسـتفاده نمـود   یلکه از آن براي حل مسائبود  1943ل در سا 

گونه است که کـل  روش کار این. دنشویحل م کل پتانسیل يبا کمینه نمودن انرژ یل فیزیکغالباً مسائ

است که از این طریق  یهایگره يهر المان دارا. شودیبه نام المان تقسیم م يکوچکتر يبه اجزا ،مدل

بـا  . مجاور منتقل کند يها و سایر پارامترها را به المانهامجاور وصل شود و تنش يالمانهاتواند به یم

 يعـلاوه بـر آن، روش اجـزا   . توان با ازدیاد المانها بـر دقـت آن افـزود   یبودن روش م یوجود تقریب

  :[5]زیر برخوردار است يمحدود از مزایا

.یمغناطیس يقال حرارت، تحلیل تنش، میدانهامانند انت یهر مسالۀ میدان يقابلیت اعمال روش برا

 یتواند هر شـکل یمورد نظر م هیچ محدودیتی در هندسۀ مسأله در این روش وجود ندارد و مسأله

.را به خود بگیرد

از  یبه عنوان مثال، در تحلیـل تـنش، هـر قسـمت    . باشدیکاملاً دلخواه م يو بارگذار يشرایط مرز

.نمود يتوان بارگذاریاز آن را م یگاه باشد و یا هر قسمت تکیه يتواند دارایجسم م

تواند از یـک المـان بـه المـان     یمحدود نیست و م یمحیط مورد استفاده در المانها به محیط خاص

.در درون یک المان تغییر کند یدیگر و یا حت

                                               
1 - Clough
2 - Courant
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تواننـد بـا   یم در مدلسازيی دارند، با ترفندهای یمتفاوت یکه رفتارها و یا تعاریف ریاض یهایلفهمؤ

توانـد شـامل میلـه،    یمحدود در تحلیل تنش، م يبه عنوان مثال یک مدل اجزا. یکدیگر ترکیب شوند

.تیر، ورق، کابل باشد

توان با ریز کردن مش دقت یم ،تغییرات شدید هستند يدارااصلی میدان يکه متغیرها یدر جاهای

.جوابها را بهبود بخشید

 يمحـدود نسـبت بـه سـایر روشـها از کـاربرد بیشـتر        يروش اجـزا  ،بـالا  يهابا توجه به ویژگی

 يمسـائل مکانیـک کـاربرد    یمحدود در حل برخ ـ ياجزا یبا این وجود، روش سنت.برخوردار است

  :بعنوان نمونه . [6]دارد یهای ینارسائ

شکست در جامدات یو دینامیک یشبه استاتیک يمدلساز

بزرگ در جامدات يها جریان سیال و تغییرشکل يمدلساز

  .رود ییک مزیت به شمار م ،المان وابسته نباشد يکه به توپولوژ یدر هر دو مورد ساختن تقریب

از نردبـان توسـعه    هـا  گـام  یکـی از آخـرین  محدود توسعه یافته، در حـال حاضـر،    يروش اجزا

مراتـب اول و دوم  (يضـعیف و قـو  يهـا  یدر حـل مسـائل دربرگیرنـده ناپیوسـتگ     يعدد يهاروش

محدود و بدون المـان اسـتفاده    يدو روش اجزا ياست که از مزایا یدر مکانیک محاسبات) یناپیوستگ

  .کند یم

این مقایسه  يها فوق داشته باشیم، باید شاخص يبین روشها يتر اینکه بتوانیم مقایسه شفاف يبرا

  :ها عبارتند از  این شاخص. [7]را بیان کنیم
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یهمگرائ قدرت-
1

یو دینامیک یدر حل مسائل استاتیک

توابع شکلیمرتبه پیوستگ-

یبدست آوردن ماتریس سخت يبرا يگیرسرعت و سهولت در برآورد توابع شکل و انتگرال-

  یاساس يسرعت و دقت در اعمال شرایط مرز-

یمرتبه پوشای
2

تقریـب  شـود کـه توسـط     یگفته م يا به درجه تابع چندجمله یتغییرات يدر روشها

  .شود یبطور دقیق برآورد م

)௃ߔیک دسته از توابع شکل )݌تابع  یزمان، ܺ(   :کنند که داشته باشیم  یرا بطور دقیق برآورد مܺ(

  )!-!(  
)௃ߔ =௃ݑܺ( )௃ߔ )݌ܺ( ௃ܺ) = )݌ )ܺ  

)݌بطور خاص اگر )ܺ =   :باشد، داریم ) تابع ثابت(1

  )!-!(  
∑ )௃ߔ )ܺ = 1௃  

این خصوصیت باشند  يکه دارا یبه دسته توابع. صفر هستندگوییم، توابع شکل پوشا از مرتبه  و می

بوده و در دسته PUخاصیت يدارا ،پارامتر محدود هم يتوابع اجزا. گویند!"واحديبندهپیکر"

  .گیرند یقرار م) PUM(واحد يبند پیکره يهاروش

بلیتشکو
4

یـک  در  يا و زاویـه  یاینکـه ممنـتم خط ـ   يدادند که شرط لازم بـرا  و همکارانش نشان 

تقریب
5

پایستار
6

  .[8]ازمرتبه صفر و یک باشد به ترتیب، باشد آنست که تقریب پوشا

                                               
1- Convergency

2- Consistency/Completeness/Reproduction

3- Partition of unity (PU)

4- Belytschko et at

5- Discretization

6- Conservative
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. وارده باشـد  یخارج يبرابر با نیرو یاینکه آهنگ تغییرات ممنتم خط ییعن یممنتم خط يپایستار

  :شود  یاین قانون چنین بیان م) یداخل يفقط حضور نیروها(یخارج يبنابراین در غیاب نیروها

  )!-!(  
ௗ
ௗ௧(∑ ூܸ݉ ூூ∈ఆ ) = ∑ ூܸ݉ ூ= 0ூ∈ఆ  

Imیحجم يبدون نیرو یاز معادله ممنتم خط. میدان سرعت استܸو دامنه مسأله ߗي،ا جرم نقطه 

  :داریم یو خارج

  )!-!(  ூܸ݉ ̇ூ= −∑ .ூ൫ܺ௃൯ߔߘ )ߪ ௃ܺ)௃∈ௌ   ௃ݓ

در . گیري هستند انتگرال یضرایب وزنJwوJXگیري در نقطه انتگرال Iگره تابع شکلூ൫ܺ௃൯ߔ

=ߗ݀یک جزء حجم با ابعاد ) 4-1(توضیح رابطه  .ݔ݀ .ݕ݀ از . گیریم را در نظر می ߗدر دامنه ݖ݀

  :رابطه تعادل، بدون حضور نیروهاي حجمی داریم

  )!-!(  
dzdydx

zyx
dF xzxyx

x 






















  

  )!-!(  
dzdydx

zyx
dF yzyyx

y 





















  

  )!-!(  
dzdydx

zyx
dF zzyzx

z 






















  

  :توان بدین صورت خلاصه کرد  روابط بالا را می

  )!-!(   d.dF   

  :طبق رابطه بقاي ممنتم خطی داریم 

  )!-!(    dFdXV    

  :شود  با ابعاد محدود، نتیجه می براي یک المان از دامنه) 9- 1(و ) 8- 1(بنابراین، از معادلات 
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  )!-! !(  
    



dX.dXV    

ام المان Iبا ضرب طرفین رابطه فوق در تابع شکل گره 1  داریم:  

  )!-! !(  
        



dXX.dXXVVm IIII

11

  
  

و دیورژانس، بصورت زیر ساده  عبارت سمت راست رابطه فوق با استفاده از قضایاي گرادیان

  :شود می

  )!-! !(  
      ds.n̂d.dXX. III

11


 
    

.n̂  در رابطه فوق، بردارTraction1یا همان تنش سطحی روي سطوح خارجی دامنه فرضی

. صفر است 1در غیاب نیروهاي خارجی براي دامنه ) 12- 1(عبارت سمت راست رابطه لذا . است

  :بنابراین داریم 

  )!-! !(  
        J

J
JJIIII wX.XdX.XVm

1








  

-1(در طرف دوم معادله ) 4- 1(با قرار دادن معادله حال . شود اثبات می) 4-1(و به این ترتیب، رابطه 

  :داریم ) 3

  )!-! !(          0..  
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
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
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يو پایدار ییک روش پوشای ی، شرط همگرائLax-Richtmeyrاصل تعادلطبق 
!

 يپایدار.است

کوچک در تقریبکند که یک نقص یروش تضمین م
2

  .[٩]، کوچک بماند

  :اگر  ،است) k)k>0همگرا از مرتبه  ،یک روش

  )!-! !(      k
ii hcuXu max  

c  عدد ثابت وh پارامتر فاصله
3

  .است

ییعن(nپیوسته از مرتبه  ،یک تقریب
nC ( اگر توابع مورد استفاده در آن تقریب استn   بار مشـتق

.پیوسته داشته باشند

شـود، بعـلاوه حـذف     یبصورت مستقیم ارضـا م ـ  ی،اساس يمحدود، شرایط مرز يدر روش اجزا

به بیان دیگر، در این روش . دکن یتر م را خلاصه ینهای يمقید، حل معادله جبر يمستقیم درجات آزاد

ماتریس مجهولات  iuیمقادیر تغییر مکان گره(دارند یفیزیک ي، معنا.(  

نامه ساختار پایان- 1-4

شـود و  یپرداختـه م ـ  کشسـان در فصل دوم، ابتدا به طور مختصر به بیان اصول مکانیک شکسـت  

. گردد یروابط مربوط به ترك در یک محیط ایزوتروپ بیان م

در این فصل کـار  . پردازیمدر ادامه، در فصل سوم به تشریح روش اجزاي محدود توسعه یافته می

سپس رابطۀ کلی روش اجزاي محدود توسعه یافته . گرددبندي واحد آغاز میبا مروري بر روش پیکره

آن بـه معرفـی    بعد از. شودشود و پس از آن نحوة مدلسازي ترك در این روش شرح داده میبیان می

پردازیم و پـس  هاي همسانگرد با ترك در حال سکون و در حال گسترش میساز در محیطتوابع غنی

                                               
1- Stability

2- Discretization

3- Dilation parameter
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هاي همسانگرد براي برخورد یک مـوج بـا تـرك سـاکن و در حـال      سازي در محیطاز آن، توابع غنی

  .گرددگسترش استخراج می

در مـورد محاسـبۀ پارامترهـاي    سازي روش و همچنین برخـی نکـات   در فصل چهارم نحوة پیاده

  .شودموجود در مکانیک شکست توضیح داده می

  .شودهاي عددي در زمینۀ مسائل دینامیکی پرداخته میدر فصل پنجم به ارایۀ مثال

  .نامه ذکر شده استدر خاتمه نیز مراجع استفاده شده در این پایان
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2فصل

مروري بر مکانیک شکست مواد 

کشسان خطی
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مقدمه-1- 2

) انهـدام (اي در طراحی، تأمین مقاومت آن در برابـر تمـام مودهـاي شکسـت      نیاز اساسی هر سازه

  :این مودها عبارتند از. محتمل یا ترکیبی از آنهاست

ناپایداري کشسان
1

)کمانش(

تغییرشکل کشسان بزرگ
2

تغییرشکل خمیري کلی
3

)تسلیم(

ناپایداري کششی
4

شکست
5

                                               
1- Buckling

2- Jamming

3- Yielding

4- Necking

5- Fracture
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اند و فرایند طراحی براي مقاومت در برابر آنها توسـعه یافتـه    اغلب این مودها بخوبی شناخته شده

  .است

لی هاي غیر عـادي ماننـد زلزلـه، مـود اص ـ     اي بعد از بارگذاري هاي سازه در حالیکه شکست المان

  ].2[است دهد، اما این پدیده هنوز به درستی شناخته نشده  اي را تشکیل می هاي سازه خسارت

کم سه نوع شکست با رفتار کاملا متفاوت شناخته شده است، که عبارتند از شکسـت تـرد   دست
1

 ،

پذیر شکست انعطاف
2

، شکست در محدوده انتقال
3
.  

اس میکروسکوپی بـوده و در کـران پـایین    شکست ترد، مربوط به صفحات کریستالوگراف در مقی

از آنجا که مواد در این نوع رفتار، وارد حد خمیري . دهد اي روي می محدوده دمایی در المانهاي سازه

  .کنند اي در فرایند شکست کشسان، انرژي قابل توجهی جذب نمی شوند، المانهاي سازه نمی

در مقیاس میکروسکوپی بـوده و در کـران   ها  پذیر، مربوط به پیدایش و رشد حفره شکست انعطاف

نیز نامیـده   "شکست کاملا خمیري"پذیر،  شکست انعطاف. دهد بالاي محدوده دمایی در سازه رخ می

  . خورده، خمیري شده است شود، چراکه در این حالت سطح قابل توجهی از مقطع ترك می

انهدام
4
هاي انهـدام را   ین دسته از مکانیزما. همیشه با ایجاد ناپیوستگی در محیط همراه نیستمواد 

هاي پیوسته توان در حوزه مکانیک محیط می
5

  .بررسی کرد

و خرابیهاي پیوسته، به دو شاخه پلاستیسیته آنالیز انهدام در مکانیک محیط
6

اما اگر . شود تقسیم می

مکان همراه باشد، به آن شکست مکانیزم خرابی با ناپیوستگی در دامنه تغییر
7

  .گویند می

                                               
1- Brittle

2- Ductile

3- Transition-range fracture

4- Failure

5- Continuum mechanics

6- Damage

7- Fracture
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نشان داده  1-2راهکارهاي مختلف عددي در بررسی مسأله انهدام مواد بصورت شماتیک در شکل

هـا در ایـن    به این بیان شماتیک در این سطح اکتفا کـرده و از توضـیح مفصـل ایـن روش    . شده است

.شود نامه صرفنظر می پایان

Lattice  Discrete  Embedded  Smeared  

        

پلاستیسیته و خرابی(مکانیک محیط پیوسته   مکانیک شکست
1

(  

  ثابت ماندن درجات آزادي  ها افزایش تعداد المان  ها کاهش تعداد المان

  راهکارهاي عددي در بررسی انهدام مواد.1-2شکل

شـاید حـل مسـأله تمرکـز     . برخوردار است زیاديرویکرد تحلیلی حل مسائل شکست، از قدمت 

نهایت، توسط یک مهندس آلمانی به نام کرش اي در صفحه بی تنش در نزدیکی سوراخ دایره
2
در سال  

  .را بتوان نقطه شروع این رویکرد دانست 1898

                                               
1- Damage

2 -Kirsch
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انگلیس ،1913در سال 
1
نهایت را حـل   هاي یک بیضی در صفحه بیرمسأله تمرکز تنش اطراف قط 

گریفیس.کرد
2
به بررسی مقاومت جامدات کریستالی 

3
پرداخته و معیار ترمودینامیکی شکسـت اجسـام   

  .ترد را با در نظر گرفتن تغییرات کلی انرژي طی فرایند گسترش ترك، ارائه کرد

، وسترگارد1939در سال 
4
.بیانی براي میدان تنش نزدیک نوك ترك تیز در الاستیسـیته ارائـه کـرد    

اروین
5

او تئوري اولیه گریفیس را با در نظر گرفتن . ، اساس مکانیک شکست را بنا نهاد1945در سال  

، پاسخ عمومی وسترگارد را با معرفـی  )تئوري اصلاح شده گریفیس(تسلیم در نوك ترك گسترش داد

)SIF(نشمفهوم ضریب شدت ت
6
تغییر داد و مفهوم آهنگ آزاد شدن انرژي 

7
)G( را معرفی کرد .  

، پاریس1961در سال 
8
  .با آهنگ رشد ترك را ارائه کرد SIFمعادله تجربی رابطه بین دامنه  

ولز
9

، از تغییرمکان بازشدگی ترك1963در سال  
10(COD)    بعنوان پارامتري براي مشـخص کـردن

کـار او شـروع ملاحظـات رفتـار غیرخطـی در      . وپلاستیک ارائه کـرد مقاومت ترك در جامدات الاست

.مکانیک شکست بود

رایس
11
یک انتگرال منحنی مستقل از مسـیر   J. را معرفی کرد Jاي انتگرال  ، در مقاله1968در سال  

و معرف آهنگ تغییر انرژي پتانسیل بـراي یـک جامـد غیرخطـی کشسـان در واحـد طـول        ) پایستار(

.گسترش ترك است

                                               
1 -Inglis

2 -Griffith

3- Crystalline solids

4 -Westwrgaard

5 -Irwin

6- Stress Intensity Factor

7 - Energy release rate

8 -Paris

9 -Wells

10- Crack Opening Displacement

11 -Rice
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سیه
1

، اولین مدل گسترش ترك با مودهاي مرکـب 60در اواسط دهه  
2

پـس از آن،  . را ارائـه دادنـد  

هائی مانند رشد ترك دینامیکی توسعه در زمینه
3

ها ، شکست لایه
4
هاي عددي و  ها، تکنیک و کامپوزیت 

  ].2[هاي طراحی ادامه یافت و فلسفه

روش متغیـر مخـتلط   حل تحلیلی مسائل در مکانیک شکست، حـاوي محاسـبات پیچیـده   
5

. اسـت 

  :اند ارائه شده 1-2در جدول  این مسائل. مسائلی که حل تحلیلی کامل دارند، بسیار اندك هستند

                                               
1 -Sih

2- Mixed mode

3- Dynamic crack growth

4 -Laminates

5- Complex variable method

! ! !   مسائل حل شده در مکانیک شکست.!-!!

  مسأله  سیستم مختصات  حل توسط  در سال

1898  Kirsch  
  اي حفره دایره  قطبی

1913  Inglis  وKolosofحفره بیضوي  الخط منحنی  

1939  Westergaardترك  کارتزین  

1932  Williamsشیار   قطبیvشکل  

1959  Williams  
  قطبی

هاي  مشترك محیطترك در فصل

  جنس غیرهم

1965  Sih  ترك در محیط غیرهمسان  کارتزین  



25

رویکرد تحلیلی در مکانیک شکست کشسان خطی-2- 2

توابع تنش ایري کـه  همانطور که اشاره شد، روش حل کلی این مسائل روش متغیرمختلط است و 

  .کنند، فرم مختلط دارند معادله تعادل را ارضا می

  :10]توان به فرم زیر بیان کرد یهر تابع تنش را م یبطور کل

=ߔ  )!- !( Re[ܼ̅߰ ( )ܼ + (߯ )ܼ]  

که در آن  Z  و Z باید هارمونیک باشند،  بسته به توپولوژي مسأله مورد نظر بدست آمده و

  :ییعن

  :عبارتند از ،بدست آمده از این تابع تنش يهاتنش

+ଵଵߪ  )2-3( =ଶଶߪ 4Re (߰ )ܼ  

−ଶଶߪ  )2-4( +ଵଵߪ 2 =ଵଶߪ݅ 2[ܼ̅߰ "( )ܼ + "߰( )ܼ]  

  :]2[حل مسائل ترك به فرم زیر است يبرا یعموم يتابع تنش ایر

,ݔ)  )2-5( (ݕ = 2Re[߶ଵ( ଵܼ) + ߶ଵ( ଵܼ)]
yxzاز  یتابع دلخواه 1که در آن  11   2و از  یتابع دلخواهyxz 22  شرایط .است

  :چنین است یکل گردجامدات غیرهمسان يبرا يبر حسب تابع تنش ایر يسازگار

)2-6(    0222
4

4

113

4

1622

4

6612

4

264

4

22 




















y
a

yx
a

yx
aa

yx
a

x
a


  

  :عبارت است از ی،معادله دیفرانسیل جزئمعادله مشخصه حاصل از این 

)2-7(    0222 2226
2

6612
3

16
4

11  aaaaaa   

  :ها برابرند باها و تغییرشکلو تنش

ଶ߰ߘ  )2-2( = ଶ߯ߘ = 0  
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)2-8(  









2
2

2
2

2
22

1

1
2

2
1Re2

dz

d

dz

d
x

  

)2-9(  









2
2

2
2

2
1

1
2

Re2
dz

d

dz

d
y


  

)2-10(  









2
2

2
2

22
1

1
2

1Re2
dz

d

dz

d
xy

  

)2-11(  









2

2
2

1

1
1Re2

dz

d
p

dz

d
pu


  

)2-12(  









2

2
2

1

1
1Re2

dz

d
q

dz

d
qv


  

 2,1, iqp ii در معادلات بالا برابر هستند با:  

)2-13(   2,1,, 26
22

121612
2

11  ia
a

aqaaap
i

iiiii 


یمختصـات محل ـ  يهندسه ترك و محورهـا برايتغییرمکان بدین ترتیب توابع ,r،  نشـان داده

  :برابرند با گرد،واقع در نوك ترك در محیط همسان یدر دستگاه مختصات قطب ،2-2در شکل  شده

)2-14(  

ቄݑ௫ݑ௬ቅ=
௄಺ଶఓට௥

ଶగቐcos ቀఏ
ଶቁቂߢ− 1 + 2sinଶቀఏ

ଶቁቃ
sin ቀఏ

ଶቁቂߢ− 1 + 2cosଶቀఏ
ଶቁቃቑ+

௄಺಺ଶఓට௥
ଶగቐsin (ఏ

ଶ) ቂߢ− 1 + 2cosଶ(ఏ
ଶ)ቃ

−cos (ఏ
ଶ) ቂߢ− 1 + 2sinଶ(ఏ

ଶ)ቃቑ  

IKوIIKاول و دوم و يمودها ي، ضرایب شدت تنش براو جنس ماده هستند يپارامترها:  

)2-15(   



12

E
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)2-16(  
















strainplane

stressplane






1

3
43

  

  :]10[برابراند با گردنوك ترك در محیط همسان میدان تغییرمکان) سازنده(پایهلذا توابع 

)2-17(  

            sin2/cos,sin2/sin,2/cos,2/sin, 4

1 rrrrrF ll 

  

  

  .یو کل یمحل یکارتزین و قطب يو محورها يهندسۀ ترك، شرایط بارگذار .2-2شکل

  

  .تا سوم تغییرشکل و بارگذاري ترك مودهاي اول .3-2شکل

چند مسأله با هندسه مشخص بدست آمده  در،مقادیر ضریب شدت تنش براي مود اول بارگذاري

.آورده شده است 2-2که در جدول 
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! ! !   ضرایب شدت تنش مود اول براي تعدادي از مسائل شکست.!-!!

ܽߨ√ஶߪنهایت در صفحه بی a2ترك مرکزي به طول
  ܽߨ√ஶߪ1.12  نهایت بی در صفحه نیمه aترك کناري به طول 

ஶට௔ߪ2  نهایت بعدي بیدر محیط سه  aاي به شعاع ترك مرکزي دایره
గ  

Wσஶටܹاي به پهناي در صفحه a2ترك مرکزي به طول tan ቀగ௔
ௐ ቁ

ஶටܹߪ  Wاي به پهناي صفحهاي در  هاي متقارن لبه ترك ቂtan ቀగ௔
ௐ ቁ+ 0.1 sin ቀଶగ௔

ௐ ቁቃ  

اي به پهناي صفحهدر  Sهاي متقارن داخلی به فاصله ترك

W  

ஶට(2ߪ +ܽ (ݏ tan ቀగ௔
ଶ௔ା௦ቁ  

هـاي بوجـود آمـده در نـوك تـرك را تـا        با این معیار که مصالح تنش ،مقادیر ضریب شدت تنش

کنند، در تحلیل و  ، تحمل میCKرسیدن به یک مقدار بحرانی براي ضریب شدت تنش مرکب یعنی 

بنابراین ضریب شدت تنش بحرانی. رود بکار می ها طراحی سازه
1

، معیاري براي طاقت
2

. مصالح اسـت 

انهدامتنش 
3

  :]2[شود توسط رابطه زیر، بر حسب مقاومت شکست و هندسه ترك، بیان می

=௙ߪ  )2-18( ௄಺೎ఈ√గ௔  

ها  و براي سایر انواع ترك ،یک پارامتر هندسی است که مقدار آن براي ترك لبه، یک ،در این رابطه

  .ضریب شدت تنش بحرانی است ூ௖ܭپارامتر طول ترك و  a.از مرتبه یک است

                                               
1- Critical stress intensity factor 

2- Toughness

3- Failure stress
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    تکینهدر نقاط  مجانبیتغییر شکل کشسان  يتعیین میدانها- 2-1- 2

میدانهاي تنش تکینه
1

هـاي نفـوذي  بطور کلی در اجسام کشسان در کنج 
مثـل شـیارهاي تیـز یـا     (2

مشترك هاي فصل و در نقاط انتهائی ناپیوستگی )ها ترك
3

چنـد  . آینـد  بوجـود مـی  بین اجسام غیرمتشابه 

  .[11]نشان داده شده است 4-2مثال تیپ از نقاط تکینه در شکل 

Williams هـاي موضـعی بصـورت یـک سـري از       تـنش  تکنیک آنالیز مجانبی را که در آن میدان

سیسـتم مختصـات قطبـی   . گذاري کـرد  اند، پایه بسط داده شده rجملات توانی بر حسب  ,r روي ،

با نزدیک شدن به نقطه تکینه ، میدان، بیشتر و بیشتر به سمت ترم اول از . نقطه تکینه قرار گرفته است

بنابراین اگـر  . کند میل می)یا کوچکترین جزء حقیقی  (این سري توانی یعنی جمله با کوچکترین توان

بخواهیم گسیختگی
4

تـوانیم   ین کنیم، میرا توسط رفتار در ناحیه کوچکی در همسایگی نقطه تکینه تعی

این ضریب در مسأله ترك . آنرا بسادگی توسط ضریب ترم حاکم در بسط سري توانی توصیف نمائیم

را  )LEFM(است که اساس مکانیک شکست کشسان خطـی  )SIF(همان ضریب معروف شدت تنش 

  .[12]دهد تشکیل می

تحت عنوان  یتوان يسرحاکم در بسط  تکینهدر مورد کاربرد ضریب ترم  یمشابه ينوپا يها بحث

5"ضریب شدت تنش تعمیم یافته"
)GSIF( [14]و [13]آمده است؛ بعنوان مثال مرجع  یدر ادبیات فن  

مورد شیارهادر 
6
یسایش یتیز در خستگ يها در مورد کنج[16]و [15]و مرجع  

7
.  

                                               
1 - Singular stress field

2- Re-entrant corners

3- Interface

4- Failure

5- Generalized Stress Intensity factor

6- Notch

7- Fretting fatigue
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  تکینهشامل نقاط  کشسانيساختارها.4-2شکل

مسائل مربوط به الاستیسیته، که شـامل نقـاط    هاي عددي دانستن طبیعت میدان یکه در تعیین پاسخ

بندي بسـیار ریـز در ایـن     در روش اجزاي محدود، بطور رایج یک مش. تکینه باشند، بسیار مهم است

نواحی بمنظور دریافت
1

بسـیار زیـاد    رود، اما این روش علاوه بر هزینه طبیعت موضعی میدان بکار می

  . محاسبات، ممکن است با ریزتر کردن مش اصلاً همگرا نشود

مؤثرترین روش براي حل چنین مسائلی تعریف یک المان ویژه براي مـدل کـردن ناحیـه اطـراف     

تکینه حاکم در بسط مجانبی مناسب آن نقطـه  توابع شکل این المان از ترمهاي . [17]نقطه تکینه است 

  .آید بدست می

هاي ویژه براي نوك ترك در مواد همگن، اکنون در اغلب کـدهاي تجـاري اجـزاي محـدود      المان

  .اند هاي ویژه را در حل مسائل شامل نقاط یکه، بکار برده وارد شده و مؤلفین متعددي، المان

البتـه  . رود شمار مـی  ، اکنون یک شاخه مهم الاستیسیته بهتکنیک کلی آنالیز مجانبی در نقاط تکینه 

گیر براي پیدا کردن میدان مجـانبی در نقـاط تکینـه ، بـراي محققـین       محاسبات جبري فراوان و وقت

                                               
1- Capturing
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هاي  هاي موجود در الگوریتم در عین حال، نارسائی. رود روشهاي عددي نوعی نقض غرض بشمار می

سـازي   و تماس از یک طرف و فقدان حل تحلیلی قابل پیـاده  عددي، بخصوص در زمینه مسأله ضربه

هـاي مجـانبی خاصـی را از چشـم     جهت مقایسه و تأیید نتایج عددي از طرف دیگـر، وجـود میـدان   

  .محققین دور داشته است

هـاي مجـانبی ارائـه     اي از آنهـا جـواب   ها پرداخته و براي دسته در این فصل، به بررسی این میدان

یافتـه مـورد    سازي در روش اجـزاي محـدود توسـعه    ها براي تعیین توابع غنی واباین ج. خواهد شد

  .استفاده قرار خواهد گرفت

در یـک  . و دستگاه مختصات قطبی قرار گرفته روي این نقطـه را در نظـر بگیریـد    Oاي  نقطه یکه

ار دور از در این حالت همه جزئیات هندسی بسی. کنیم نگاه می Oهمسایگی با شعاع بسیار کوچک، به 

رسند و مرزهاي منحنـی در میـدان مـورد مشـاهده، بصـورت خـط راسـت دیـده          به نظر می Oنقطه 

بنـابراین یـک مسـأله    . شوند، چون شعاع انحناي آنها بصورت نامحدودي بزرگنمـائی شـده اسـت    می

بینهایت موضعی در الاستیسیته به یک یا چند گوه نیمه
1

هـائی  هـاي انت  ، با شرایط مرزي مناسب در لبـه 

1   2و  مشتركو در فصل
2

1) در صـورت وجـود  (هاي مجاور  گوه   2و  و ...

3"مسائل  مجانبی"این مسائل به . اهش یافته استک
، معروفنـد و منظـور از شـرایط مـرزي مناسـب،      

  .است"شرایط مرزي همگن"

                                               
1- Semi-infinite wedges

2- Interface

3 - Asymptotic problems
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  نمایش گوه و دستگاه مختصات قطبی در نقطه یکه نوك گوه.5-2شکل

  :هاي زیر را داراست عموماً یکی از فرم )در صورت وجود(هاي انتهائی شرایط مرزي در لبه گوه

B(1):  شرط مرزي آزاد  

)2-19(      0,;0,    rrr  

B(2) :چسبیده به یک جسم صلب  

)2-20(      0,;0,    rurur  

B(3) :تماس بدون اصطکاك با یک جسم صلب  

)2-21(      0,;0,    rurr  

B(4) :تماس اصطکاکی با یک جسم صلب  

)2-22(        0,;0,,    rurrr  

بسته به جهت لغزش B)4(در معادله  علامت 
1
  .شود تعیین می 

در فصل مشترك   بین گوه ،j ام وj+1کند که تعادل ایجاب می ام شرایط:  

)2-23(          0,,;0,, 11     rrrr jjj
r

j
r

  

  :اند چنین یاضاف يمشترك، شرایط مرز بعلاوه، بسته به شرایط فصل

                                               
1- Slip
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I(1) :مشترك چسبیده  فصل  

)2-24(          0,,;0,, 11     rurururu jjj
r

j
r

  

I(2) :مشترك با تماس بدون اصطکاك فصل  

)2-25(        0,,;0, 1     rurur jjj
r

  

I(3) :مشترك با تماس اصطکاکی فصل  

)2-26(          0,,;0,, 1     rururr jjjj
r

  

لبه خواهیم داشت؛ بنابراین با انتخـاب شـرایط     2مشترك و  فصل n-1گوه،  nترین حالت،  در کلی

شرط همگن داریم که باید توسط میـدان تـنش در    4n، )38-2(تا ) 31-2(مرزي مناسب از معادلات 

.ها ارضا شوند گوه

مجانبیبسط - 2-2- 2
1

  

مسأله مجانبی، خودمتشابه
2

. ، به این معنی که ذاتا مقیاس طولی براي آنهـا مطـرح نیسـت   ]13[است

بنابراین براي این مسائل، بـه  . مشترك شرایط مرزي همگن است بعلاوه شرایط مرزي حاکم در فصول

هسـتیم کـه   ) تعـادل و سـازگاري و رفتـاري   (هایی براي معادلات حـاکم بـر الاستیسـیته     دنبال جواب

ها در مختصات قطبی داراي فرم تفکیک شدهشکل در آن هاي تغییر میدان
3

  :باشد

)2-27(    fru  

                                               
1- Asymptotic expansion

2- Self-similar

3- Separated variable
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دوهارمونیـک  يمتناسب با این فرم که شـرط سـازگار   يتابع تنش ایر
1

 ،04    را در گـوهj  ام

  :آید یارضا کند، بفرم زیر بدست م

)2-28(  
   

   
    















 




 

1sin1sin

1cos1cos
, 1

jj

jj

DC

BA
rFrG  

  :آیند ینظیر این تابع تنش چنین بدست م يهاشکل ها و تغییربنابراین تنش

)2-29(  

       
        















 




 

1sin31sin1

1cos31cos1
1

jj

jj

rr DC

BA
r  

)2-30(  

       
        















 




 

 1cos11cos1

1sin11sin1
1

jj

jj

r DC

BA
r  

)2-31(  

       
        















 




 

 1sin11sin1

1cos11cos1
1

jj

jj

DC

BA
r  

)2-32(  

       
        




















 

1sin1sin1

1cos1cos1
2

jjj

jjj

rj DC

BA
ru  

)2-33(  

       
        




















 

 1cos1cos1

1sin1sin1
2

jjj

jjj

j DC

BA
ru  

ثابت کولوسف ௝ߢمدول برشی و  ௝ߤهاي دلخواه و  ثابت ௝ܦو ௝ܥ، ௝ܤ،௝ܣ
2

-2(است، کـه از رابطـه   

ها  مشترك گوه ها و فصول با جایگذاري این جوابها در شرایط مرزي مناسب در لبه. آید بدست می) 16

,مجهول 4nمعادله جبري خطی همگن براي  4nبه  =݆ 1,   .رسیم می௝ܦ}و ௝ܥ، ௝ܤ،௝ܣ{݊

معادلـه  . آینـد  بدسـت مـی   بدیهی دستگاه، از صفر شدن دترمینان مـاتریس ضـرایب   هاي غیر جواب

، نسـبت مشخصـات   مشخصه دستگاه، در واقع دترمینان ماتریس ضرایب دستگاه است که تابعی از 

در صـورت لغزشـی بـودن تمـاس بـین      (ها ها، ضریب اصطکاك و جهت لغزش بین گوه کشسان گوه

  .است )ها گوه

                                               
1- Bi-harmonic

2- Kolosov's constant
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دارد که بسته به شرایط نقطه تکینه مورد نظر، ممکـن   iمعادله مشخصه، بیشمار مقادیر ویژه یعنی 

تـوان بـه صـورت زیـر      ترین پاسخ دستگاه به مسأله مجـانبی را مـی   کلی. است حقیقی یا مختلط باشد

  :نوشت

)2-34(   





0i

ii frku i 
  

اگر انرژي کرنش در جسم محـدود باشـد، تمـام مقـادیر ویـژه بایـد شـرط          0Re i   را ارضـا

مرتـب کنـیم، میـدان تـنش حـاکم در       اگر مقادیر ویژه را به ترتیب افـزایش جـزء حقیقـی   ]. 18[کنند

مجاورت نقطه تکینه ، توسط اولین جمله یعنی  
00

0 frk ایـن جملـه یـک میـدان     . آید بدست می

کند، اگر و تنها اگر  تکینه را توصیف می  1Re0 0   این روابـط نقـش مهمـی در مکانیـک     . باشد

کنند، از این جهت که از طبیعت تکینه بودن تـنش در نزدیـک نقـاط     شکست و مکانیک تماس ایفا می

مزیت این نحـوه تحلیـل نسـبت بـه روش قدرتمنـد تئـوري متغیـر مخـتلط در         . دهند خاصی خبر می

فرم میدان تنش در نقاط تکینـه، مسـتقل از   "الاستیسیته، علاوه بر سادگی، اثبات این واقعیت است که

  ."شرایط مرزي در دوردست است

گرددر محیط همسان ساکن نزدیک نوك ترك مجانبیيها میدان- 2-2-2-1

با این فرض، با . درجه فرض کرد 360تنها با زاویه رأس  يا توان گوه یترك خورده را ممحیط

این گوه يها لبه يزوایا 6-2توجه به شکل   ها حاکم  بدون تنش در لبه يشرایط مرز بوده و

  .است
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  گوه باز یا شیار نیمه بینهایت.6-2شکل

  :شوند یچنین بیان م ياین شرایط مرز

)2-35(  ࣌࢘ )ࣂ ,࢘ )࣊ = ૙  

)2-36(  ࣌࢘ )ࣂ ,࢘− )࣊ = ૙  

)ࣂࣂ࣌  )2-37( ,࢘ )࣊ = ૙  

)ࣂࣂ࣌  )2-38( ,࢘− )࣊ = ૙  

  :در روابط فوق معادله مشخصه دستگاه چنین است مجانبیبا قرار دادن روابط تنش میدان 

)2-39(  

   
       
       


































sinsincoscos

sinsincoscos

cos1cos1sin1sin1

cos1cos1sin1sin1

det

1 24f

  

  :خواهیم داشت تر کردن معادله فوق با ساده

(ࣅ)ࢌ  )2-40( = ૝ࣅ૝(ࣅ+ ૚)૛ܑܛ   ࣅ૛૛࣊ܖ

10با توجه به اینکه   است، داریم:  

)2-41(  

2

1
,2   kk  
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هـاي محلـی در اطـراف نـوك تـرك، از مرتبـه        بنابراین بـراي مسـأله تـرك، تـنش    







r
O و  1

ها از مرتبه تغییرمکان rO توان چنین بیان کرد با استفاده از این نتایج، میدان تنش را می. است:  

  
    cos31

2
sin

2
cos3

2
cos

2

3


r

B

r

A
r  

  
    cos1

2
sin

2

3
cos1

2
cos

2

3


r

B

r

A
  

  
     cos31

2
cos

2
cos1

2
sin

2

3


r

B

r

A
r  

از شرایط مرزي دوردستBو Aضرایب باقیمانده 
1

در  مجـانبی میدان تغییرمکـان  . آیند بدست می

  :چنین است یدستگاه مختصات قطب

)2-42(             2/3cos,2/3sin,2/cos,2/sin, 4

1  rrrrrF ll   

 یکه از حل تحلیل ـ یتولید شده توسط توابع يتولید شده توسط توابع فوق، با فضا يبردار يفضا

  .اند، تطابق دارد مسأله بدست آمده

گردمشترك دو محیط همسان نزدیک نوك ترك در فصل مجانبیيها میدان- 2-2-2-2

  غیرهمجنس

درجه، با مشخصات الاستیک متفاوت و  180توان به دو گوه  در این حالت محیط ترك خورده را می

ها یعنی در در لبه. تجزیه کرد، 0چسبیده به هم در  ،مرزي بدون تنش و در شرایط

ها شرایط چسبیده مشترك گوه فصل
2

  )7-2شکل (، برقرار است

                                               
1- Far-field boundary condition

2- Bonded / Stick
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  غیرهمجنس يهامشترك محیطترك در فصل.7-2شکل

  :شوندیچنین بیان م ياین شرایط مرز

ها شرایط مرزي در لبه
1
:  

,ݎ)௥ఏ(ଵ)ߪ  )2-43( (ߨ = 0  

,ݎ)௥ఏ(ଶ)ߪ  )2-44( (ߨ = 0  

,ݎ)ఏఏ(ଵ)ߪ  )2-45( (ߨ = 0  

,ݎ)ఏఏ(ଶ)ߪ  )2-46( (ߨ = 0
  

مشترك شرایط مرزي در فصل
2
:  

,ݎ)௥(ଵ)ݑ  )2-47( 0) − ,ݎ)௥(ଶ)ݑ 0) = 0
,ݎ)ఏ(ଵ)ݑ  )2-48( 0) − ,ݎ)ఏ(ଶ)ݑ 0) = 0  

,ݎ)௥ఏ(ଵ)ߪ  )2-49( 0) − ,ݎ)௥ఏ(ଶ)ߪ 0) = 0
  

,ݎ)ఏఏ(ଵ)ߪ  )2-50( 0) − ,ݎ)ఏఏ(ଶ)ߪ 0) = 0  

در روابـط بـالا، صـورت سـاده شـده معادلـه        مجانبیبا قرار دادن روابط تنش و تغییرمکان میدان 

  :مشخصه دستگاه، چنین است

                                               
1- Edge condition

2- Interface condition
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)2-51(  
     22

1

1

2

244 cot
11

sin14 





 






 



f  

)2-52(  

 

2

1

2

1
2211

21

21

,1,1,

,,1,


















sspsp

pp

pp
ii jr

  

0cotهاي معادله مشخصه از حل معادله جواب 22   ایـن معادلـه ریشـه    . آیـد بدست مـی

اي را داراست، مود حاکم در میدان یکـه 1و 0اي که کوچکترین جزء حقیقی بین مختلط دارد و ریشه

  .دهدرا تشکیل می

  :، مقدار ویژه مسأله بدست خواهد آمد)63-2(با حل معادله 

)2-53(  











1

1
log

2

1
,

2

1





 jr  

توابع rG و),( Fآید یدر فرم جداشده تابع پتانسیل تنش به این صورت بدست م:  

)2-54(       rrrrG j
r logcosRe 11     

)2-55(  

          
          


1sin1sin1cos1coscosh

1sin1sin1cos1cosRe




rrrrj DCBA

DCBAF
  

  :شوند یزیر محاسبه م ياز روابط آشنا مجانبی،يها سپس میدان تنش

)2-56(  
rrrrr 











 11
2

2

2  

)2-57(  2

2

r



  

)2-58(  



  








rrrr

2

2

11
  

  :برابراست با یدر دستگاه مختصات قطب مجانبی،و سرانجام میدان تغییرمکان 
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)2-59(  

           
    
    rr

rrF

jj

jj

ll

logsin,logcos

sinh,cosh

2/3cos,2/3sin,2/cos,2/sin, 16

1










  

  .نشان داده شده است 8-2این توابع در اطراف نوك ترك در شکل ي برخی از دو بعد ينما

    

       rrrF jj logsincosh2/sin,2           rrrF jj logcoscosh2/sin,1    

    

       rrrF jj logsinsinh2/sin,4           rrrF jj logcossinh2/sin,3    

    

       rrrF jj logsincosh2/cos,6           rrrF jj logcoscosh2/cos,5    
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       rrrF jj logsinsinh2/cos,8           rrrF jj logcossinh2/cos,7    

  نزدیک نوك ترك مجانبیتوابع  يدو بعد ينما.8-2شکل

، تقارن و عدم تقارن توابع پایه مورد نظر، نسبت به محور مماس بر امتـداد تـرك در    8-2از شکل 

پایـه پادمتقـارن، بـه    توابع پایه متقارن، به مود اول تغییرشکل و توابع . نوك ترك نشان داده شده است

.شوند مود دوم تغییرشکل در نوك ترك مربوط می

  نوك ترك در حال گسترش نزدیکیمجانب يها میدان- 2-3- 2

دسـتگاه  . ، در صفحه وجود دارد و در حال گسترش مـی باشـد  9-2فرض کنید ترکی مطابق شکل 

ଵܺܺمختصات کلی ଶܺ ଷ  را طوري در نظر می گیریم که تـرك در صـفحهଵܺܺ ଶ بـراي سـادگی   . باشـد

در حال گسترش باشد و موقعیت نوك ترك در هر لحظـه   ଶݔଵݔفرض می کنیم ترك فقط در راستاي 

=ଵݔاز رابطه  =ଶݔو(ݐ݈) (ݐ)ݒلذا سرعت حرکت نوك ترك در محیط برابر . بدست آید0 =  (ݐ)݈̇

سرعت موج طولی(ௗܥمی باشد که می تواند بین صفر تا 
1

یـف مختصـات محلـی    با تعر. متغییر باشد) 

  ] :18[جدید که متصل به نوك ترك است ،خواهیم داشت

=ଵݔ ଵܺ− (ݐ݈)
=ଶݔ ଶܺ

                                               
1 -Dilatational wave speed
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=ݎکه مختصات قطبی در دستگاه کارتزین جدید بـه صـورت    ඥݔଵଶ+ =ߠو  ଶଶݔ ݐܽ −݊1 ቀ2ݔ
 1ቁݔ

  .تعریف می شوند

 Ιحال با توجه به شرایط مسئله می توان براي بدست آوردن میدان نزدیک نوك ترك در مودهـاي  

  .به صورت جداگانه مبادرت ورزید ΙΙو

  

  هندسه ترك در حال گسترش.9-2شکل

:ધمود  تحت بارگذارينوك ترك در حال گسترش نزدیکیمجانب يها میدان

=߰و  ߶با فرض توابع  و نیـز زمـان    xଵ ،xଶبعنوان توابع پتانسیل میدان تغییر مکان، که تابع  3߰

  :به صورت زیر خواهد یود ߮هستند معادله دیفرانسیل حاکم بر 

  .بدست می آید ௦ܥبا  ௗܥاز جایگزین کردن  ଷ߰معادله حاکم بر تابع پتانسیل موج برشی 

=௜ߟبا اصلاح دستگاه مختصات به صورت  پارامتر بسیار کوچـک مـی باشـد،     ߳در آن، که௜ൗ߳ݔ

  :به صورت زیر در نظر بگیریم߳بسطی از توانهاي  φمی توان براي 

)2-60(ቀ1 − ௩
஼೏మቁడమథ

డ௫భమ + డమథ
డ௫మమ+ ௩̇

஼೏మ డథ
డ௫భ+ 2 ௩

஼೏మ డమథ
డ௫భడ௧− ଵ

஼೏మడమథ
డ௧మ = 0  
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تابع غالب ଴ߔکه در آن تابع 
1

تابع تصحیح مرتبه اول ଵߔبسط، 
2
و دیگر توابع نیز توابع تصحیح از  

1بـه صـورت صـعودي    ϵدر این بسط توانهـاي  . مراتب بالاتر هستند < ଴ܲ< ଵܲ < در نظـر   ⋯

لـذا بـراي اینکـه میـدان تغییـر مکـان محـدود و میـدان تـنش نامحـدود باشـند بایـد             . گرفته شده اند

1 < ଴ܲ<   .باشد 2

،ضـریب   ϵو برابر صفر قرار دادن ضریب هر تـوان   60-2در معادله دیفرانسیل  61-2با قرار دادن 

  :ضا کندمعادله زیر را ار ଴ߔفقط در صورتی صفر می شود که  ߳کوچکترین توان 

=ௗߙکه در آن  ඨ1 − ଶݒ   :می باشد و حل کلی آنرا می توان به صورت زیر در نظر گرفت ௗଶ൘ܥ

=ௗߞکه  +ଵߟ کـه در همـه جـاي صـفحه      ߞتابعی است در صفحه مختلط  (ௗߞ)ℱبوده وଶߟௗߙ݅

بور تحلیلی می باشد و براي مود اول بارگذاري زبغیر از قسمت غیر مثبت محورهاي حقیقی صفحه م

ℱ(̅ߞ) = ℱ(ߞ)തതതതതത می باشد.  

  :اي وجود دارد که  (ߞ࣡)نیز تابعی ߰در مورد ترم غالب تابع 

                                               
1 Main contribution to the assymptotic solution

2 First order correction

)2-61(

,1ݔ)߶ ,2ݔ (ݐ = ߶൫߳ ,1ߟ ,2ߟ߳   ൯ݐ

= ௉߳బߔ଴(ߟଵ, ,ଶߟ (ݐ + ௉߳భߔଵ(ߟଵ, ,ଶߟ (ݐ + …  

ௗଶడమఃబడఎభమߙ)2-62( + డమఃబడఎమమ = 0  

=଴ߔ)2-63( ܴ {݁ℱ(ߞௗ)}  

)2-64(଴߰= ܫ݉ {   {(௦ߞ࣡)
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یندو تابع نمی توانند به تنهایی شـرایط  باید یکسان باشند چرا که هیچ کدام از ا ߰و  ߶در  ߳مرتبه 

  .مرزي را ارضا کنند

 ϵو برابر صفر قـرار دادن ضـرایب مسـتقل توانهـاي      ߰و  ߶با اعمال شرایط مرزي به بسط توابع 
  :خواهیم داشت

حل این دستگاه معادلات منجر به میداهاي تنش سینگولار ولی با دانسیته انرژي مکانیکی محـدود  

  :خواهد شد، که عبارتند از

  :از رابطه زیر بدست می آید Dکه 

برابر ଴ܲ، می توان به این نتیجه رسید که توان 66-2با توجه به رابطه 
ଷ
ଶ بـدین ترتیـب   . خواهد بود

قابـل   Ιمیدان تنش و تغییر مکان اطراف نوك ترك در حال گسترش تحـت شـرایط بارگـذاري مـود     

:که در زیر پس از کمی عملیات ریاضی و ساده سازي ها آورده شده اند. ه خواهد بودبمحاس

  و

)2-65(  
(1 + (ଵߟ)௦ଶ)[ℱ′′ାߙ + ℱ′′ [(ଵߟି) + ](௦ߙ2) ′࣡′ା(ߟଵ) + ′࣡′ [(ଶߟି) = 0
(ଵߟ)ℱ′′ା](௦ଶߙ2) + ℱ′′ [(ଵߟି) + (1 + ](ଶ௦ߙ ′࣡′ା(ߟଵ) + ′࣡′ [(ଶߟି) = 0  

)2-66(  ℱᇱᇱ(ߞ) = −ଵାఈೞమ
஽

஺
఍భమൗ , ᇱ࣡ᇱ(ߞ) = ଶఈ೏஽

஺
఍భమൗ

)! -! =ܦ  )! −ௗߙ௦ߙ4 (1 + ௦ଶ)ଶߙ

=௜௝ߪ  )2-68( ௄಺(௧)
√ଶగ௥∑ ,ߠ) ூ௜௝(ݒ

,ݎ)௜ݑ  )2-69( (ߠ = ௄಺(௧)
ఓ√ଶగ ௜݃ூ(ߠ, (ݒ + ௄಺಺(௧)

ఓ√ଶగ ௜݃ூூ(ߠ, (ݒ
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ی مربوط به بدست آوردن میدانهاي تنش و تغییر مکان اطراف نـوك تـرك در حـال    اضیرعملیات 

می باشد، کـه در اینجـا فقـط بـه      Iمشابه پروسه گفته شده براي مود  IIگسترش تحت بارگذاري مود 

  :ذکر نتایج مربوطه می پردازیم

)2-70(  

ௗߛ = ට1 − ቀݒ௦௜௡ఏ
஼೏ ቁଶ , tan ௗߠ = ௗtanߙ ߠ

=௦ߛ ට1 − ቀݒ௦௜௡ఏ
஼ೞ ቁଶ , ݐܽ =௦ߠ݊ ݐ௦ܽߙ ߠ݊

=ௗݎ  )2-71( ඥݔଵଶ+ ଶଶݔௗଶߙ , =௦ݎ ඥݔଵଶ+ ଶଶݔ௦ଶߙ

)2-72(  

∑ = ଵ
஽ቊ(1 + ௦ଶ)(1ߙ + −ௗଶߙ2 (௦ଶߙ ௖௢௦భమఏ೏

ඥఊ೏ − ௗ௖௢௦భమఏೞߙ௦ߙ4
ඥఊೞ ቋூଵଵ

∑ = ଶఈ೏൫ଵାఈೞమ൯
஽ ቊ௦௜௡భమఏ೏

ඥఊ೏ − ௦௜௡భమఏೞ
ඥఊೞ ቋூଵଶ

∑ = − ଵ
஽ቊ(1 + ௦ଶ)(1ߙ + −ௗଶߙ2 (௦ଶߙ ௖௢௦భమఏ೏

ඥఊ೏ − ௗ௖௢௦భమఏೞߙ௦ߙ4
ඥఊೞ ቋூଶଶ

)2-73(  

ଵ݃ூ(ߠ, (ݒ = ଶ
஽ቄ(1 + ௗݎ௦ଶ)ඥߙ −ఏ೏ଶݏܿ݋ ௦ܿݎ௦ඥߙௗߙ2 ఏೞଶቅݏ݋

ଶ݃ூ(ߠ, (ݒ = −ଶఈ೏஽ ቄ(1 + ݏௗ݅ݎ௦ଶ)ඥߙ ఏ݊೏ଶ− 2ඥݎ௦݅ݏ ఏ݊ೞଶቅ

=௜௝ߪ  )2-74( ௄಺಺(௧)
√ଶగ௥∑ ,ߠ) ூூ௜௝(ݒ

)2-75(  

∑ = −ଶఈೞ஽ ቊ(1 + −ௗଶߙ2 (௦ଶߙ ௦௜௡భమఏ೏
ඥఊ೏ − (1 + (௦ଶߙ ௦௜௡భమఏೞ

ඥఊೞ ቋூூଵଵ

∑ = ଵ
஽ቊ4ߙ௦ߙௗ௖௢௦భమఏ೏

ඥఊ೏ − (1 + (௦ଶߙ ௖௢௦భమఏೞ
ඥఊೞ ቋூூଵଶ

∑ = ଶఈೞ൫ଵାఈೞమ൯
஽ ቊ௦௜௡భమఏ೏

ඥఊ೏ − ௦௜௡భమఏೞ
ඥఊೞ ቋூூଶଶ
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اده در مسـائل  از این میدانها می توان براي استخراج توابـع غنـی سـازي نـوك تـرك بـراي اسـتف       

  .جستدینامیکی بهره 

  :موج با ترك میداننوك ترك در برخورد  نزدیکيها یدانم- 2-4- 2

تحت تاثیر بارگذاري دینامیکی ،اثر نیروهاي خارجی توسط امواج تنشی در کل سـازه انتقـال مـی    

 شدر مورد ترك، انعکاس و انکسار موج برخورد کرده با ترك، باعث بالا رفتن ضریب شدت تن. یابد

  .اٌ گسیختگی سازه منجر می شودمی شود که به رشد ترك و نهایت

شده بـود، و اطلاعـات و داده هـاي     مطالعهبا اینکه در گذشته انتشار ترك تحت بارهاي دینامیکی 

خوبی توسط جهانشاهی
1

رشی عمود بر صفحه را توسط یک ترك نیمه ب، که مسئله انکسار امواج ]19[

ود، و سیهمحدود در حال گسترش با سرعت ثابت را مورد بررسی قرار داده ب
2
و لوبر 

، که همان  [20]3

همگـی ایـن    در دسـترس بـود،  مسئله را ولی براي ترك با طول محدود مورد بررسی قـرار داده بـود،   

، از آنجـائی  است که در حالی این. بارگذاري می باشند IIIشده مربوط به مود  حلاطلاعات و مسائل 

داراي  ، مسئله صـفحه اي مربوطـه  هستند که بیشتر اجزاي سازه اي تحت تاثیر امواج درون صفحه اي

بعـد از   (-SV)و  (-P)این مسئله به لحاظ اینکه هر دو نوع موج صـفحه اي  . اهمیت بیشتري می باشد

ترك به صورت همزمان در محیط بوجود می آیند از لحاظ تحلیلی  با برخورد هر نوع موج صفحه اي

                                               
1 -Jahanshahi

2 -Sih

3 -Loeber

)2-76(  

ଵ݃ூூ(ߠ, (ݒ = ଶఈೞ஽ ቄ2ඥݎௗ݅ݏ ఏ݊೏ଶ− (1 + ݏ௦݅ݎ௦ଶ)ඥߙ ఏ݊ೞଶቅ
ଶ݃ூூ(ߠ, (ݒ = ଶ

஽ቄ2ߙ௦ߙௗඥݎௗ݅ݏ ఏ݊೏ଶ− (1 + ݏ௦݅ݎ௦ଶ)ඥߙ ఏ݊ೞଶቅ
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به جاي یک معادله اي که باید در مود خارج مسئله مشکل تري می باشد چرا که به لحاظ ریاضی نیز 

  .از صفحه حل شود، باید دو معادله در این حالت حل شود

  

  هندسه مسئله.10-2شکل

خوشبختانه این مسئله نیز براي یک ترك نیمه محدود توسط سیه و چـن 
حـل شـده کـه در     [21]1

.اینجا به اختصار به توضیح و شرح آن می پردازیم

  :فرمولبندي مسئله

  :معادله میدان و موج ورودي

در  ݒحـال گسـترش تحـت سـرعت ثابـت       ، در ܻܺفرض کنید یک ترك نیمه محدود در صفحه 

ن صفحه یز  در حال انتشار در ایر با زمان نییک متغیک هارمونیباشد که امواج الاست ها ܺجهت محور 

در محیط وجود خواهند داشت که مـی تـوان    (-SV)و  (-P)در این حالت هر دو نوع موج . می باشند

آنها را بیان کرد ،در این صورت میدان تنش و تغییـر مکـان در دسـتگاه     ଶ߶و  ଵ߶توسط توابع اسکالر 

  :مختصات کارتزین به صورت زیر خواهند بود

                                               
1 -Chen

موج برخوردي
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ط کشسـان  یدر معادله حرکـت مح ـ ، ଶ߶و ଵ߶با قرار دادن توابع . باشند یضرائب لامه م ߤو  ߣکه 

  :م داشتیهمسانگرد خواه

ر ی ـط هسـتند کـه از روابـط ز   یدر مح ـی و برش ـ یب سرعت امواج طولیبه ترت ଶܥو  ଵܥکه در آن 

  :ندیآ یبدست م

  :د به صورت یف دستگاه مختصات جدیبا تعر

)2-77(  

( ௑ܷ, ௒ܸ, ௓ܹ) = ቀడథభడ௑+ డథమడ௒, డథభడ௒− డథమడ௑, 0ቁ,
௑ߪ = +ଶ߶ଵߘߣ ቀడమథభడ௑మߤ2 + డమథమడ௑డ௒ቁ
=௒ߪ +ଶ߶ଶߘߣ ቀడమథభడ௒మߤ2 − డమథమడ௑డ௒ቁ
=௑௒ߪ ቀ2ߤ డమథభడ௑డ௒− డమథమడ௑మ + డమథమడ௒మቁ

−ଶ߶௞ߘ)2-78( ଵ
஼ೖమ

డమథೖడ௧మ = 0 و =݇ 1,2

=ଵଶܥ)2-79( ఒାଶఓ
ఘ , =ଶଶܥ ఓ

ఘ

=ݐ)2-80( ݐ , =௞ݔ ܺ− ,ݐݒ =௞ݕ ௞ܻܵ , =݇ 1,2
)2-81(௞ܵ= ඥ(1 − (௞ଶܯ , =௞ܯ ௞ܥ/ݒ
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ر خواهـد  ی ـد به شکل زیدر دستگاه جد 77-2باشند، معادله  یم 1، اعداد ماخ Mଶو  Mଵکه در آن 

  :بود

)2-82(డమఃೖడೖమ + డమఃೖడ௬ೖమ + ଶெೖ஼ೖௌೖమ
డమఃೖడ௫ೖడ௧− ଵ

஼ೖௌೖమ
డమఃೖడ௧మ = 0 , =݇ 1,2  

  :ر در نظر گرفتیتوان به صورت ز یستم را میت به داخل سینها یاز ب يموج ورود

௞(௜)ߔ)2-83( = −}௞expߔ ]௞߉݅ cܺos +௞߆ sܻin [௞߆ − {ݐߗ݅ , =݇ 1,2  

  :که در آن

  :ر خواهد شدیل به معادله زیدر دستگاه مختصات متحرك تبد 2-80

:می کنیم فرضلیفرانسین معادله دیا يبرا 85-2به صورت  یحلحال 

                                               
1 Mach number

  =ߗ  فرکانس زاویه اي  

=௞߉عدد موج   ఆ
஼ೖ =  

  =௞ߔزاویه برخورد  

=௞߶دامنه موج  

)2-84(

௞(௜)ߔ = ߶௞(௜)(ݔ௞, }௞)expݕ −௞ݔ௞௞ߣ௞ܯ݅ ݅߱௞ݐ}
߶௞(௜) = ߶௞(ݔ௞, −}௞)expݕ ௞cosݔ]௞௞ߣ݅ +௞ߠ ௞sinݕ {[௞ߠ
cos =௞ߠ ெೖାୡ୭ୱఏೖఈೖ , sin =௞ߠ ௌೖఈೖsin ௞ߠ

=௞ߙ)2-85( 1 + ௞cosܯ ௞ߠ , =௞௞ߣ ௸ೖௌೖమߙ௞ , ௞߱= ߗ௞ߙ
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jکه  = ݇=و  يمربوط به نوع موج نوع برخورد 1,2 مربوط به نـوع مـوج بوجـود آمـده از      1,2

  .هستند یافته انعکاس و انکسار

  :باشد یممشهور معادله هلم هولتز  بهم که یرس یم 87-2به معادله  81-2در  85-2يگذاریبا جا

  :افتهیدان موج انکسار یل مینستوابع پتا

میدان موج کلی تشکیل یافته پس از برخورد موج با ترك را می توان حاصل توابع پتانسـیل مـوج   

ورودي و موج انکسار
1
از آنجائی که توابع پتانسیل میدان موج ورودي براحتـی از حـل   . یافته دانست 

معادله موج بدست می آید، ببیشتر تلاش مان را بر روي بدست آوردن توابـع پتانسـیل مـوج انکسـار     

انجام شد می توان ثابت کرد معادلـه   87-2همانند هر آنچه براي بدست آوردن . یافته متمرکز می کنیم

حاکم بر تابع پتانسیل میدان انکسار یافته دیفرانسیل
௞(௦)ߔ2

در سیستم مختصات متحرك همان معادلـه   

  :هلم هولتز می باشد

  :که يبه طور

߶௝௞(௦) ሱ⎯⎯⎯ሮ0 وقتیکه +௞ଶݔ) ௞ଶ)ଵ/ଶሱ⎯⎯ሮ0ݕ

                                               
1 scattered wave

2 Scattered wave field

)2-86(

=௝௞ߔ ߶௝௞(ݔ௞, −௞ݔ௝௞ߣ௞ܯ௞)exp൛݅ݕ ݅߱௞ݐൟ
=௝௞ߣ ௸ೖௌೖమߙ௞ , ,݆ =݇ 1,2

)2-87(డమథೕೖడ௫ೖమ + డమథೕೖడ௫ೖమ + =௝௞ଶ߶௝௞ߣ 0 , ,݆ =݇ 1,2

)2-88(డమథೕೖ(ೞ)
డ௫ೖమ + డమథೕೖ(ೞ)

డ௫ೖమ + ௝௞ଶ߶௝௞(௦)ߣ = 0 , ,݆ =݇ 1,2
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است نـا معلـوم کـه     یتابع (ߦ)௝௞ܣیم که دررس یم 89-2به معادله 88-2یه برل فوریبا اعمال تبد

  .دید بدست آیبا

م تا با در تظـر گـرفتن   یکن یان میر بیر مکان و تنش را به صورت زییتغ يدانهایکار م یسادگ يبرا

,௫ݑيفقط ترم ها ,௬ݑ ,௫ߪ   :میکن يخوددار یترم موهوم یسیاز دوباره نو…

:ف خواهند شدیر تعریر مکان به صورت زییدان تنش و تغی، م 91-2به صورت  β୨୩ف یبا تعر

)2-89(

߶௝௞(௦)(ݔ௞, (௞ݕ =
= ଵ

ଶగ∫ exp(ߦ)௝௞ܣ ቄ− −௞ݔ݅ ௞ቅ݀ݕᇱ௝௞ߛ ,ߦ ,݆ =݇ 1,2 , ≤௞ݕ 0ஶିஶ

௝௞ᇱߛ)2-90( = ൫ߦଶ− =௝௞ଶ൯ଵ/ଶߣ − ൫݅ߣ௝௞ଶ − ଶ൯ଵ/ଶߦ

)2-91(⎣⎢
⎢⎢
⎡ ௑ܸܷ

௒ߪ௑ߪ௒ߪ௑௒⎦⎥
⎥⎥
⎤

=
⎣⎢
⎢⎢
⎡ ⎥⎦௫௬ߪ௬ߪ௫ߪ௬ݒ௫ݑ

⎥⎥
⎤

exp൫݅ −௦ݔ௝௝ߣ௝ܯ ݅߱௝ݐ൯

)2-92(

=௝௞ߚ ௝௝൬1ߣ௝ܯ − ఒೕೖఒೕೕ
஼ೕ஼ೖ൰ , ,݆ =݇ 1,2  

=௝௞ߛ ቂ൫ߦ− −௝௞൯ଶߚ ௝௞ଶቃଵ/ଶߣ , ,݆ =݇ 1,2

)2-93(

 

          

 

1 1 1 2 2 2 2

1

2

   

s
x

j jj j j j j j s

u
i M A exp y S A exp y

exp i x d


      

 





 

    

 


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 

          

 

s
y

j j j j jj j j s

v
S A exp y i M A exp y

 exp i x  d


      

 





 

    

 

 1 1 1 1 1 2 2
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 

 
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 
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 
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 
    

 





 
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  :يط مرزیشرا

 یبرش يد جمع تنش هایوجود نداشته باشد، با يچ گونه بار گذاریترك ه يلبه ها يروکه یهنگام

  :و نرمال در طول ترك برابر صفر باشد

قابـل  94-2افتـه از یدان انکسـار  ی ـل میل حاکم بر تابع پتانسیفرانسیمعادله د يبرا يکه شرط مرز

  .میکن یم میگذشته مسئله را به دو قسمت تقس يهمانند بخشها. باشد یاستخراج م

  )متقارن: (قسمت اول شرایط مرزي براي 

  

  )نامتقارن: (دوم قسمتشرایط مرزي براي 

.ن دو قسمت بدست خواهد آمدیمسئله از جمع حل ا یکه حل کل

):Iمود(قسمت اول، مسئله متقارن

  دیم رسیخواه Aر ،حاکم بر تابع یز یبه روابط انتگرالریاضی دیگر کمی عملیاتانجام با

و௝ܲکه در آن،  =݆ .ߦتابعی است از  ௝݂تابعی است وابسته به نوع موج ورودي و  1,2

)2-94(

,ݔ)௬(௜)ߪ 0) + ,ݔ)௬(௦)ߪ 0) = 0 , ∋ݔ ܮ
,ݔ)௫௬(௜)ߪ 0) + ,ݔ)௫௬(௦)ߪ 0) = 0 , ∋ݔ ܮ

)2-95(

,ݔ)௬(௦)ݒ 0) = ,ݔ)௫௬(௦)ߪ 0) = 0 , ∌ݔ ܮ
,ݔ)௬(௦)ߪ 0) = ,ݔ)௬(௜)ߪ− 0) ; ,ݔ)௫௬(௦)ߪ 0) = 0 , ∋ݔ ܮ

)2-96(  

,ݔ)௫(௦)ݑ 0) = ,ݔ)௬(௦)ߪ 0) = 0 , ∌ݔ ܮ
,ݔ)௬(௦)ߪ 0) = 0 ; ,ݔ)௫௬(௦)ߪ 0) = ,ݔ)௫௬(௜)ߪ− 0) = 0 , ∋ݔ ܮ

)2-97(  

ଵ
ଶగ∫ (ߦ)௝ܣ −)݌ݔ݁ =ߦ݀(ݔߦ݅ 0 , <ݔ 0ஶିஶ
ଵ

ଶగ∫ ௝݂(ߦ)ܣ௝(ߦ) −)݌ݔ݁ =ߦ݀(ݔߦ݅ − ௝ܲ݁ −൫݌ݔ ݔ௝௝ܿߣ݅ ௝൯ߠݏ݋ , <ݔ 0ஶିஶ
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):IIمود(قسمت دوم، مسئله پاد متقارن

  دیرسم یخواه Cر ،حاکم بر تابع یز یبه روابط انتگرالریاضی دیگر کمی عملیاتانجام با

,௝ܳکه در آن،  =݆   .ߦتابعی است از  ௝ݍتابعی است وابسته به نوع موج ورودي و  1,2

.قابل حل خواهد بود یمسئله اصل 98-2و  97-2با حل معادلات 

  :حل مسئله

نر هوفیتوسط روش و 98-2و  97-2یمعادلات انتگرال
1
د بود که ذکـر پروسـه   نقابل حل خواه 

  :میکن یل بسنده میتحل یجه نهائیان نتیر به بیباشد، لذا در ز یق میتحقن یحل خارج از حوصله ا

  :حالت متقارن يدان تنش برایم

                                               
1 Winner Hopf

)2-98(  

ଵ
ଶగ∫ −)exp(ߦ)௝ܥ =ߦ݀(ݔߦ݅ 0 , <ݔ 0ஶିஶ
ଵ

ଶగ∫ −)exp(ߦ)௝ܥ(ߦ)௝ݍ =ߦ݀(ݔߦ݅ − ௝ܳexp൫− ݔ௝௝ܿߣ݅ ௝൯ߠݏ݋ , <ݔ 0ஶିஶ

)2-99(  

   
       

x
k

S S S r
S S S f S S S f S

  
    

   

1
12

2
2

1 2 2

2 2 2
2 2 1 1 1 2 2

1

4 1 2

1 1 2 4

  

   
      y

k S f S S S f SS S S r    
    

21
2 2 1 2 112

2
2

1 2 2

1
1 4

4 1 2

  

   
      xy

k S S g S g SS S S r   
    

21
1 2 1 212

2
2

1 2 2

1
2 1

4 1 2
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  :حالت پاد متقارن يتنش برا میدان

شـود کـه تـرم     یده مید75-2و  73-2، 69-2و مقایسه آنها با  103-2و  99-2با اندکی تامل در 

از  یدان تنش ناشیم يدان تنش حاصل از برخورد موج با ترك در حال گسترش همانند ترم هایم يها

باشد که وابسته به فرکـانس   یب شدت تنش میباشد و تنها فرق آنها، ضر یترك م یکینامیگسترش د

  .باشد یم يو دامنه موج برخورد يه ایزاو

ترك و هم به علت برخورد هر نوع موج صفحه اي با ترك هر از آنجایی که هم به علت گسترش 

دو نوع موج صفحه اي برشی و طولی بوجود می آیند، یکسان بودن جـنس میـدانهاي تـنش و تغییـر     

  .مکان اطراف نوك ترك در هر دو حالت دور از انتظار نیست

)2-100(  

ଶ݂൫ܵ௝൯+ ଶ݃൫ܵ௝൯= ݏ݁ ߶ܿ. ൫1 + ௝ܵଶܽݐ ߶݊ଶ൯ିభమ

ଶ݂൫ܵ௝൯− ଶ݃൫ܵ௝൯= ݏ݁ ߶ܿ. ൫1 + ௝ܵଶܽݐ ߶݊ଶ൯ିଵ

=ݎ  )2-101( +ଶݔ) ଶ)భమݕ , ߶= ݐܽ ቀ݊௬
௫ቁିଵ

  :و

)2-102(  ଵ݇= ቀଶ
గቁభమ ൫ൣఈೕି ெೕఒೕೕ൯ା(ଵାெభ)ఒೕభ൧భమ

൫ఈೕାకమ൯ிೕೠ൫ఈೕ൯ ௝݁ߪ ቀగ݌ݔ
ସ ቁ݅

)2-103(  

=௫ߪ ௞మ
ቂସௌభௌమି ൫ଵାௌమమ൯మቃ

ଵ
(ଶ௥)భమ2 ଶܵ{(1 + ଶܵଶ) (݃ ଶܵ) − (1 − ଶܵଶ+ 2 ଵܵଶ) (݃ ଵܵ)}  

=௬ߪ ௞మ
ቂସௌభௌమି ൫ଵାௌమమ൯మቃ

ଵ
(ଶ௥)భమ2 ଶܵ(1 + ଶܵଶ){ (݃ ଵܵ) − (݃ ଶܵ)}  

=௫௬ߪ ௞మ
ቂସௌభௌమି ൫ଵାௌమమ൯మቃ

ଵ
(ଶ௥)భమ

{4 ଵܵܵ ଶ݂ ( ଵܵ) − (1 + ଶܵଶ) (݂ ଶܵ)}
  :و

)2-104(  ଶ݇= ቀଶ
గቁభమ ൫ൣఈೕି ெೕఒೕೕ൯ା(ଵାெమ)ఒೕమ൧భమ

൫ఈೕାకమ൯ிೕೠ൫ఈೕ൯ ௝߬݁ ቀగ݌ݔ
ସ ቁ݅
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دان مـوج بـا   ی ـک می ـشرونده در برخورد یر مکان کل در اطراف نوك ترك پییدان تغیدست آخر م

ید ولی با این تفاوت که به جـاي  آ یبدست م 75-2و  73-2، 69-2ابطورهمان از را می توان  ترك

  .استفاده شود 103-2و  99-2ارائه شده در  ଶ݇و ଵ݇در آنها از (ݐ)ூூܭو  (ݐ)ூܭ

ܸچنانچه  دان تـنش و  ی ـکنـد، م  یبه آن برخورد م یکه ترك ثابت است و موج یحالت یعنی،0→

البتـه بـا   . نوك ترك در حالت استاتیکی خواهد بود کیدان نزذیهمانند مر مکان اطراف نوك ترك ییتغ

تاکید مجدد بر این مطلب که ضرائب شدت تـنش دینـامیکی در ایـن حالـت از روابـط زیـر بدسـت        

  :خواهند آمد

)2-105(  

=ூܭ ቀଶ
గቁభమ ௸ൣೕ௖௢௦௵ೕା௸ೕ൧భమఙೕ௸ൣೕ௖௢௦௵ೕା௸భ(஼భ ஼ೃ⁄ )൧ிೕೆ ൫௸ೕ௖௢௦௵ೕ൯݁ ቀగ݌ݔ

ସ −݅ ቁݐߗ݅
=ூܭ ቀଶ

గቁభమ ௸ൣೕ௖௢௦௵ೕା௸మ൧భమఛೕ௸ൣೕ௖௢௦௵ೕା௸మ(஼భ ஼ೃ⁄ )൧ிೕೆ ൫௸ೕ௖௢௦௵ೕ൯݁ ቀగ݌ݔ
ସ −݅ ቁݐߗ݅

(ݏ)௝௎ܨ = ൝ଵ݌ݔ݁
గ∫ ݐܽ ݊ିଵସ௭మൣ ൫௭మି ௸భమ൯൫௸మమି ௭మ൯൧భమ

൫ଶ௭మି ௸మమ൯మ ௗ௭
௭ା௦

௸మ௸భ ൡ
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3فصل

  اجزاي محدود توسعه یافته
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  مقدمه-1- 3

از ایـن دسـته   . آمده اسـت  پدید يها و قطعات، علوم بسیاربردن به عمر مفید سازه یپ يدر راستا

ی نقایص موجـود در  بررس يتوان به مکانیک شکست اشاره کرد که بیشترین تمرکز آن بررویعلوم م

این بخش از دانش بشـري ماننـد بسـیاري از علـوم موجـود،       سه روش مورد استفاده. باشدمصالح می

.باشدمبتنی بر آزمایشات تجربی، بررسی تحلیلی و بررسی عددي می

محدود ياجزا يهاروش يدر زمینه عدد
1

ي، المان مرز
2
و بدون المان 

3
متداول موجـود   يهاروش 

شکست، که توسط کـروس  تحلیل مسائل مرتبط با مکانیک يکه برا يدر روش المان مرز. باشندیم
4
 

توانـد روش  یها داراست، نمناپیوستگی يکه در مدلساز ییمزایا یارائه گردیده، با در نظر گرفتن تمام

هاي مختلف بـدون  روش. غیرخطی، شامل پلاستیسیته و یا هندسۀ غیر خطی، باشد در مسایل یمناسب

                                               
1 Finite element method

2 Boundary element method

3 Meshless methods

4 Cruse
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بلیچکو(المان همچون روش بدون المان گالرکین 
1
در مدلسازي مرزها و شـرایط  ]) 22[و همکارانش  

تنها در . اي استفاده کردها در حل هر مسالهتوان از آنباشند و نمیمختلف هندسی داراي مشکلاتی می

هـایی  یکی از روش. اندتعداد محدودي  از این روشها مشکلات مرزي موجود به شکل کارا حل شده

افزارهاي مهندسـی قـرار گرفتـه اسـت روش     که به طور گسترده مورد استفادة محققین و همچنین نرم

. اي را دارداین روش توانایی شگرفی در مدلسـازي هـر نـوع مـرز و هندسـه     . باشداجزاي محدود می

امـا ایـن   . توان در حل مسایل غیرخطی و مسایل پلاستیسیته استفاده کردعلاوه بر آن، از این روش می

باشـد؛ زیـرا در روش اجـزاي    هـایی مـی  سـتی روش در روند مدل کردن ترك و گسترش آن داراي کا

هاي خاص به تعداد بسیار زیادي در اطراف نوك ترك استفاده محدود از یک رو باید از یکسري المان

شود که تعداد درجات آزادي در مدل به شدت افزایش یابد و سـرعت حـل   کرد که این امر باعث می

ز نامطلوبی کاهش یابد و از دیگر سـو همـراه بـا    که کاملاً به تعداد درجات آزادي وابسته است به طر

بندي مجددمش(بندي در اطراف نوك ترك به هنگام گسترش ترك نیاز است که المان
2

شود که ایـن  ) 

بنـابراین  . اي بسیار وقتگیـر باشـد  بعدي ممکن است که پدیدهامر بخصوص در مسایل پیچیده و یا سه

بندي مجـدد را حـذف کـرد،    اطراف ترك کاست و عمل مش ها دراگر بتوان به طریقی از میزان المان

هـایی کـه هـم از مزایـاي اجـزاي      یکـی از روش . یابدبدون شک سرعت تحلیل به مراتب افزایش می

دهد روش اجـزاي محـدود   برد و هم دو مشکل اخیر را به نحو قابل قبولی کاهش میمحدود سود می

یافتهتوسعه
3

بندي واحـد از قالب روش پیکرهاین روش حاصل استفاده . باشدمی 
4
در اجـزاي محـدود    

                                               
1 Belystchko

2 Remeshing

3 Extended Finite Element Method (XFEM)

4 Partition of Unity Method (PUM)
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بندي واحد توسط ملنکروش پیکره. باشدمی
1

و بابوشکا 
2

و دوارت] 23[
3

و ادن 
4

پیشنهاد شـده  ] 24[

-بندي واحد در اجزاي محدود تحت عنوان روش اجزاي محدود تعمـیم استفاده از روش پیکره. است

یافته
5

پیشـنهاد اولیـۀ   . انجام پذیرفته است] 26[مکارانش و دوارت و ه] 25[توسط ادن و همکارانش  

روش اجزاي محـدود توسـعه یافتـه در مقالـۀ بلیچکـو و بلـک      
6

در روش . مطـرح شـده اسـت   ] 27[

هاي پیوسته و ناپیوسته به نام توابع ها را با استفاده از یکسري تابع شامل تابعپیشنهادي آنان ناپیوستگی

سازيغنی
7

ایـن  . کردنـد بندي واحد، در محیط اجزاي محدود مدل مییکره، با استفاده از قالب روش پ

در روش پیشـنهادي  . گردد که ناپیوستگی را بتوان به طور مستقل از مش مـدل نمـود  حالت باعث می

گردد و سپس تمامی قطعات تـرك  هاي غیر مستقیم به چندین قطعۀ نسبتاً مستقیم تقسیم میآنان، ترك

شود و بدین ترتیب در مدل نگاشت یافته یک ترك مسـتقیم وجـود   یدر راستاي قطعۀ اولیه نگاشت م

مـوئس . ها اسـتفاده کـرد  ساز را در مورد آنتوان به راحتی توابع غنیدارد که می
8
] 28[و همکـارانش   

هـاي طـولانی و   توان به جاي آنکه از چندین نگاشـت متـوالی، کـه در مـورد تـرك     نشان دادند که می

اي سخت و دردسرساز باشد، جهت مدلسازي ترك استفاده کـرد، از تـابع پلـه   تواند بسیار انحنادار می

هویساید تعمیم یافته
9
تـرك، سـود جسـت و    ) هـاي (براي مدل نمودن ترك، البتـه بـه اسـتثناي نـوك     

. گیردبدینگونه روش بهبود بسزایی پیدا کرد و تقریباً به شکلی در آمد که امروزه مورد استفاده قرار می

شـده  رسد که به هرصورت این روش با روش اجزاي محـدود غنـی  ضروري به نظر می ذکر این نکته

                                               
1 Melenk

2 Babuška

3 Duarte

4 Oden

5 Generalized Finite Element Method (GFEM)

6 Black

7 Enrichment functions

8 Moёs

9 Generalized Heaviside function



61

بنزلی(
1

گیفورد،]29[
2

و هیلتن 
3

و آیهان] 30[
4

و نید 
5

متفاوت است چرا کـه در روش اجـزاي   ]) 31[

گـردد و در  محدود غنی شده از المانهاي انتقالی براي ارضاي شرط پیوسـتگی جابجـایی اسـتفاده مـی    

بنـدي  ش اجزاي محدود استاندارد در روش اخیر نیز فرآیند رشد ترك مسـتلزم مـش  نتیجه همانند رو

دالبـو . باشدمجدد می
6

هـا، تـرك در یـک ورق و    بـه ترتیـب ناپیوسـتگی   ] 34و32،33[و همکـارانش   

گسترش ترك همراه با تماس اصطکاکی
7

را در محیط دوبعدي مدلسازي نمودند که همۀ این قسـمتها   

سوکومار. اندآمده] 35[به صورت یکجا در تحقیق دالبو 
8
وستو پري 

9
نحـوة اعمـال    ]36[در مرجـع   

هـاي  تـرك . انـد این روش را در قالب یک برنامۀ کامپیوتري جهت گسترش استاتیکی ترك بیان کـرده 

اي و متقاطعشاخه
10

اکسموضوعی است که دو 
11
البته استفاده از . اند به آن پرداخته ]37[و همکارانش  

توان در مدل نمودن گردد بلکه از آن میاجزاي محدود توسعه یافته تنها به مدلسازي ترك محدود نمی

روش اجـزاي  . بهـره بـرد   هـم ]) 38[و دواکـس و همکـارانش   ]38[سوکومار و همکـارانش (ها حفره

عدي هم توسط موئس، گرویلبمحدود توسعه یافته در محیط سه
12

سـوکومار و   ،]39[همکـارانش  و  

و اریاس ]40[همکارانش 
13

همچنـین از اجـزاء محـدود توسـعه      .پذیرفته است انجام] 41[بلیچکو و  

متعدد مانند مکانیک سیالات، تبدیلات فازهـا، و   يهادر زمینه یمحاسبات يهاپدیده يیافته در مدلساز

                                               
1 Benzley

2 Gifford

3 Hilton

4 Ayhan

5 Nied

6 Dolbow

7 Frictional contact

8 Sukumar

9 Prévost

10 Branched and intersecting cracks

11 Duax

12 Gravouil

13 Areias
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واگنر کار در. علم مواد کمک گرفته شده است
1

ذرات  يبـرا  یمدل محاسـبات  یک] 42[همکارانش و  

متحرك يدیگر مسائل مرز فاز يصلب شناور در جریان استوکس ارائه گردید ، از سو
2

با اسـتفاده از   

توسط چسا Level setتکنیک ترکیب اجزاء محدود توسعه یافته و 
3
، مرل]43[همکارانش و  

4
دالبو و  

جی و] 44[
5
هاي اخیر دامنۀ روش اجـزاي محـدود   در سال. گشته است يسازمدل] 45[همکارانش و  

توسعۀ یافته از این هم فراتر رفته و مسایل مربوط به ترکهاي چسبنده
6

توسـط زي  
7

، ]46[بلیچکـو  و  

مرگیم
8

مربـوط بـه پلاستیسـیته توسـط الگـویج     ، مسـائل  ]47[همکـارانش  و  
9

 و] 48[همکـارانش  و  

هاي دوسانگرد در حالـت اسـتاتیکی توسـط    ترك در محیط سازي جدید در نوكبکارگیري توابع غنی

و تعمیم استفاده از توابع در حالت دینـامیکی و اسـتخراج توابـع    ]  51و 49،50[اسدپور و همکارانش 

و بررسی قـرار گرفتـه    مورد تحقیق] 52[و همکاران  يمعتمدجدید براي ترك گسترش یابنده توسط 

کـاملی از روش اجـزاي محـدود توسـعه یافتـه و       يبند، جمع]53[يمحمدهمچنین در کتاب . است

  . هاي آن در مسائل مرتبط با مکانیک جامدات ارائه شده استکاربرد

سـپس روش اجـزاي   . گرددبندي واحد معرفی میدر این فصل ابتدا به طور خلاصه روش پیکره. 

تـرك در حـال   محدود توسعه یافته در محیط همسانگرد و بعد از آن بکارگیري آن بـراي حـالتی کـه    

  .شودگسترش در محیط همسانگرد است و نیز با میدان موجی برخورد می کند، توضیح داده می

                                               
1 Wagner

2 Moving phase boundary

3 Chessa

4 Merle

5 Ji

6 Cohesive crack

7 Zi

8 Mergheim

9 Elguedge
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  بندي واحد روش پیکره-2- 3

بندي واحد، حل معادله دیفرانسیلهدف از به کارگیري روش پیکره
1
ایـن  . باشدحاکم بر مسئله می 

توسـعه یافتـه، روش اجـزاي محـدود     اي براي روش اجـزاي محـدود   توان به عنوان پایهروش را می

بندي المانیافته و روش تقسیمتعمیم
2
شده  ذکر] 25[ملنک و بابوشکا بر اساس آنچه در مقالۀ . دانست 

بنـدي واحـد اجـزاي    هاي برجستۀ کاربرد این روش در اجزاي محدود، که بـه پیکـره  است از ویژگی

محدود
3

هـا در فضـاي   ر مورد رفتار محلی جـواب معروف است، توانایی دربرگرفتن اطلاعات اولیه د 

ممکـن اسـت کـه در حـل     (اجزاي محدود، توانایی در ساخت فضاهاي اجزاي محدود با هر شـکلی  

هاي بدون المان براي جلوگیري از و محسوب شدن جزء روش) معادلات مرتبۀ بالاتر بسیار مهم گردد

  .باشدمی) گیر گرددکه گاه ممکن است بسیار وقت(ساخت مش 

  :باشدادلات این روش به اختصار چنین میمع

را ناحیۀ تحت پوشش Iفرض کنیم که در یک مش، 
4

تابع پایۀ 
5

IN  مربوط به گرهI   تعریـف

کنیم یعنی

هاي مربوط به آن الماناتصالها به یک المان با تعلق گره
6
 Iدر ایـن حالـت   . گردندمشخص می 

بـا یـک    uبندي واحد تابعتقریب پیکره. متصل هستند Iباشد که به گرههایی میاي از المانمجموعه

مقدار عددي
7

].24[شود ینوشته مبه صورت کلی زیر ) در برابر مقدار برداري(

                                               
1 Differential equation

2 Element partition method

3 Partition of Unity Finite Element Method (PUFEM)

4 Region of support

5 Basis function

6 Connectivity of the element

7 Scalar valued function

  )3 -1(  : 0I IN  x x
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، سـاز تابع غنی -، بIگره -ضرایب مجهولی هستند که به الف Iaساز و توابع غنی که 

ساري شـده  هاي غنیگره -، د)مثل ترك، حفره و یا سایر ناپیوستگیها(هندسی مساله شکل خاص  -ج

M هاي موجود در مدل اجزاي محدود گره -و هN توابع شکلی در اجزاي محـدود  . گردندمربوط می

سازند یعنی بندي واحد را میپیکره  1II
N  x .  د کـه  ، بایـد متـذکر ش ـ  )2-3(با توجه به رابطـۀ

با فرض آنکه (فضاي اجزاي محدود متداول   1 1, 0, 1     ( زیرفضایی بر فضاي غنـی-

شود دامنۀ اثـر  ضرب می INدر تابع پایۀ  ساز با توجه به این نکته تابع غنی. باشدسازي شده می

بنـدي  در فضـاي مـش  (براي بدست آوردن معادلات تفکیـک شـده   . کوچکتر خواهد بود INتابع 

از همان روند مورد استفاده در روش گالرکین) شده
1
توان سود برد و البته در این صورت استاندارد می 

ماده سختیدر ماتریس 
2
تقارن و پراکندگی 

3
  .شودها حفظ میدرایه 

ناختۀ شدة مناسبهاي شاگرچه ایدة افزودن جواب
4
به تقریب اجزاي محدود، ایدة جدیدي نیست  

فیکس ،]29[یبنزل( 
5

سترنگو ا] 54[همکارانش و  
6
بنـدي  این وجود قالب پیکـره  ، با])55[فیکس و  

سـازي محلـی در اجـزاي    هاي زیر به عنوان یک ابزار قدرتمنـد جهـت غنـی   واحد با توجه به ویژگی

  محدود کاربرد دارد

.هاپایه جواب در راستاي بهبود پاسخ تغییر در توابع

.ارضا شرط پیوستگی به صورت خودکار

                                               
1 Galerkin

2 Stiffness matrix

3 Sparsity

4 Asymptotic solution

5 Fix

6 Strang

  )3 -2(     
1

N M
h

I I
I

u N a







 
  

 
 x x x
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.هابنديها بدون ایجاد مشکل در مشمدل کردن ناپیوستگی

توان هر تابعی را در تقریب اجزاي شوند که به وسیلۀ آن میهاي بالا سبب ایجاد ابزاري میویژگی

  .سازي نمودمحدود مدل

  .ه به طور مشروح به روش اجزاي محدود توسعه یافته پرداخته شودگردد کاز این پس سعی می

  روش اجزاي محدود توسعه یافته-3- 3

روش اجزاي محدود توسعه یافته، در واقع ترکیبی از روش اجزاي محدود متداول و روش بـدون  

ز باشد که در آن از روش اجزاي محدود متداول براي مدل کردن مسئله استفاده شده است و االمان می

از ] 27[بلیچکو و بلـک  . ها بهره برده شده استتوانایی روش بدون المان براي مدل کردن ناپیوستگی

شکل متداول روش در حال حاضر . هاي این روش را بنا گذاردندکسانی بودند که براي اولین بار پایه

انجـام  ] 27[بر روي روش پیشنهادي بلیچکـو و بلـک   ] 28[برگرفته از تحقیقات موئس و همکارانش 

-هایی که از چند قطعـۀ ناصـاف تشـکیل مـی    هاي خمیده و یا تركدادند و اعمال روش را براي ترك

  .تر نمودندگردند بسیار ساده

در روش اجزاي محدود توسعه یافته، روند کار به این صورت اسـت کـه در ابتـدا مـش اجـزاي       

سـپس بـر   . شـود فره باشد، ساخته مـی تواند ترك یا حمحدود بدون در نظر گرفتن ناپیوستگی، که می

سـاز، کـه از   بندي واحد ، براي در نظر گرفتن ناپیوستگی، با استفاده از توابـع غنـی  اساس روش پیکره

گیرد، تعدادي درجات آزادي اضافیپیوستگی سرچشمه میحل تحلیلی تغییرمکان پیرامون نا
1
در محل  

گـردد و بـدین طریـق    د بـه مـدل اضـافه مـی    هاي موجود در مش که با ناپیوستگی درگیـر هسـتن  گره

                                               
1 Additional degress of freedom
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ایـن نحـوة   . شـود ناپیوستگی، بدون آنکه در مش به طور آشکار در نظر گرفته شـده باشـد، مـدل مـی    

  مدلسازي ناپیوستگی چند مزیت را به قرار زیر داراست

بندي احتیاج بـه تغییـر   توان ناپیوستگی را مدلسازي نمود بدون آنکه مشاي از مش میدر هر نقطه

.داشته باشد

.روند گسترش ترك دیگر نیازي به سازگارسازي مش با شرایط جدید ترك نخواهد داشت

لازم نیست که در اطراف ترك، و به خصوص نواحی نزدیک به نوك آن، همچون اجزاي محـدود  

.متداول از چندین نوع المان استفاده شود

به ویژه ترك بـه نسـبت روش اجـزاي     از تعداد درجات آزادي مورد نیاز در اطراف ناپیوستگیها و

  .رودشود و در نتیجه سرعت تحلیل مساله بسیار بالا میمحدود متداول به طور چشمگیري کاسته می

  کلیات روش- 3-1- 3

از فضاي xه مانندرض کنیم که یک نقطف
2R)و یا ) براي محیط دوبعدي

3R) براي محیط سـه-

به صـورت  Nدرون مدل اجزاء محدود داشته باشیم و مجموعۀ گرهی) بعدي Knnn ....,,, 21N ،

تقریـب  مربـوط بـه محاسـبۀ    در این صورت تـابع  . هاي یک المان است، باشدتعداد گرهKدر آن که 

]38[شودبه صورت زیر تعریف می وط به آن نقطهة مربشدتغییرمکانی غنی

آزادي درجات  Jaدرجات آزادي تغییر مکانی در اجزاي محدود متداول، Iu، )3-3(ه در رابطۀ ک

تابع شکلی مربوط  I، سازي متداول و مربوط به غنی نسبت به مدل اجزاء محدودتغییرمکانی اضافی

  )3 -3(

)()()()(

  
! ! ! !! !!!! !! ! ! !! !! ! !!! ! ! !! !! ! !!





g

JI n
J

JJ

n
I

II
h

NN

axxuxxu 
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سـاز و تابع غنـی  x)(در اجزاي محدود متداول، Iبه گره 
gN هـا بـا تعریـف    اي از گـره مجموعـه

.باشدزیرمی

حـوزة وابســته بـه هندســۀ    gو  Jnدر گــره  Jیدامنــۀ اثـر تــابع شـکل   Jω،4-3در رابطـۀ 

 ـ  تعیـین  .باشدیها همچون سطح ویا نوك ترك میناپیوستگ بـا توجـه بـه نـوع      x)(سـاز  یتـابع غن

در واقع به صورت کاملاً کلی و  .پذیردیمو شرایط تحلیلی در دسترس مربوط به آن انجام یناپیوستگ

ساده، 
gN بـراي روشـن شـدن    .هاست که به نوعی با ناپیوستگی در ارتباط هستنداي از گرهمجموعه

اي دامنۀ در واقع براي هر گره. آورده شده است 1-3در شکل  Jاي مانند مطلب، دامنۀ تاثیر براي گره

در ایـن صـورت در مـورد    . تأثیر فضایی است که توابع شکلی آن گره در آن مقداري غیر صفر دارنـد 

 هایی که بر وجوه کناري المان قرار دارند دامنۀ تأثیر همان المانهاي متصل به آن گره خواهند بود وگره

هایی در داخل المان نیز ممکن است وجـود داشـته باشـد دامنـۀ     در اجزاي محدود مرتبۀ بالاتر که گره

.  گرددتأثیر آن گره به همان المانی که در آن قرار دارد محدود می

باشد ، در سمت راست معادله، قسمت اول همان تقریب اجزاي محدود متداول می)3-3(در رابطۀ 

کند و در واقع با کمـک  قسمت دوم عبارت بازي میجزاي محدود توسعه یافتهو نقش اساسی را در ا

.توان مدل کردها را میاین قسمت است که ناپیوستگی

پردازیم ي به کارگیري روش اجزاء محدود توسعه یافته در مدلسازي ترك میدر ادامه به بیان نحوه

  .باشدو از این به بعد منظور از ناپیوستگی، ترك می

  

  )3 -4(  gJJJ
g ωnn ,: NN
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  .در حالتی که گره بر روي وجه کناري المانها قرار دارد Jدامنۀ تاثیر براي گره .1-3شکل

  ترك يمدلساز- 3-2- 3

در این قسـمت روابـط   . توسعه یافته بیان گردید تاکنون روابط کلی در مورد روش اجزاي محدود

  .شودویژة مدلسازي ترك گفته می

-در روش اجزاي محدود توسعه یافته، مدلسازي ترك شامل مدل کردن دو قسـمت از تـرك مـی    

تفاوت این دو قسمت در آن اسـت  . ترك و دیگري وجوه آن است) هاي(یکی مدل کردن نوك. باشد

ز تنش بسیار بالایی وجود دارد در حالیکه در مورد دو لبۀ تـرك چنـین   که در اطراف نوك ترك، تمرک

. نیست ولی ناپیوستگی تغییر مکانی را از لبۀ بالایی ترك تا لبۀ پـایینی آن ممکـن اسـت داشـته باشـیم     

. سازي متفاوت استفاده کردبنابراین پیداست که براي مدلسازي این دو قسمت باید از دو نوع تابع غنی

]28[آید براي مدلسازي ترك در داخل کل محیط به صورت زیر درمی) 3-3(رابطۀ 

Jدامنه تأثیر گره       

ترك

با توابع هیویساید يسازیغننوك ترك

با توابع نوك ترك يسازیغن
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و  Jb)5-3(در رابطۀ
l
kc یاضـاف  یگره ـ يدرجات آزاد ،)(F1 xl  و)(F2 xl    یتوابـع تغییـر مکـان 

 يکه برا که به ترتیب براي مدل کردن نوك اول و دوم ترك است باشندینزدیک نوك ترك م يدوبعد

. اندکامپوزیتها در بخش بعد به دست آمده H x  هم تابع تعمیم یافتۀ هویساید است که مثبت اسـت

بـردار  neچنانچـه  2-3شـکل   مطابق. است یورت منفترك قرار گیرد در غیر این ص يدر بالاxاگر

znsکه  يایکۀ عمود بر امتداد ترك باشد به گونه eee )seو نزدیکترین ) است یبردار یکۀ مماس

بر روي ترك  xنقطه به
x باشد در این صورت داریم

  

  

اي مانند بردارهاي یکۀ عمودي و مماسی در تابع هویساید تعمیم یافته براي نقطه.2-3شکل

x  که نزدیکترین نقطه بر روي ترك به

  .است xنقطۀ 
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یافتۀ هویساید و نقاطی که با مثلث مشخص اند با تابع تعمیمنقاطی که با دایره مشخص شده: سازيانتخاب نقاط براي غنی.3-3شکل

  .شوندسازي میاند با توابع نزدیک نوك ترك غنیشده

، )6-3(با نگـاهی بـه رابطـۀ    . شودترك، و نه نوك آن، استفاده می سازي دو لبۀاز این تابع در شبیه

توان دریافت که این تابع دو مقداره داراي یک ناپیوستگی بر روي ترك است که به همین علت هم می

سـازي بـا تـابع    ها براي غنینحوة انتخاب گره. شوداز این تابع براي مدلسازي دو لبۀ ترك استفاده می

یساید بدین ترتیب است که چنانچه در حوزة تاثیر یک گره، ترکی وجود داشته باشـد،  تعمیم یافتۀ هو

گردد بدین معنی که سازي میبدون آنکه نوك ترك در آن حوزه باشد، آن گره با تابع نامبرده شده غنی

براي هر درجۀ آزادي که در آن گره تعریف شده باشد به همان اندازه و در همان جهات هم درجـات  

شود تا بتوان ناپیوسـتگی را در تغییرمکـان   دي اضافی ناشی از تابع تعمیم یافتۀ هویساید گذارده میآزا

).اندها با دایره مشخص شده، این گره3-3در شکل (در هر دو جهت مدلسازي کرد 
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  نوك ترك در محیط همسانگردتوابع نزدیک - 3-3- 3

سـازي و  ساز نزدیک نوك ترك بپردازیم که نقـش مهمـی را در شـبیه   حال باید به بحث توابع غنی

براي ایـن کـار لازم   . ها بخصوص در نزدیکی نوك ترك دارا هستندها و تغییرمکانمحاسبۀ دقیق تنش

شرایطی که یـک جسـم همسـانگرد    ها در حالت دوبعدي در است که ابتدا رابطۀ مربوط به تغییرمکان

تحت تاثیر بارگذاري عمومی مودهاي مرکب
1
اگر محورهاي محلی قطبی. است را ذکر کنیم  ,r   را

شود در نظر بگیریم، روابط مربوط به تغییر مکانهـا  دیده می 4-3در نوك ترك به صورتی که در شکل 

  :بوددر اطراف نوك ترك به صورت زیر خواهد 

                                               
1 General mixed mode loadings

  

محورهاي محلی قطبی .4-3شکل ,r  اندکه در دو سر ترك تعریف شده.  

  )3 -7(  

    

    

I

II

K ru sin / cos /G
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  


  


     

   

2

2

2 1 2 2
2 2

2 1 2 2
2 2
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به صورت زیر است مدول برشی در محیط همسانگرد و  Gکه 

 باشدضریب پواسون در محیط همسانگرد می.  

سـازي کنـیم بـه    را شـبیه ) 8-3(و ) 7-3(براي آنکه بتوانیم فضاي تغییرمکانی موجـود در روابـط   

تـوان  این توابع را می. هاي ممکن در این روابط را پوشش دهدتوابعی نیاز داریم که تمامی تغییرمکان

]35[این چنین انتخاب کرد 

که در توابع بالا  ,r   در مختصات محلی واقع بر نوك ترك تعیـین مـی   4-3با توجه به شکل-

سازي هستند که بایـد در اجـزاي محـدود توسـعه یافتـه در محـیط       این توابع همان توابع غنی. گردند

سازي گردند هم مشـابه حالـت قبـل    که باید غنی هایینحوة انتخاب گره. ها بهره بردهمسانگرد از آن

سازي بوسیلۀ توابـع نزدیـک نـوك    هایی عمل غنیتنها در گره 3-3است بدین ترتیب که مطابق شکل 

این نقاط با  3-3در شکل (شود که نوك ترك در حوزة تأثیر آن نقاط وجود داشته باشد ترك انجام می

sinشـود آن اسـت کـه تـابع     دیده مـی ) 10-3(اي که در رابطۀنکته). اندمثلث مشخص شده
2

r


 ،

  )3 -8(
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
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  )3 -9(

3 4 for plane strain

3
for plane stress

1


 




 
   

,ݎ)௜ܨ})10- 3(   ௜ୀଵସ{(ߠ = ቄ√ݎcos ఏ
ଶ , sinݎ√ ఏ

ଶ, sinߠsinݎ√ ఏ
ଶ, sinߠcosݎ√ ఏ

ଶቅ  
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تابعی پیوسته نیست یعنی از     تا   مقدار تابع ازr  تاr کند و این نشانۀ تغییر می

باشد در حالیکه سه تابع دیگر در دو طرف ایـن بـازه بـه    تابع در طول دو وجه ترك میناپیوسته بودن 

  .کنندشوند به عبارت دیگر در دو وجه ترك مقدار یکسانی را اختیار مییک مقدار ختم می

با توجه به . پیداست چهار تابع براي مدلسازي نوك ترك لازم است) 10-3(همانطور که از رابطۀ  

اي براي هر گره دو درجۀ آزادي حرکتی، هاي تنش و کرنش صفحهط دوبعدي در حالتاینکه در محی

سازي با توابـع نزدیـک   اي که نیاز به غنیشود در مجموع در هر گرهو نه چرخشی، در نظر گرفته می

درجۀ آزادي اضافی در نظر گرفت که تاثیر هر چهار تابع را در هـر   هشتنوك ترك داشته باشد باید 

.دهدراستا نشان 

در محیط همسانگرددر حال گسترش  توابع نزدیک نوك ترك- 3-4- 3

ساز نزدیـک نـوك تـرك در ایـن حالـت، لازم اسـت کـه رابطـۀ مربـوط بـه           براي ارائه توابع غنی

همسانگرد تحت تـاثیر بارگـذاري عمـومی    ها در حالت دوبعدي در شرایطی که یک جسم تغییرمکان

  .گفته شد مجددا بیان گردند 3-2-2-2مودهاي مرکب است را طبق آنچه در بخش 

Dکه در آن = 4αୱαୢ− (1 + αୱଶ)ଶ  می باشد وμ      همان ضریب لامـه اسـت کـه برابـرG)  مـدول

می توان انتظار داشت توابع غنـی سـازي بـراي تـرك در      12-3و  11-3با توجه به . می باشد) برشی

از طرف دیگر با توجه به آنچه در باره میدان اطراف نوك ترك . گسترش داراي ترم سرعت باشدحال 

  )3 -11(  

,ݎ)ଵݑ (ߠ = ௄಺(௧)
ఓ√ଶగ× ଶ

஽ቄ(1 + ௗcosݎ௦ଶ)ඥߙ ఏ೏ଶ− ௦cosݎ௦ඥߙௗߙ2 ఏೞଶቅ+
௄಺಺(௧)
ఓ√ଶగ× ଶఈೞ஽ ቄ2ඥݎௗsin ఏ೏ଶ− (1 + ௦sinݎ௦ଶ)ඥߙ ఏೞଶቅ

  )3 -12(  

,ݎ)ଶݑ (ߠ = − ௄಺(௧)
ఓ√ଶగ× ଶఈ೏஽ ቄ(1 + ௗsinݎ௦ଶ)ඥߙ ఏ೏ଶ− 2ඥݎ௦sin ఏೞଶቅ+ ௄಺಺(௧)

ఓ√ଶగ×
ଶ
஽ቄ2ߙ௦ߙௗඥݎௗsin ఏ೏ଶ− (1 + ௦sinݎ௦ଶ)ඥߙ ఏೞଶቅ
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آنجائیکه میدان اطراف نوك ترك  از در حال گسترش گفته شد، تركثابت و  تركدر بخش قبل براي 

در میـدان اطـراف نـوك تـرك در حـال       Vୡ୰ୟୡ୩در حالت استاتیکی در واقع از برابر صفر قـرار دادن  

حالـت اسـتاتیکی   می توان انتظار داشت که توابع غنی سازي براي ترك در گسترش حاصل می شود، 

لذا توابـع  . در توابع غنی سازي ترك در حال گسترش باشد Vୡ୰ୟୡ୩نیز حاصل از برابر صفر قرار دادن 

:غنی سازي براي این حالت به صورت زیر پیشنهاد می گردد

در محیط همسانگردحاصل از برخورد موج صفحه اي با ترك  توابع نزدیک نوك ترك- 3-5- 3

با توجه به نتیجه گیري حاصل از حل تحلیلی اي که براي بدست آوردن میدان اطراف نوك تـرك  

بیـان شـد، در ایـن     3-2-2اي با ترك ساکن و یا در حال گسترش که در هنگام برخورد موج صفحه 

حالت نیز توابع غنی ساز  المان نوك ترك همانهائی خواهند بود که براي یک ترك ساکن یا یک ترك 

با توجه بـه توضـیحات داده شـده در بخـش     . در حال گسترش در محیط همسانگرد توضیح داده شد

  :توابع غنی ساز نوك ترك اکتفا می کنیم هاي قبل در اینجا فقط به ذکر

  توابع نزدیک نوك ترك حاصل از برخورد موج صفحه اي با ترك ساکن در محیط همسانگرد

  )3 -13(  
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محـیط  توابع نزدیک نوك ترك حاصل از برخورد موج صفحه اي بـا تـرك در حـال گسـترش در     

  همسانگرد

  )3 -15(  
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4فصل

!! !!!! !!!!! ! !!!! ! !
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  مقدمه-1- 4

هـاي  مسـائل مهندسـی، روش  هاي موجود در تحلیـل  در حال حاضر یکی از پر کاربردترین روش

هـاي تحلیلـی اسـتفاده کـرد     توان از روشدر رخدادهاي پیچیده فیزیکی همواره نمی. باشندعددي می

ها امکان دستیابی به جواب تحلیلـی را بـراي مسـائل پیچیـده     زیرا انباشت پارامترها و ساده نشدن آن

  .هاي عددي را گسترش داده استسلب نموده و لذا کاربرد تحلیل

مشکلاتی وجود دارد که ممکـن   هاي عددي هموارهاما باید به این نکته نیز اشاره کرد که در روش

سازي هر روش عددي بر پایۀ تئوري وجود این نواقص لزوم پیاده. است در تئوري وجود نداشته باشد

  . ازدسپا افتاده دارند را ضروري میاي بسیار جزیی و پیشآن و رفع مشکلاتی که گاه سرچشمه

افزار افزار اجزاي محدود توسعه یافته به کمک نرمسازي عددي روش، دراین تحقیق نرمبراي پیاده

-سازي روش پیشنهادي و تشکیل ماتریسهمچنین مراحل پیاده. نوشته شده است Matlabمحاسباتی 

انتخـاب  شود و سپس نکاتی نیـز در مـورد نحـوة    ماده، جرمی، میرائی و نیرویی گفته می سختیهاي 

پس از آن نحوة محاسبۀ ضرایب شدت تـنش کـه   . شودگیري گفته می سازي و انتگرالنقاط براي غنی
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پارامتري مهم در مکانیک شکست جهت تشخیص وضعیت ترك و احتمال گسترش آن و جهت رشد 

-ائه میافزار اردر انته نیز فلوچارت کلی نرم. شودترك است با استفاده از نتایج اجزاي محدود ذکر می

  .گردد

  هاتشکیل ماتریس-2- 4

هایی که در روش اجزاي محدود توسعه یافته باید تشکیل شوند داراي رونـدي  ها و ماتریسمعادله

سیسـتم معـادلات دینـامیکی در روش اجـزاي محـدود      . بسیار شبیه به اجزاي محدود متداول هسـتند 

  گرددصورت زیر بیان میتوسعه یافته، به شکل کلی آن، به 

 uبـردار نیروئـی،    fماتریس جرمـی،   Mماتریس میرائی،  Cماده، سختیماتریس  Kکه در آن 

باشـند کـه در شـامل درجـات آزادي متـداول      مـی بردار شتاب uبردار سرعت و  uبردار تغییرمکان،

هایی را که بـه صـورت   ماتریس. باشندسازي میاجزاي محدود و درجات آزادي اضافی مرتبط با غنی

هـا  ریساین  مات. ها در هر المان بدست آوردکلی هستند باید از محاسبه و سرهم کردن همان ماتریس

  توان محاسبه کردرا با روابط زیر می

  

)4-1(fuMuCuK  
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  که 
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که 
e ،فضاي یک المان

h  ،فضاي المانی که در آن ترك وجود دارد  ،کل فضاي مساله 

بردار نیروي جسمی bبردار نیروي وارد بر مرزها و   ،tمرزهاي مربوط به فضاي
1

همچنین . است 

u ،a  وb سـازي بـا توابـع    سـازي، بخـش غنـی   به صورت بالانویس به ترتیب بیانگر بخش بدون غنی

به صـورت زیرنـویس نیـز مربـوط بـه        jو  i. سازي با توابع نوك ترك هستندهیویساید و بخش غنی

به تعداد توابع نزدیک نوك ترك وابسته است و براي  mدر این روابط، . باشندها میهاي ماتریسدرایه

)  6-4(در رابطـۀ  B. باشدمی 4اي که ترك در یک محیط همسانگرد و یا دوسانگرد باشد برابر مساله

  باشد و ماتریس مشتق توابع شکلی می

هاي مورد نیـاز در فرآینـد تحلیـل در روش اجـزاي محـدود      به این ترتیب، نحوة تشکیل ماتریس

گیـري زمـانی   از روش انتگـرال ) 1-4(ي براي حل دسـتگاه معـادلات رابطـه   . گردیدتوسعه یافته ذکر 

نیومارك
2

هـا، ضـرایب   مشـروط جـواب  غیـر  يپایـدار همچنین براي ایجاد شـرایط  . گردداستفاده می 

4/1نیومارك را به ترتیب  2/1و =   باشندروابط بکاررفته به صورت زیر می .گیریمیدر نظر م =

                                               
1 Body force

2 Newmark time integration method
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  گیري هاي انتگرالروش-3- 4

همانطور که تا کنون گفته شد در تقریب اجزاي محدود توسعه یافته نیاز است که از توابعی جهت 

برخی از این توابع و مشتقهایشان در طـول  . داده شدندسازي استفاده شود که در فصل قبل شرح غنی

ترك ناپیوسته هستند و در این صورت اگر المان حاوي ترك بر اساس مکان ترك به دو بخش تقسیم 

دهد ولی در اجـزاي محـدود متـداول    اي که اغلب در اجزاي محدود توسعه یافته رخ مینشود، مساله

بندي بر اساس شکل ناپیوستگیها و سـایر مرزهـا صـورت    شاي را نخواهیم داشت زیرا مچنین پدیده

گیرد و امکان ندارد که یک ترك درون یک المان قرار داشته باشد، باید برخی از نکات را در مورد می

در این موارد استفاده از قوانین گاوس. گیري در نظر گرفت انتگرال
1
گیـري از   معمـولی بـراي انتگـرال    

براي روشن شدن مساله بهتر . تواند متضمن جواب دقیق در مساله باشدي نمیااینچنین توابع ناپیوسته

  .اي کنیمآمده اشاره] 36[وست است به مثالی که در تحقیق سوکومار و پري

(فرض کنید که یک تابع ناپیوسته 
1C 

ايو نیز یک تابع پیوستۀ قطعه) 
2

)
0C ( در بازة  در طول

وجود داشته باشد و هدف آن باشد که مقدار عددي انتگرال زیر محاسـبه   1-4مطابق شکل ) -1،5/0(

شود

  

                                               
1 Gaussian rule

2 Piece-wise continuous function

)4-15(
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با استفاده از روش گاوس تقریب زیر را خواهیم داشت

ژاکـوبین   Jو  nبه ترتیب نقاط و ضرایب وزنی گاوسـی در روش گاوسـی مرتبـۀ     kwو  kکه 

3مربوط به تبدیل مختصات بوده و در این مساله  4J dx d  .  و  5/0انتگرالهـا  مقدار دقیق ایـن

نتایج مربوط به استفاده  2-4شکل 0در . باشداي و ناپیوسته میبه ترتیب براي توابع پیوستۀ قطعه 75/0

شـود روش گاوسـی   همانطور که دیـده مـی  . داده شده استهاي متفاوت روش گاوس نشان از مرتبه

براي رفع این مشکل کافی است . گیري از چنین توابعی از دقت مناسبی برخوردار نیست براي انتگرال

تقسیم کرده و روش گـاوس در هـر یـک از    ) -0،5/0(و ) 1،0(گیري به دو بازة  که بازة مورد انتگرال

  .ها به صورت مستقل اعمال گرددبازه

برده شد بـه بحـث   اي که باید در توابع ناپیوسته اعمال گردد پیگیري ویژه حال که به لزوم انتگرال

در اجزاي محـدود توسـعه یافتـه بـراي     . پردازیمگیري در اجزاي محدود توسعه یافته می نحوة انتگرال

بندي المانرفع این مشکل از تقسیم
1
انی حاوي ترك باشد بدین مفهوم که چنانچه الم. شوداستفاده می 

ساز و یا تابع تعمیم یافتۀ هویساید، که در هر دو توابـع  و در نتیجه یک و یا چند گره آن با توابع غنی

-گیري به چند بخش تقسیم مـی  سازي شده باشد المان به منظور انتگرالناپیوسته هم وجود دارد، غنی

بندي به صورت تقسیم المان به زیرمثلثهانحوة تقسیم. شود
2
و یا زیرچهارضلعی 

3
باشد کـه توسـط   می 

باشـد  گیري می بندي تنها به علت انتگرالدر اینجا باید تاکید کرد که تقسیم. ارایه شده است] 35[دالبو 

                                               
1 Element partitioning

2 Sub-triangles

3 Sub-quads

)4-16(   I f f x dx


   

]ܫ)4-17( ]݂ = ∑ܬ ௞݂ݓ   ௡௞ୀଵ(௞ߞ)
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البتـه  . شودشود و هیچ درجۀ آزادیی به مساله اضافه نمیو المان عملاً به چند المان دیگر تفکیک نمی

پیشـنهاد  ] 56[اي وجود دارد که توسط فیش دضلعیهاي ذوزنقهروشهاي سادة دیگري هم همچون چن

  .پردازیمبا این حال تنها به توضیح دو روش اول می. شده است

  

تابع ناپیوسته .1-4شکل

1C 
ايو تابع پیوستۀ قطعه 

0C
  .دارد 1به  -5/0اي به طول صفر پرشی از ، مقدار تابع ناپیوسته در نقطه

  بندي به زیرمثلث و زیر چهارضلعی حال روش تقسیم

هایی تقسیم به زیر مثلث 3-4در این روش المانهایی که داراي تقاطعی با ترك هستند مطابق شکل 

  .شوندمی

هر یک از قسمتهاي موجود در دو طـرف تـرك   . گیردبندي بر اساس مکان ترك صورت میتقسیم

گیـري اعمـال    شود و در هر یک از مثلثها قانون گاوس جهت انتگرالتقسیم میخود به تعدادي مثلث 

گردد که این کار هـیچ ارتبـاطی   باز هم تاکید می. است این روش از دقت مناسبی برخوردار. گرددمی

گیـري توابـع ناپیوسـته     بندي ندارد و تنها یک ترفند براي حل مشکل عددي موجود در انتگرالبا مش

  .باشدمی
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  ع تابعنو

ــۀ روش  مرتبـــــ

  گاوسی مورد استفاده

مقـــدار عـــددي  

  محاسبه شده

  مقدار دقیق

1C 
  

1  5000/1  75/0  

  2  3750/0    

  5  6950/0    

  7  6101/0    

  10  7075/0    

        

0C  
1  3750/0  5/0  

  2  5123/0    

  5  5066/0    

  7  4996/0    

  10  5015/0      

  .ايمقادیر محاسبه شده با استفاده از روش گاوس براي یک تابع ناپیوسته و یک تابع پیوستۀ قطعه.2-4شکل

بندي به زیرمثلثها از دقت مناسبی در مسایل خطی برخوردار است ولی بـراي  با اینکه روش تقسیم

مثال، در حـین گسـترش   به عنوان . مسایل درگیر با مواد الاستوپلاستیک این روش قابل کاربرد نیست

کند، بدین معنا کـه میـدان جابجـایی    ترك در مواد الاستوپلاستیک، در هر نمو فضاي تقریب تغییر می

در واقع در این حالات رفتار ماده نسبت به بارهایی . باید در مراحل متوالی محاسبه جدیدسازي گردد

ر نمو لازم است که تنشها و تاریخچـۀ  باشد و در هشود تابع تاریخچۀ بارگذاري میکه به آن وارد می

بنـدي  بارگذاري به نقاط جدید گاوسی انتقال داده شود و این کار در روش زیرمثلثها که نحوة تقسـیم 

المان و تشکیل زیر مثلثها به شکل ترك وابسته است و در هر نمو ممکن است تغییر کند تقریبـاً غیـر   

بـه همـین منظـور    . تاریخچۀ بارگذاري را دنبال کردتوان ممکن است زیرا در نقاط جدید گاوسی نمی

در این صورت . بندي را انجام دهدهم باید از روشی استفاده شود که مستقل از شکل ترك کار تقسیم

در این روش صـرفنظر از نـوع المـان و شـکل     . بندي چهارضلعی استفاده کردتوان از روش تقسیممی
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گیـري در درون هـر    شـود و انتگـرال  کتر تقسـیم مـی  ترك، آن المان به تعـدادي چهـار ضـلعی کـوچ    

.گیردچهارضلعی بر اساس قانون گاوس انجام می

این روش از لحاظ صرف وقت نسبت به روش زیرمثلثها زمانبري کمتري دارد زیرا بدون در نظـر  

 بندي احتیاجی به پردازش شرایط مختلفکند و روند تقسیمبندي میگرفتن شکل ترك المان را تقسیم

  . ندارد

  سازي ها جهت غنیانتخاب گره-4- 4

سازي با تـابع تعمـیم یافتـۀ هویسـاید از     سازي، انتخاب گره براي غنیها براي غنیدر انتخاب گره

  .گرددحساسیت بیشتري برخوردار است زیرا انتخاب اشتباه گره سبب ناپایدار شدن حل می

  

  .گیري بندي المانهاي درگیر با ترك به زیرمثلث جهت انتگرالمتقسیم.3-4شکل

J

ترك زیرمثلثها
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اگر در مـورد یـک گـره و    . فرض کنید که دو وجه یک ترك تعدادي از المانها را قطع کرده باشند

Aگیرد با بالاي ترك قرار میالمانهاي مربوط به آن، مساحت بخشی از المانهاي مرتبط با گره را که 
 

Aگیرد باو مساحت قسمتی را که در زیر ترك قرار می
نمایش دهیم،  Aو مساحت کل المانها را با  

  سازي نمود آن است کهشرط لازم براي آنکه بتوان آن گره را با تابع تعمیم یافتۀ هویساید غنی

  

پیشنهاد شده بـراي دوري جسـتن از   ] 29[مقدار حداقل مجاز است و در کار دالبو  mvکه در آن 

Aنحوة تعیـین   5-4در شکل . در نظر گرفته شود 01/0% مشکلات عددي و ناپایداري حل برابر 
و  

A
  .نشان داده شده است Jبراي گره 

  

  گیري بندي المانهاي درگیر با ترك به زیرچهارضلعیها جهت انتگرالتقسیم.4-4شکل

)4-18(
A

mv
A




  

)4-19(
A

mv
A




  

زیر چهارضلعیها  االمان

J
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Aتعیین .5-4شکل
Aو  

  .Jبراي گره  

گیري کـه در   از این به بعد در این بخش هدف آن است که نحوة انتخاب گره در دو روش انتگرال

گیـري بـر    فرض کنید که در یک المـان روش انتگـرال  . شودقسمتهاي قبل توضیح داده شد شرح داده 

سازي بـا تـابع تعمـیم یافتـۀ هویسـاید      اساس روش زیرچهار ضلعیها باشد در این صورت شرط غنی

علاوه بر شرط گفتۀ شدة قبل آن است که حداقل یک نقطۀ گاوسی متعلق به هر کـدام از زیـر چهـار    

بایـد   Jگـره   6-4در شکل . طرف ترك وجود داشته باشدضلعیها در حوزة تاثیر گره مورد نظر در دو 

سازي شود زیـرا در دو طـرف تـرك در حـوزة تـاثیر آن گـره نقـاط        با تابع تعمیم یافتۀ هویساید غنی

حتی اگر ترکی یکی از المانهاي موجود در حوزة تاثیر گرهی را قطـع کنـد ولـی    . گاوسی وجود دارد

طرف ترك در حوزة تاثیر آن گره قرار نداشته باشد آن گره با وجـود قطـع شـدن     نقطۀ گاوسی در دو

بـه خـوبی    7-4این مطلب در شـکل  . شودسازي نمییکی از المانهاي موجود در حوزة تاثیر آن، غنی

.نشان داده شده است

 سـازي بـا تـابع تعمـیم یافتـۀ     ها همان شرط اول، شرط لازم و کافی براي غنـی در روش زیرمثلث

هویساید است زیرا اگر ترکی یکی از المانهاي متعلق به حوزة تاثیر یک گره را قطع کند حتمـاً در دو  

              J

A
-

A
+

ترك
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شوند و در نتیجه حتماً نقاط گاوسی در دو طرف ترك وجود خواهـد  طرف ترك زیرمثلثها ساخته می

  .داشت

  

-وجود دارد و آن گره باید با تابع تعمیم یافتۀ هویساید غنی Jدر دو طرف ترك نقاط گاوسی متعلق به حوزة تاثیر گره.6-4شکل

  .سازي شود

  

-وجود ندارد و آن گره نباید با تابع تعمیم یافتۀ هویساید غنی Jدر دو طرف ترك نقاط گاوسی متعلق به حوزة تاثیر گره.7-4شکل

  .سازي شود

سازي یک گره با توابع نزدیک نوك ترك هم باید گفت که کافی است که نوك ترك در مورد غنی

نکتۀ قابل ذکر در این انتخاب آن است کـه چنانچـه گرهـی    . در حوزة تاثیر آن گره وجود داشته باشد

ترك

J

نقاط گاوسی

ترك

J
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سازي شود اگر به ترك نزدیک باشـد کـه   شرط اخیر را نداشته باشد و با توابع نزدیک نوك ترك غنی

کار تعدادي درجۀ آزادي زاید به مدل اضافه خواهد شد بدون آنکـه بـر دقـت محاسـبات     فقط با این 

شود که محاسبات دچار خطـا  سازي باعث میافزوده گردد و اگر آن گره نسبتاً از ترك دور باشد غنی

شود زیرا فرمولهاي تغییر مکانی که از آنها جهت استخراج توابع نزدیک نوك ترك استفاده شـد فقـط   

  .دیکی نوك ترك معتبرند و استفاده از آنها در مکانهاي دور از نوك ترك اشتباه استدر نز

  محاسبۀ ضرایب شدت تنش-5- 4

-ها مـی مهمترین پارامترهاي مکانیک شکست، ضرایب شدت تنش هستند که به کمک آنیکی از  

این ضـرایب بـه   نامه محاسبه و مقایسه در این پایان. بینی کردتوان پایداري و یا گسترش ترك را پیش

در این قسـمت سـعی   . رودهاي پیشنهادي بکار میعنوان معیاري جهت بررسی درستی و دقت روش

روشی که براي تعیین ضـرایب شـدت تـنش در    . شود که نحوة محاسبۀ این پارامتر شرح داده شودمی

کیمکه  شود برگرفته از تحقیقی استنامه استفاده میحالت مود مرکب در این پایان
1
پائولینو و 

2
]57[ ،

چانگچون
3
و نیشیوکا] 58[و همکاران  

4
يو آلتور 

5
  .اندانجام داده] 59[

هـاي ایـن   از ویژگـی . آشـنا شـویم   Jدر ابتدا، قبل از محاسبۀ ضرایب شدت تنش باید با انتگـرال  

هـاي  گیري در اطراف نوك ترك به شرط آنکـه بـر لبـه   انتگرال آن است که در هر سطح بستۀ انتگرال

  ].60[آید شی وارد نشود، مقداري ثابت خواهد داشت و مقدار آن از رابطۀ زیر به دست میترك تن

                                               
1 Kim

2 Paulino

3 Chang-Chun

4 Nishioka

5 Alturi

=ܬ  )4-20( ∫ ቀܹ −௜௝ߜ   ௜௝డ௨ೕడ௫ೖቁ௰ߪ
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یک مسیر Γکه در آن
1
بستۀ دلخواه در اطراف نوك ترك به نحوي که هـیچ تـرك یـا ناپیوسـتگی      

چگالی انرژي کرنشی Wدیگري را شامل نشود،
2

، براي مواد ارتجـاعی خطـی   1 2 ij ijW  ،jn j

1به سمت خارج، Γامین مولفۀ از بردار عمود بر j دلتاي کرونکر
3
بایـد توجـه داشـت کـه     . باشندمی 

در  1xشود به نحوي که محوردر دستگاه مختصات محلی که در نوك ترك تعریف می) 20-4(رابطۀ 

  .امتداد ترك است

  اندبه صورت زیر پیشنهاد کرده] 62[را نیشیوکا و آلتوري ) 20-4(ي براي حالت دینامیکی، رابطه

نیـروي واحـد سـطح، نیروهـاي     به ترتیـب بیـانگر تغییرمکـان،      ρو ui،ti،fi،nkکه در این رابطه

به ترتیـب چگـالی    Kو  W.باشندیمختصات و جرم واحد حجم م ي، بردار عمود بر محورهاجسمی

شـد، بـراي مـواد ارتجـاعی خطـی      باشـند، کـه همانگونـه قـبلاً گفتـه     انرژي کرنشی و جنبشـی مـی  

 1 2 ij ijW    وiiuuK )2/1( 8-4ها در شکل ي آنگیري و محدودهمسیر انتگرال. باشندمی 

ي مسیر میدان نزدیک بـه تـرك،   نماینده ترتیببهΓcو Γε،Γها،در این محدوده. است مشخص شده

هـایی  ، ناحیـه VεوVΓهمچنـین  . باشـند مسیر میدان دور از ترك و مسیر عبوري از سطوح ترك مـی 

  .اندمحاط شدهΓେو  Γکه توسطندسته

                                               
1 Contour

2 Strain energy density

3 Kronecker Delta

=௞ᇱܬ  )4-21( ∫ ቆ(ܹ + (ܭ ௞݊− ௜డ௨ೕడ௫ೖቇ௰ା௰೎ݐ +ܣ݀ ∫ ቌ(ݑ̈ߩ− ௜݂) డ௨೔డ௫ೖ−ߩడ௨̇೔డ௫ೖ̇ݑ௜
ቍ௏೨ି ௏ഄ   ܣ݀
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  .سطح داخلی آنVΓو  Γمختصات محلی در نوك ترك و مسیر بستۀ.8-4شکل

گیري برروي خط است، محاسبات عددي کـاملاً  انتگرال) 21-4(ي از آنجا که در بخش اول رابطه

خواهد شد و با اندك تغییري که در مسـیر  نقاط گاوسی محدودي وابسته به مقادیر تنش و تغییرمکان 

گیري استفاده شود جابجا خواهند شد و اگر چنانچه در یک پیش آید نقاطی که باید از آنها در انتگرال

و یا چند نقطۀ محدود خطایی به وجود آید در جواب نهایی خطا کاملاً ظاهر خواهد شـد و از طـرف   

لـذا بکـار بـردن آن در اجـزاي     . سی وابسته خواهـد شـد  دیگر انتخاب مسیر کاملاً به وجود نقاط گاو

 گیري روي خط، انتگرالتوان به جاي انتگرالبراي رفع چنین مشکلی می. باشدساز میمحدود مشکل

براي دستیابی به این هدف به کمک قضیه دیورژانس. را بر روي سطح محاسبه کرد
1

، کـیم و پـائولینو   

  ي زیر را پیشنهاد کردندرابطه] 59[

                                               
1 Divergence theory

)4-22(  

=௞ᇱܬ
∫ ቀߪ௜௝డ௨ೕడ௫ೖ− (ܹ + ௞௝ቁ௏೨ߜ(ܭ ௝݀,ݍ +ܣ ∫ ቌ(ݑ̈ߩ− ௜݂) డ௨೔డ௫ೖ−ߩడ௨̇೔డ௫ೖ̇ݑ௜

ቍ௏೨ି ௏ഄ ܣ݀

X2

X1

VΓ
Γ

Γc Γε

Vε

X1
0

X2
0

θ0
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تابع وزنی اسـت کـه    qهمچنین . نمایانگر محورهاي اصلی مختصات هستندjو iکه در این رابطه 

در ایـن  . باشـد مـی یـک  و در نزدیکی مسیر میـدان دور برابـر    صفردر نزدیکی میدان نوك ترك برابر 

و برروي مسـیر میـدان    =1q، برروي مسیر میدان دور ]60[تحقیق بنابر توصیه چانگچون و همکاران 

در . گردیـد مـی فرض =0qمقدارVகهاي درونشود و از آنجا براي گرهدر نظر گرفته می =0qنزدیک

گردد کـه  هایی محاسبه میا برابر صفر بوده و فقط انتگرال بالا در المانهدر این المانqگرادیاننتیجه 

−V୻يدر محدوده Vகدر روش سادة ذکر شده مقادیر تابع. قرار دارندq  را در نقاط گاوسـی درون

توابـع شـکل گرهـی آن    توان با استفاده از المانهایی که مقادیر گرهی آن تابع در آنها یکسان نیست می

  ها به نحو زیر تعیین کردالمان

  .توابع شکلی آن المان است iدرون آن قرار دارد و xهاي المانی است که نقطۀتعداد گره nnکه

، به صورت دلخواه در راستائی که با محور  8-4نرخ آزاد شدن انرژي براي ترکی که مطابق شکل 

Xଵ  زاویهθ଴ 61[می سازد برابر است با:[  

و

  

  

  

(ݔ)ݍ  )4-23( = ∑ ௜߮(ݔ)ݍ௜௠௜ୀଵ  

=ܩ  )4-1( =ଵ଴′ܬ ଵᇱcosܬ +଴ߠ ଶᇱsinܬ   ଴ߠ

=௞ܩ  )4-2( ݈݅ ఢ݉→଴∫ (ൣܹ + )ܶ ௞݊−ݐ௜ݑ௜,௞൧݀ ܵ௰ച  
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  .در یک مش منظم اجزاي محدود qمقادیر گرهی تابع .9-4شکل

مولفه هاي سرعت تـرك و نـرخ آزاد شـدن انـرژي در راسـتاي محورهـاي دسـتگاه         G୩و  C୩که 

باشند، که همانگونـه  به ترتیب چگالی انرژي کرنشی و جنبشی می Tو  W.هستند X୩مختصات کلی 

شد، براي مواد ارتجاعی خطی قبلاً گفته 1 2 ij ijW    وiiuuT )2/1( مولفـه هـاي   .باشندمی

  :بدست آمده اند عبارتند از [62]که در  Jانتگرال 

 α୧୨(θ଴)ثابت می شود از آنجائی که مولفه هاي دستگاه مختصات محلی و عمومی توسط ماتریس 

  :نیز توسط همان ماتریس قابل تبدیل به یکدیگر هستند J଴ᇱو  Jᇱبه هم تبدیل می شوند، مولفه هاي 

  :و همینطور

)4-3(  

=௞′ܬ ݈݅ ఢ݉→଴∫ (ൣܹ + )ܶ ௞݊− ௜,௞൧݀ݑ௜ݐ ܵ௰ച

= ݈݅ ఢ݉→଴ቄ∫ (ൣܹ + )ܶ ௞݊− ௜,௞൧݀ݑ௜ݐ ܵ௰ା௰ച + ∫ ௜,௞−௏ି௏ചݑ௜ݑ̈ߩൣ
  ܸ݀݇,ݑ݅ݑ݅ߩ

=௞ᇱܬ  )4-4( ௟ᇱ଴ܬ௟௞ߙ
  

! ! !

! ! !!! ! !

! !! ! !!!!!!! ! ! !! !!!

! !! !!!!!!!! !!!!!! !!!! !! ! !!!!! !! !!!!! !! !! !
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با جایگذاري مولفه هاي میدان تنش و تغییر مکان، که به تفضیل در بخش هاي قبل راجع به آنهـا  

مـی   J଴ᇱ، به روابـط زیـر بـین شـدت تـنش دینـامیکی و مولفـه هـاي انتگـرال          27-4در   بحث شده،

  ]:64[رسیم

:آن درکه 

  :می توان نتیجه گرفت که همواره 30-4و  29-4روابطاز 

  :یک ترك ثابت داریم براي

  :براي این حالت داریمنتیجتاو 

  )مود مختلط(روشهاي محاسبه شدت تنش دینامیکی در حالت بار گذاري کلی- 5-1- 4

از آنجائی که نتایج تحلیلی میدان تغییر مکان اطراف نوك ترك در بر دارنده پارامتر ضریب شـدت  

تنش می باشند، با حل دستگاه معادلات اجزا محدود عادي می توان ضریب شدت تنش دینـامیکی را  

=௞ܩ  )4-5(   ௟ܩ௞௟ߙ

)4-6(  

=ଵᇱ଴ܬ =ଵ଴ܩ ଵ
ଶఓ{ܭூଶܣூ(ܥ) + (ܥ)ூூܣூூଶܭ + {(ܥ)ூூூܣூூூଶܭ

=ଶᇱ଴ܬ =ଶ଴ܩ −௄಺௄಺಺ఓ   (ܥ)ூ௏ܣ

)4-7(  

(ܥ)ூܣ = ௗ(1ߙ − (௦ଶߙ ⁄ܦ (ܥ)
(ܥ)ூூܣ = ௦(1ߙ − (௦ଶߙ ⁄ܦ (ܥ)
(ܥ)ூூூܣ = 1 ⁄௦ߙ
(ܥ)ூ௏ܣ = (ఈ೏ି ఈೞ)൫ଵିఈೞమ൯

{஽(஼)}మ × ቈቄସఈ೏ఈೞା൫ଵାఈೞమ൯మቅ(ଶାఈ೏ାఈೞ)
ଶඥ(ଵାఈ೏)(ଵାఈೞ) − 2(1 +   ௦ଶ)቉ߙ

|ଵᇱ଴ܬ|  )4-8( ≥ ටܣூܣூூܣூ௏ଶ⁄ .   |ଶᇱ଴ܬ|

)4-9(  

(ܥ)ூܣ = (ܥ)ூூܣ = (ܥ)ூ௏ܣ = +ߢ) 1) 4⁄
=ߢ ቄ(3 (ߥ− (1 + (ߥ ∶ ݈ܲܽ ݊−݁ ݎܽݐܵ ݅݊⁄3 − ߥ4 ∶ ݈ܲܽ ݊−݁ ݎ݁ݐܵ   �ݏݏ

|ଵᇱ଴ܬ|  )4-10( ≥   |ଶᇱ଴ܬ|
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 در این پروسه ابتدا باید حل بدست آمده را به دستگاه مختصات محلـی نـوك تـرك   . نیز محاسبه کرد

سپس تغییر مکان لبه هاي ترك مرتبط با هر کدام از مودهاي بارگـذاري بـه صـورت زیـر     . انتقال داد

  ]:63[بدست می آیند

که در آن 
+

و() 
-

  .به ترتیب مقادیر مرتبط با بالا و پائین ترك هستند() 

ضریب شدت تنش دینامیکی از رابطه زیـر قابـل   تحلیلی میدان تغییر مکان،حال با استفاده از حل 

  :حصول خواهد بود

یعنی فاصله گره اي که تغییر مکـان هـا در آن محاسـبه     rعموما دقت این روش بستگی زیادي به 

لذا باید با انتخاب چنـد گـره و بـرون یـابی بـین نتـایج حاصـل از        . شده اند نسبت به نوك ترك دارد

rانتخاب نقاط مختلف، مبادرت به محاسبه این پارامتر براي   = دقت بـرون یـابی نیـز خـود     . نمود 0

  . دبستگی به دقت نوع روش برون یابی دار

علاوه بر کاستی هاي این روش در دقت آن، به علت حجم عملیات زیادي که در این روش بـراي  

هر گام زمانی در مسائل دینامیکی وجود دارد، عملا از ایـن پروسـه در مسـائل دینـامیکی نمـی تـوان       

د لذا از روشهاي دیگري براي بدست آوردن ضریب شدت تنش دینامیکی استفاده می شو. استفاده کرد

  ]:63و  64[در اینجا به ذکر سه روش متفاوت در این زمینه می پردازیم.

)4-11(  

=ூߜ −ା(ଶ଴ݑ) ି(ଶ଴ݑ)
=ூூߜ −ା(ଵ଴ݑ) ି(ଵ଴ݑ)
=ூூூߜ −ା(ଷ଴ݑ)   ି(ଷ଴ݑ)

ெܭ  )4-12( = ఓ
ଶ஺ಾ(஼) ට௥

ଶగ. ெߜ ܯ) = ,ܫ ,ܫܫ   (ܫܫܫ
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روش مستقیم- 4-5-1-1
1

  

از آنجائی که تعریف هندسه و بارگذاري ها در روشهائی مثل اجزا محدود در مختصات کلی آسان 

تر است، این روش در مورد مسائلی به کار می رود که در آن از مختصات کلی براي تشکیل مـاتریس  

  .است ده شده و جواب دستگاه معادلات نیز در دستگاه مختصات کلی بیان شدهها استفا

با توجه با اینکه در حالت بارگذاري صفحه اي، می توان میدان بدست آمده را به تغییر مکان درون 

صفحه اي و خارج صفحه اي  کـه بـه ترتیـب متناسـب بـا مـود اول و دوم بارگـذاري و مـود سـوم          

کرد، در بدست آوردن ضرایب شدت تنش دینامیکی نیز می توان به تفکیک  بارگذاري هستند تفکیک

و تبـدیل   uଷوσଷଵ ،σଷଶتوسط مقـادیر    Jᇱ଴بدین ترتیب که ابتدا با به دست آوردن انتگرال . عمل کرد

J୍୍آن به  ୍ᇱ଴
K୍୍مقدار  24-4توسط رابطه اي مشابه با     :از رابطه زیر قابل محاسبه خواهد بود ୍

δ୍୍که علامت آن بستگی به علامت    .دارد ୍

J୩ᇱ଴محاسبه شده در مختصات عمومی بـه انتگرالهـاي    J୩ᇱبراي مود درون صفحه اي انتگرالهاي
در  

توسط روابط زیـر   K୍୍و  K୍، مقادیر 29-4مختصات محلی تبدیل می شوند سپس با استفاده از روابط 

  :قابل حصول هستند

K୍  مثبت است اگرδ >୍ δ୍୍مثبت است اگر  K୍୍و 0 > 0.  

  :داخل کروشه مثبت است اگر ±که در آن علامت 

                                               
1 Direct Method

=ூூூܭ  )4-13( ±ට ଶఓ
஺಺಺಺(஼)   ூூூ(ଵᇱ଴ܬ)

=ூܭ  )4-14( ± 〈 ఓ
஺಺(஼) ൛(ܬଵᇱ଴) ± −ଶ(ଵᇱ଴ܬ)] ⁄ூ௏ଶܣூூܣூܣ) ଶ]ଵ(ଶᇱ଴ܬ)( ଶ⁄ ൟ〉ଵ ଶ⁄

  

=ூூܭ  )4-15( ± 〈 ఓ
஺಺಺(஼) ൛(ܬଵᇱ଴) ± −ଶ(ଵᇱ଴ܬ)] ⁄ூ௏ଶܣூூܣூܣ) ଶ]ଵ(ଶᇱ଴ܬ)( ଶ⁄ ൟ〉ଵ ଶ⁄
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  :ومنفی است اگر

روش تجزیه به حالت متقارن و پاد متقارن- 4-5-1-2
1

  

ایشیکاوا
در . اولین بار این روش را براي محاسبه ضریب شدت تنش استاتیکی ارائـه نمـود   [65]2

این روش حل بدست آمده براي میدان تغییر مکان، تنش و کرنش به دو قسمت متقارن و پاد متقـارن  

همچنـین از ایـن روش بـراي محاسـبه شـدت تـنش       . نسبت به محور راستاي ترك، ،تقسیم می شود

بـه تفضـیل در مـورد آن بحـث     ] 64[نیز استفاده شده است که در  [66]ت در دینامیکی براي ترك ثاب

در اینجا تعمیم یافته این روش را براي محاسبه شدت تنش دینـامیکی تـرك در حـال گسـترش     . شده

  .توضیح می دهیم

K୍୍همان طور که در روش قبل گفته شد   36-3را می توان به صورت جداگانـه و بـا اسـتفاده از     ୍

ابتدا میدان تغییـر مکـان   . می پردازیم K୍୍و  K୍لذا در اینجا فقط به نحوه محاسبه مقادیر  بدست آورد،

  :بدست آمده از اجزاي محدود را به دو قسمت متقارن و پاد متقارن به صورت زیر تقسیم کنیم

  

  :که در آن

                                               
1 Decomposition Method

2 Ishikawa

ூߜ|  )4-16( ⁄ௗߙ | ≥ ⁄௦ߙூூߜ| |  

ூߜ|  )4-17( ⁄ௗߙ | < ⁄௦ߙூூߜ| |  

{௜଴ݑ}  )4-18( = +௜ூݑ} {௜ூூݑ = ଵ
ଶቊݑ௜଴+ ௜଴ᇱݑ

+௜଴ݑ +௜଴ᇱቋݑ ଵ
ଶቊݑ௜଴− ௜଴ᇱݑ

−௜଴ݑ   ௜଴ᇱቋݑ

,ଵ଴ݔ)௜଴ᇱݑ  )4-19( (ଶ଴ݔ =   (ଶ଴ݔ−,ଵ଴ݔ)௜଴ݑ
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  :قابل بیان خواهند بود 34-4در این صورت میدان تنش و کرنش به صورت 

  :خواهیم داشت 26-4در  43-4و42-40،4-4با جایگذاري 

J୩୑که در آن  ୒ᇱ (M, N = I, II) برابر است با:  

  :منتهی خواهد شد به 45-4جایگذاري میدان هاي بدست آمده از حل تحلیلی در 

  و

  :در نتیجه 

)4-20(  
௜߳௝଴ = ௜߳௝ூ + ௜߳௝ூூ

௜௝଴ߪ = +௜௝ூߪ   ௜௝ூூߪ

=௞ᇱ଴ܬ  )4-21( ௞ூூᇱܬ + ௞ூூூᇱܬ + ௞ூூூᇱܬ + ௄ூூூூᇱܬ
  

௞ெܬ  )4-22( ேᇱ = ݈݅ ఢ݉→଴∫ ൤(ܹெ ே+ ெܶ ே) ௞݊଴− ௜ெݐ డ௨೔ಿడ௫ೖబ൨݀ ܵ௰  

)4-23(  ܹெ ே= ଵ
ଶߪ௜௝ெ ௜߳௝ே

  

)4-24(  
ெܶ ே= ଵ

ଶݑ̇ߩ௜ெ̇ݑ௜ே  

)4-25(  
ଵூூᇱܬ = ଵூூூᇱܬ = ଶூூᇱܬ0 = ଶூூூூᇱܬ = 0  

ଵூூᇱܬ  )4-26( = ଵூᇱܬ = ஺಺(஼)
ଶఓ   ூଶܭ

ଵூூூூᇱܬ  )4-27( = ଵூூᇱܬ = ஺಺಺(஼)
ଶఓ ூூଶܭ

  

ଶூூூூᇱܬ  )4-28( + ଶூூூᇱܬ = −௄಺௄಺಺ఓ   (ܥ)ூ௏ܣ
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به صورت زیر قابل محاسـبه خواهـد    J୑ଵنتیجتا ضریب شدت تنش دینامیکی با استفاده از انتگرال 

  :بود

=nଵ଴: خواهیم داشت Γୡالبته باید توجه داشت که در این حالت روي  0.  

روش جداسازي متغییرها- 4-5-1-3
1

:  

توسط التوري
2
و نیشیوکا 

3
ثابت شد که بـراي بکـار گیـري روش مسـتقیم بایـد از المانهـائی       ] 63[

به همـین خـاطر اسـتفاده از المانهـاي     . استفاده شود که جنس میدان تکینه تغییر مکان را در بر بگیرند

عادي که میدان تنش تکینه نوك ترك را به بدست نمی دهند باعث ظهور خطا در محاسـبات خواهـد   

مد که در اینجا اجمالا به توضیح آن که توسط نیشیوکا آمشکلی روشی بوجود  براي غلبه بر چنین. شد

، موراکامی
4
و تاکموتو 

5
  :بیان شده می پردازیم] 64[

در نزدیکی نـوك تـرك را بـه     Γେرفتار مجانبی چگالی انرژي کرنشی و انرژي دینامیکی روي مرز 

  :صورت زیر در نظر می گیریم

                                               
1 -Component Seperation

2 -Alturi

3 -Nishioka

4 -Morakami

5 Takemoto

=ଵᇱ଴ܬ  )4-29( ଵூᇱܬ + ଵூூᇱܬ
  

=ଶᇱ଴ܬ  )4-30( ଶூூூᇱܬ + ଶூூூᇱܬ
  

ெܭ  )4-31( = ±ට ଶఓ
஺಺(஼) ଵெᇱܬ ܯ) = ,ܫ   (ܫܫ

)4-32(  

ଵெᇱܬ = ∫ ൤(ܹெ + ெܶ) ௜݊଴− ௜ெݐ డ௨೔ಾడ௫భబ൨݀ +ܵ ∫ ൤̅ݐ௜ெ డ௨೔ಾడ௫భబ൨௰ച ݀ܵ௰ +
∫ ൤ݑ̈ߩ௜ெ డ௨೔ಾడ௫భబ− ௜ெݑ̇ߩ డ௨೔ಾడ௫భబ൨௏ି ௏ച ܸ݀  
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برابـر   Iبستگی به شدت تنش دینامیکی و سرعت ترك دارد و براي مود خالص  Aکه در آن ثابت 

  .انجام شده [67]بحث هاي متعددي راجع به این ثابت در مرجع . صفر می باشد

0حال فاصله مشخصه  < >ݎ Aرا طوري در نظر می گیریم که ترم  ߜ √r⁄     در ایـن فاصـله تـرم

این فاصله طوري می باشد که می توان ترك را در آن خط مستقیمی در نظـر گرفـت کـه    . غالب باشد

به صورت زیر قابـل بازنویسـی    J୩ᇱدر این حالت انتگرال . زاویه نرمال بر ترك در طول آن ثابت است

  :می باشد

−Γୡبرابر  Γୡబکه مسیر  δ است که در واقع ناحیه نوك ترك را در بر ندارد.

Jሚሚଶᇱ଴اگر از المانهاي غیر تکینه براي مدلسازي نوك ترك استفاده شود، مقدار انتگرال
Jଶᇱ଴و همچنین(

Jଵᇱ଴به صورت دقیق قابل محاسبه نخواهد بود ولی در هر صورت می توان انتظار داشت که مقدار )
از  

، بـه  59-4در مختصات کلی و استفاده از تبـدیل  Jᇱحتی با استفاده از محاسبه انتگرالهاي این راه حل

  :صورت دقیق قابل حصول باشد

می  60-4در  29-4و محاسبه آن از طریق جایگذاري  60-4ولی با تعریف نسبت گاما به صورت 

Jଶᇱ଴توان مقدار 
  .را نیز به صورت دقیق تر بدست آورد 

)4-33(  (ܹ + −ା(ܭ (ܹ + ି(ܭ = ஺
√௥+ (଴ݎܱ) + ൫ܱݎଵ ଶ⁄ ൯+ ⋯  

=ሚ௞ᇱܬ  )4-34( ∫ (ൣܹ + (ܭ ௞݊− ௜,௞൧௰ା௰೎బݑ௜ݐ ݀ +ܵ ∫ −௜,௞ݑ௜ݑ̈ߩൣ ௜,௞൧௏೨ݑ௜̇ݑ̇ߩ ܸ݀  

=ሚሚ௞ᇱܬ  )4-35( ∫ [(ܹ + −ା(ܭ (ܹ + (ܭ ]ିఋ଴ ௞݊ା݀ ܵ  

=ଵᇱ଴ܬ  )4-36( =ܩ ଵᇱcosܬ +଴ߠ ଶᇱsinܬ   ଴ߠ

=ߛ  )4-37(   ⁄ଶᇱ଴ܬଵᇱ଴ܬ
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  :که در آن

کـه در روش مسـتقیم    38-4و  37-3و جایگذاري آنها در فرمولهاي  62-4تا  60-4با استفاده از 

  :را به صورت زیر بیان کرد K୍୍و  K୍ارائه شد می توان 

  .بدست خواهد آمد δ୍୍و  δ୍به صورت اتوماتیک از  K୍୍و  K୍علامتدیده می شود که 

شایان ذکر است با اینکه تمامی انتگرالهاي مورد استفاده در این بخش همگی از لحاظ فرمـولی بـه   

صورت انتگرالهاي روي خط بیان شده اند، و با توجه به مشکلات اسـتفاده از ایـن نـوع انتگرالهـا در     

ء محدود، می توان همگی آنها را همانند آنچه در بخش قبل گفته شدروشهاي عددي مثل اجزا
1

تبدیل 

  .به انتگرالهاي روي سطح نموده و از نتایج آنها در هر پروسه استفاده کرد

دست آخر لازم به ذکر است که در مثالهاي عددي انجام شده در این تحقیق از روش جدا سـازي  

  .نامیکی استفاده به عمل آمدهمتغییر ها براي محاسبه ضریب شدت تنش دی

  

  

                                               
1 -EDI(Equivalent Domain Integral)

=ߛ  )4-38( ܫܣ)ܫܸܣ2− ⁄ߙ   (ܫܫܣߙ+

=ߙ  )4-39( =ܫܭܫܫܭ 1ߚܫܫߜ ൫2ߚܫߜ൯⁄⁄  

=ூܭ  )4-40( ூ൜ߜ ଶఓ௃భᇲబఉమ஺಺൫ఋ಺మఉమାఋ಺಺మఉభ൯ൠଵ ଶ⁄
  

=ூூܭ  )4-41( ூூ൜ߜ ଶఓ௃భᇲబఉభ஺಺಺൫ఋ಺మఉమାఋ಺಺మఉభ൯ൠଵ ଶ⁄
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     5فصل

  عددي مثالهاينمونه           
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مسائل دینامیکی براي ترك ثابت -1- 5

پایـداري تـرك   ها پردازیم که در آنهایی از تحلیل دینامیکی ترك میدر این بخش به بررسی مثال

هاي حل شـده در ایـن بخـش بـا     نتایج مثال. رشد ترك در نظر گرفته نمی شودبررسی می شود ولی 

گردد و تأثیر شرایط مختلف اجزاي محـدود مـورد   ها مقایسه میهاي بدست آمده از سایر روشپاسخ

  .گیردبررسی قرار می

همانطور که در بخشهاي قبل ذکر شد براي این گونه مسائل از توابع غنی سـازي اسـتاتیکی بـراي    

4/1ن روش نیومارك را بعنوان روش انتگرال گیري در زمان با همچنی. ارتقا حل استفاده می شود =

2/1و    .گیریمیدر نظر م =

.در مورد هر مثال نتایج حاصله با نتایج منابع دیگر و حل هاي دقیق مقایسه شده است

  )ايخمش سه نقطهآزمایش (در کنارة آن تحت اثر بار متمرکز یتیر با ترک- 1-1- 5

-پردازیم که تحت بار پلهاي تیرهاي همسانگرد میدر این مثال به بررسی آزمایش خمش سه نقطه

.قرار دارند 1-5اي مانند شکل 
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m0/1آنضـخامت   و m04/0، طـول دهانـه برابـر    m055/0آن، طـول  m01/0برابر تیرارتفاع 

مشخصات مصالح بکار رفتـه در تیـر بـه    . استدر نظر گرفته شده  m005/0و طول ترك برابر است 

  :شرح زیر است 

E = 200 GPa, ߭= 0.3,  = 7860 kg/mଷ  

  

  ي بارگذاري تیرشکل هندسی و نحوه.1-5شکل

و  lصـورت یـک بـار خطـی بـه طـول       باشد که بهمی N1همچنین بزرگی بار اعمالی به تیر برابر 

  .گردددر مدل اجزاي محدود اعمال می l/1بزرگی 

نتایج تحلیلی بدست آمده توسط کیشیموتو
1
اول ضرایب شدت تـنش  براي مود] 68[و همکاران  

  :باشداستاتیکی به صورت زیر می

)5-1(  KI
static=

6.S.F

4BW2 √πaψቀa

W
ቁ  

:گرددبه صورت زیر تعریف میψبزرگی بار متمرکز بوده و تابع  Fآن  که در

߰ቀܹܽቁ= 1.090 − 1.735 ቀܹܽቁ+ 8.2 ቀܹܽቁ2 − 14.18 ቀܹܽቁ3 + 14.57 ቀܹܽቁ4
  

                                               
1 Kishimoto

a

lσ

S

L

W
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:که در اینصورت براي مشخصات داده شده خواهیم داشت

KI
static = 106.0733 MPa√m

از آنجائی که ترك در وسط تیر قرار دارد و هندسه مسئله یعنی محل بار گذاري و تکیـه گـاه هـا     

طوري هستند که نمی توان از مش بندي یکنواخت استفاده کرد براي تحلیل از سـه نـوع مـش بنـدي     

استفاده شده که اولی و سومی تقریبا یکنواخت و دومی غیر یکنواخت بوده و مشخصات آنهـا مطـابق   

ارزیابی تاثیر گام زمانی، از سه گام زمانی مختلف اسـتفاده شـده    يهمچنین برا. می باشد 1-6دول ج

در مـورد  . باشـد میمیکرو ثانیه 265سازي برابر کل زمان مدلمیکرو ثانیه و 8و  5/2، 5که عبارتند از 

انتخـاب شـده    3/0ابـر  ، برܽ/ௗݎگیري به طـول تـرك،  نیز، نسبت شعاع مسیر انتگرال ܬبرآورد انتگرال 

  . است

هاي معمولی استفاده شده، در حالیکـه  براي المان 2×2گیري عددي، از قانون گاوسی براي انتگرال

نـوك   يحاو يالمانها يترك از چهار زیر مثلث با سه نقطه انتگرال گیري و برا يحاو يالمانها يبرا

سـازي  کل زمـان مـدل  . است به عمل آمده ترك از دوازده زیر مثلث با سه نقطه انتگرال گیري استفاده

  .باشدمیکرو ثانیه می 265برابر 

حـول جـواب    2نشان داده شده، انتظار می رود جـواب دینـامیکی بـا ضـریب     ] 69[آنگونه که در 

.استاتیکی مسئله نوسان داشته باشد

اسـتاتیکی  شود، جواب هاي دینامیکی مسئله بـه دور جـواب   دیده می 2-5همانگونه که در شکل 

  .کند ولی هر چه مش بندي ریز تر و یکنواخت تر می شود جواب ها دقیق تر خواهند شدنوسان می

کنتورهاي تنش و تغییر مکان براي حالت استاتیکی و نیز شکل تغییر یافته تیـر بـا بـزرگ    در ادامه

.اند نمائی به همراه کنتورهاي تنش و تغییر مکان در زمان هاي مختلف آورده شده
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! ! ! !! -!:!! !!!! !!! ! ! !!! !!! !!! !! !! ! !!!! !  

تعداد المان Xترتیب المان ها در جهت   Yترتیب المان ها در جهت 

  ها

شماره 

  (mm)بازه  تعداد المان(mm)بازه  تعداد المان  مش بندي

8  10 -0  

18  27–0  

7×38  

)296(  

1  1  28 -27  

18  55 -28  

  

20  7 -0  

26  19.5 -0  

26×85  

)2210(  

2  

15  27–19.5  

3  28 -27  

6  10 -7  

15  47.5 -28  

26  55–47.5  

  

تعداد المان Xترتیب المان ها در جهت   Yترتیب المان ها در جهت 

  ها

شماره 

  (mm)بازه  تعداد المان(mm)بازه  تعداد المان  مش بندي
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23  10 -0  

54  27 -0  

23×111  

)2553(  

3  
3  28 -27  

54  55 -28  

  

  

  

  

  

ࢤ࢚در برابر زمان برايتغییرات نسبت ضریب شدت تنش دینامیکی به ضریب شدت تنش استاتیکی.2-5شکل = ૡ࢙ࣆ  
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  3براي مش بندي شماره ضریب شدت تنش استاتیکیتغییرات نسبت ضریب شدت تنش دینامیکی به.3-5شکل
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کنتور تغییر مکان در حالت استاتیکی) ب   شکل تغییر یافته در حالت استاتیکی) الف

 (Mpa)در حالت استاتیکی σ୶୶کنتور تنش ) پ

 (Mpa)در حالت استاتیکی σ௬௬کنتور تنش ) ت

  بارگذاري استاتیکی يکنتورهاي تنش و تغییر مکان برا.4-5شکل
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=ݐ 2.5 ݏߤ =ݐ 50 ݏߤ

=ݐ 100 ݏߤ =ݐ 150 ݏߤ

=ݐ 200 ݏߤ =ݐ 250 ݏߤ
  20، با بزرگنمایی تغییر شکل تیر در زمانهاي مختلف.5-5شکل

=ݐ 2.5 ݏߤ =ݐ 50 ݏߤ

=ݐ 100 ݏߤ =ݐ 150 ݏߤ

=ݐ 200 ݏߤ =ݐ 250 ݏߤ
  20، با بزرگنمایی کنتور تغییر شکل تیر در زمانهاي مختلف.6-5شکل
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=ݐ 50 ݏߤ

=ݐ 150 ݏߤ

=ݐ 250 ݏߤ
࢟࣌کنتور تنش .7-5شکل   20، با بزرگنمایی (Mpa)تیر در زمانهاي مختلف ࢟
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=ݐ 50 ݏߤ

=ݐ 150 ݏߤ

=ݐ 250 ݏߤ
࢞࣌کنتور تنش .8-5شکل   20، با بزرگنمایی (MPa)تیر در زمانهاي مختلف ࢞
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تنش کششی دینامیکیاثر در کنارة آن زیر یبا ترکنیمه نامحدود ورق - 1-2- 5

توسط ] 17[بعنوان مثالی دیگر ترك نیمه نامحدودي را در صفحه نامحدود، که حل تحلیلی آن در 

فراند
1

از آنجائی که براي مدلسازي بایـد هندسـه محـدودي را در نظـر     . ارائه شده، در نظر می گیریم 

  .ر ضمنی در تحلیل وارد کنیمبگیریم، باید شرایط مرزهاي بی نهایت را به طو

موج . در نظر می گیریم 9-5همانند شکل  5را با ترك لبه اي به طول  10×4از اینرو ورقی با ابعاد 

کششی با برخورد به لبه پائین ورق منعکس شده و دوباره به سـمت تـرك    يتنش حاصل از بار پله ا

حرکت خواهد کرد، ولی در واقعیت به علت نا محدود بودن ورق این اتفاق نمی افتد لذا بایـد زمـان   

tمدلسازي را به  = 3τୡ محدود کنیم، کهτୡ     زمان رسیدن موج به لبه ترك بـراي اولـین بـار اسـت و

=τୡبرابر است با  H Cୢ⁄  کهCୢ برابر سرعت موج طولی در محیط می باشد.

هاي زمانی مختلـف   استفاده شده و نتایج حاصل از گام 30Χ60براي مدلسازي این مسئله از مش 

                                               
1 -Freund

  

  هندسه مسئله.9-5شکل

2H
a

L

σ(t)=σ0H(t)
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بـه   Jگیري براي انتگرال همچنین نسبت هاي مختلفی از شعاع دامنه انتگرال. در نظر گرفته شده است

  . است، آزمایش گردیده ܽ/ௗݎ، Jطول ترك براي محاسبه انتگرال 

ضریب شدت تنش دینامیکی بدست آمده براي این مسئله که توسط فراند ارائه شـده بـه صـورت    

:زیر است

,̇ܽ)ூௗ௬௡ܭ   (ݐ = ଶఙబଵି జට஼೏(௧ି ఛ೎)(ଵି ଶజ)
గ  

  .مطابق آنچه گفته شد زمان رسیدن موج طولی به نوك ترك است τୡکه در آن 

نتایج نرمال شده حاصل از تحلیل عددي توسط اجزاي محدود توسعه یافته بـا   هاي زیر در شکل

تغییرات ضریب شدت تـنش دینـامیکی نرمـال شـده توسـط       ها این شکل. اند مقایسه شده دقیقحل 

همانطور که دیده می شود حل . نشان می دهد τୡزمان نرمال شده توسط  را در مقابل σ଴√Hضریب 

  .ی به خوبی با یکدیگر مطابقت دارندهاي عددي حاصله و حل تحلیل

، جواب ها بیش Jمشاهده می شود، با کوچکتر شدن شعاع دامنه انتگرال گیري در محاسبه انتگرال 

این مسئله میتواند به این امر بستگی داشته باشد که در . از پیش به جواب تحلیلی نزدیک تر می شوند

وجود دارد که متشـکل از میـدان مـوج ورودي و انعکاسـی مـی       ينزدیکی نوك ترك میدان پیچیده ا

باشد، در این حالت با کوچکتر در نظر گرفتن شعاع دامنه انتگرال گیري عملاً از پیچیدگی هاي میدان 

البته در همه موارد این بحث .موجود کاسته خواهد شد و این امر موجب بهتر شدن نتایج خواهد شد

بزرگتر در براي اجتناب از محدوده غیر خطی نوك ترك  Jمحدوده انتگرال صادق نمی باشد، و اساساٌ 

  .نظر گرفته می شود



115

  

ࢊ࢘نسبت  يزمانی برا يتاثیر اندازه گام ها.10-5شکل =ࢇ ૙. ૞⁄  

  

∆، Jتاثیر شعاع دامنه انتگرال گیري در محاسبه انتگرال .11-5شکل =࢚ ૠ. ૞࢙ࣆ  
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÷

=ܜدر  ܠܠોکنتور تنش  ૚૞૙ૄکنتور تنش   ܛો࢟ ࢚=در  ࢟ ૚૞૙࢙ࣆ  

=ܜدر  ܠܠોکنتور تنش  ૝ૡૠૄکنتور تنش   ܛોܜدر  ܡܡ= ૝ૡૠૄܛ  

=ܜدر  ܠܠોکنتور تنش ૟ૠ૞ૄکنتور تنش   ܛોܜدر  ܡܡ= ૟ૠ૞ૄܛ  

=ܜشکل تغییر یافته در  ૟ૠ૞ૄܜکنتور تغییر مکان در   ܛ= ૟ૠ૞ૄܛ  

ો࢞هاي  تنشهاي کنتور.12-5شکل ો࢟و  ࢞ قبل، بعد و در هنگام برخورد موج صفحه اي به ترك به همراه کنتور تغییر مکان و  ࢟

  در گام زمانی آخر هندسه تغییر یافته ترك
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یکشش يهادر مرکز ورق، تحت اثر تنش یسانگرد با ترکهمیک ورق -3- 5-1

یـک   يهندسـه و شـرایط مـرز    13-5در شکل . قرار دارد X1به موازات محور  یدر این مثال ترک

 ياابعاد ورق ترك خورده بـه گونـه  . خورده زیر اثر تنش یکنواخت نشان داده شده استصفحۀ ترك

 GPa 0.4 یبه بزرگ یکشش يتحت بارگذار این ورقه. باشدیم mm 40= a2و = mm 20hاست که 

. گـردد یدر دو سـمت بـالا و پـایین آن اعمـال م ـ     نسبت بـه زمـان   ياباشد که به صورت تابع پلهیم

  .دباشیرفته در مسئله به صورت زیر ممشخصات مصالح بکار

= ܧ  200 Gpa,       ܩ= 76.9 Gpa,      ߥ =  0.3,              =  5000 ݇ /݃ ଷ݉
هندسه و بارگذاري متقارن مسئله، می توان فقط نیمه سمت راسـت قطعـه را در بـراي     با توجه به

.این امر با جلوگیري از تغییر مکان لبه سمت چپ قطعه حاصل شده است. مدل سازي در نظر گرفت

  

  هندسه مسئله.13-5شکل

(ݐ)ߪ = (ݐ)ܪ଴ߪ

(ݐ)ߪ = (ݐ)ܪ଴ߪ
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t∆برابر  یزمان يهاامگ = 0.25 μsبـه   يگیـر نسبت شعاع مسیر انتگـرال  و انددر نظر گرفته شده

rୢطول ترك، a⁄ با توجـه بـه   محدود مساله، يساختن مدل اجزا يبرا. است انتخاب شده 4/0، برابر

هندسه و بارگذاري متقارن مسئله، می توان فقط نیمه سمت راست قطعه را در براي مـدل سـازي در   

براي مدلسازي . این امر با جلوگیري از تغییر مکان لبه سمت چپ قطعه حاصل شده است.نظر گرفت

  .استفاده شده است ،5-2، مطابق شکل یلمان چهار گرها 11×23با  يدبناز یک مش

  Jوارد شده در محاسبات انتگرال  يمش بندي و المان ها.14-5شکل

  

مقـادیر   محاسبه گشـته و  جداسازي متغییرهاپس از تحلیل ضریب شدت تنش با استفاده از روش 

 مشاهده می شود. شده استمقایسه 15-5در شکل ،[70]توسط چن  آمدهنتایج بدستبا آمده بدست



119

تـوان بـه   یدارد و اختلاف موجود را نیز م ـ یقابل قبول بسیار یآمده از دو روش همخواننتایج بدست

روش  ياز مزایـا . هـا دانسـت  محاسبه ضرایب شدت تنش بکـار رفتـه در ایـن روش   عددي و  روش

  . اشاره کرد]70[در مقایسه با لمانها تعداد اتوان به کم بودن یبکاررفته در این تحقیق م

)ࡼ/࢔࢟ࢊࡵࡷضریب شدت تنش دینامیکی نرمال شده توسط .15-5شکل   ࢇ࣊√࢚(

  

و  ،50×100، 40×80، 20×60، 12×24يهـا هـا از مـش  بـر جـواب   يبنـد مقایسه تأثیر مش يبرا

 % 4نشـان دهنـده حـداکثر    16-5حاصـل در شـکل   نتایج . گرددیحل مسئله استفاده م يبرا 60×120
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 يکـاربرد مناسـب اجـزا    ياین اختلاف ناچیز نشـان دهنـده  . باشدیموجود م يهااختلاف بین جواب

  . باشدیها ممحدود توسعه یافته با انواع مش

  تاثیر مش بندي بر دقت جواب ها.16-5شکل

شـروع بـه گسـترش در قطعـه      يصفحه ا کششی در بالا و پائین صفحه امواج يبا اعمال بار پله ا

پـس از  . و در نتیجه افزایش ضریب شدت تنش دینـامیکی مـی شـوند   کرده و باعت باز شدگی ترك 

 5تا  4بین (بالا و پائین همزمان به ترك و یکدیگر می رسند  ياینکه هر دو موج ساطع شده از لبه ها

ش ضریب شدت تـنش  یافزا کنند که باعث کاهش نرخ یم یگر را تا حدس خنثیو همد) میکرو تانیه
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نکه بـه  یتا قبل از از ترك عبور کردند یگر و نیکدیاز  ینکه دو موج کششیپس از ا. شود یدینامیکی م

نکه بـه  یابد تا اییش میه افزایب ضریب شدت تنش دینامیکی با همان نرخ اولیلبه مخالف برسند ضر

ن هنگـام ضـریب   ی ـدر ا. خواهد کـرد  يده و شروع به انعکاس به صورت موج فشاریلبه مخالف رس

 ین امواج باعث بسته شدن ترك و حتیکه ایشدت تنش دینامیکی شروع به کاهش خواهد کرد تا جائ

 ـا. خواهـد شـد  ) باشد یک تماس میکه خود به علت در نظر نگرفتن مکان(ترك دو لبه  یتو رفتگ ن ی

کدیگر شده و با توجه بـه اینکـه در   تغییر مکان نسبی دو لبه ترك نسبت به یشدن  یانگر منفیده بیپد

شود  یر مکان در محاسبه ضریب شدت تنش دینامیکی استفاده میین تغیروش جداسازي متغییرها از ا

شـود،   ین روش محسوب میا ياز ضعف ها یکین امر یلذا ا. شود یب مین ضریعث منفی شدن ابا

ضـریب شـدت تـنش کـه      ندارد و اصولاً یمعن یک شکست ضریب شدت تنش منفیچرا که در مکان

ترك  ياز تنش بودن لبه ها يبه علت عار نوع تکینگی میدان اطراف نوك ترك می باشد،نشان دهنده 

گر به هنگام یکدیترك در تماس با  يحال آنکه لبه ها. شود یبه هنگام قرار گرفتن در  کشش ظاهر م

دار ی ـدر اطـراف نـوك تـرك پد    ينـه ا یدان تکی ـچ میاز تنش نبوده و ه يقرار گرفتن تحت فشار عار

  .نخواهد شد

  .در زمان هاي مختلف براي قطعه مورد نظر نشان داده شده  σ୷୷کنتورهاي تنش  17-5در شکل 
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=ݐ 0.25 ݏߤ =ݐ 2.25 ݏߤ

=ݐ 4.75 ݏߤ =ݐ 7.25 ݏߤ

=ݐ 9.75 ݏߤ =ݐ 11 ݏߤ
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=ݐ 11.5 ݏߤ =ݐ 12 ݏߤ

=ݐ 12.5 ݏߤ =ݐ 14.75 ݏߤ
࢞࣌کنتور تنش .17-5شکل   در زمان هاي مختلف ࢞

مسائل دینامیکی براي ترك در حال گسترش-2- 5

ها رشـد تـرك در   پردازیم که در آنهایی از تحلیل دینامیکی ترك میدر این بخش به بررسی مثال

هـا  هاي بدست آمده از سایر روشبخش با پاسخ هاي حل شده در ایننتایج مثال. نظر گرفته می شود

.گیردگردد و تأثیر شرایط مختلف اجزاي محدود مورد بررسی قرار میمقایسه می



124

چند مسئله به طور همزمان در نظر گرفته شـود کـه عبارتنـد از    براي گسترش ترك در محیط باید

پیشـنهاد مـایگري  بـر اسـاس    در اینجـا  .گسترش، سرعت و راسـتاي گسـترش تـرك    زمان شروع
1

و  

خواهد بود که در واقع راسـتایی   θୡفرض بر اینستکه جهت گسترش ترك در راستاي  [71]همکاران

  :از رابطه زیر به دست خواهد آمدو  است که در آن ماکزیمم تنش محیطی رخ خواهد داد

=௖ߠ  )5-2( ݎܿܣ2 ݐܽ ݊ቊଵ
ସቆ௄಺௄಺಺− ݏ݅ ටቀ௄಺௄಺಺ቁ(ூூܭ)݊݃

ଶ+ 8ቇቋ݂݅ ≠ூூܭ 0
در حـالتی کـه بارگـذاري    ، صرف نظر می شـود و  )منفی K୍( که در آن از اثرات بسته شدن ترك 

ــکل     ــر شـ ــود تغییـ ــه مـ ــد کـ ــوري باشـ ــرك طـ ــالص  تـ ــود خـ ــط مـ ــوع اول فقـ ــدنـ ،باشـ

θୡ=   .خواهد بود 0

اد شدن انرژي بحرانی براي آنکه ترك شروع به گسترش کند، باید نرخ آزاد شدن انرژي از نرخ آز

ترك زمانی رخ خواهد داد ه می توان آنرا به اینصورت نیز بیان نمود که شروع گسترش بیشتر باشد، ک

از حـدي کـه آنـرا سـختی     ، (∗K)ب شدت تنش دینامیکی در راستاي تنش محیطی ماکزیمم ضریکه  

K)دینامیکی ୈ୍) ایندو ضریب از روابط زیر قابل حصول خواهند بود. می نامند بیشتر شود:  

∗ܭ  )5-3( = ×ଷቀఏ೎ଶቁݏܿ݋ 〈ூௗ௬௡ܭ〉 − ଷ
ଶܿ ݏቀఏ೎ଶቁ݅ݏ݋ (௖ߠ݊) × 〈ூூௗ௬௡ܭ〉

(̇ܽ)ூ஽ܭ  )5-4( = ௄భ೏
ଵି ೌ̇಴ೃ

 سـرعت گسـترش تـرك    ȧو همان سختی اولیه Kଵୢبرابر سرعت موج رایلی، Cୖ،3-5در رابطه 

  :که از رابطه زیر بدست می آیدباشد می

)5-5(  ܽ̇= ோቀ1ܥ − ௄భ೏௄∗ ቁ

                                               
1 Maigre
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از توابـع غنـی سـازي    هم می تـوان  ذکر شد براي این گونه مسائل  4-3-3همانطور که در بخش 

همچنین . کردبراي ارتقا حل استفاده  و هم از توابع غنی سازي پیشنهاد شده در همان بخش استاتیکی

  .گیریمدر نظر می =2/1αو  =4/1βروش نیومارك را بعنوان روش انتگرال گیري در زمان با 

.با نتایج منابع دیگر و حل هاي دقیق مقایسه شده استدر مورد هر مثال نتایج حاصله 

هاي کششی که با گذشت زمان گسترش یک ورق با ترکی در کنارة آن زیر اثر تنش- 2-1- 5

  یابدمی

کنیم یک ورق همسانگرد با ابعاد در این مثال فرض می
2m4Χ10   و طول ترك برابـرm5   تحـت

نسبت به زمان در سـمت بـالاي خـود قـرار      ايبه صورت تابع پله Mpa500بارگذاري کششی برابر 

:خصوصیات مصالح براي این ورق به صورت زیر تعریف شده است. دارد

ܧ = 211 ܽ,݌ܩ ݒ
t∆زمـانی برابـر    استفاده شده و گام 80×40براي مدلسازي این مسئله از مش  = 7.5 μs   در نظـر

-5شکل . (استانتخاب گردیده m15/0گیري ، برابرهمچنین شعاع مسیر انتگرال. گرفته شده است

18(  

 باشـد و در نتیجـه  شدت تنش مود دوم برابر صفر مـی در این مسئله فرض بر آن است که ضریب 

لیلـی ایـن   پاسـخ تح . یابـد توان این فرض را انجام داد که ترك بر روي محور تقارن گسترش مـی می

:ارائه شده است 5-5به صورت ] 18[مسئله توسط فراند 
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ي بارگذاري ورقشکل هندسی و نحوه.18-5شکل

زمان رسیدن موج ناشی از بارگذاري به نوك ترك است و برابر  t0که در این رابطه 
ு
஼೏ براي . است

 ثابت است، سـپس  ترك فرض می شود ابتدا[72]همانند مقایسه نتایج حاصل از تحلیل با این پاسخ،

پس از گذشت زمان
ு
஼೏5/1با سرعتm/s 1500 نتـایج   19-5در شـکل  . کنـد شروع به گسترش مـی

ܪ√௢ߪدینامیکی توسط ضـریب   شدت تنشکه در آن ضریب حاصل از تحلیل نشان داده شده است، 
=௖ݐتوسط ضریب و زمان  ு

஼೏ نرمال شده اند.  

,̇ܽ)ூௗ௬௡ܭ  )5-6( (ݐ = ଶఙబଵି జට஼೏(௧ି ௧బ)(ଵି ଶజ)
గ

ଵି ௔̇ ஼ೃ⁄
ଵି ௔̇ ଶ஼ೃ⁄

  

این نتیجه در تطابق . حاصله به دور جواب تحلیلی نوسان می کند ههمانطور که دیده می شود نتیج

کامل با نتایج بدست آمده توسط الگودج
1
و نیز منولارد ]72[و همکاران  

2
  .می باشد [73]و همکاران 

  

  

  

                                               
1 Elguedj
2 Menouillard

2H
a

L

σ(t)=σ0H(t)
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  براي ترك در حال گسترش ضریب شدت تنش دینامیکی نرمال شده.19-5شکل
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     6فصل

گیري و پیشنهادها نتیجه
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سـازي   در شـبیه ) XFEM(یافتـه   نامه، بررسی عملکرد روش اجزاي محدود توسعه هدف این پایان

مسائل دینامیکی اندرکنش موج و ترك، با شروع از مسـائل مکانیـک شکسـت محـیط همسـانگرد و      

. بیـان شـد   همسـانگرد بدین منظور، ابتدا به طور خلاصه روابط موجود در مواد . . کشسان بوده است

در فصل . دهاي اطراف ترك مطالبی گفته شسپس کمی در مورد مکانیک شکست و به ویژه تغییرمکان

-پس از آن در مـورد نحـوة پیـاده   . بعد تئوري روش اجزاي محدود در سه حالت ترك شرح داده شد

سازي عددي روش بحث شد و در ضمن نکاتی در مـورد محاسـبۀ ضـرایب شـدت تـنش در قالـب       

در نهایت هـم چنـدین مثـال عـددي بـراي ارزیـابی روش پیشـنهادي بـا         . اجزاي محدود بیان گردید

  .هاي مرزي آورده شداول و به خصوص روش اجزاي محدود متداول و المانروشهاي متد

نامه سعی شد تا روش اجزاي محدود توسـعه یافتـه را کـه ترکیبـی از روش اجـزاي      در این پایان

بندي واحد است در تحلیل دینـامیکی محـیط دوسـانگرد بـراي تـرك      محدود کلاسیک و روش پیکره

ساز مورد نیاز جهـت  حاصل این کار ارایۀ توابع غنی. ر گرفته شودساکن و ترك گسترش یابنده به کا

رسد که تمامی پارامترهـاي  که تاکنون به نظر نمی. سانگرد بودهممدلسازي ترك رشد کننده در محیط 

هایی که در فصل بر اساس مثال. مورد نیاز براي این کار در یک مجموعۀ واحد جمع آوري شده باشد

-رایه شده داراي سرعت همگرایی بالاتر و یکنواختی بیشتري نسبت به روشپنجم آورده شد روش ا

هاي تحلیل شـده ایـن روش   در ضمن در نمونه. هاي مرزي استهاي اجزاي محدود متداول و المان

کند که این برابر کمتر از درجات آزادي استفاده می 5/2نسبت به روش اجزاي محدود متداول حداقل 

علاوه بر آن باید متذکر شد کـه در روش اجـزاي   . سرعت بالاتر این روش باشدتواند گویاي خود می

توان در تحلیـل  ها میمحدود توسعه یافته از یک مش اجزاي محدود بدون هیچگونه تغییري در المان

  ]. [.هاي مختلف قرارگیري ترك استفاده کردحالت
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ارائه پیشنهادات

سـازي مسـائل    بلیـت وارد شـدن در حـوزه شـبیه    یافتـه، همچنـان قا   روش اجزاي محدود توسـعه 

  .جدیدتري را داراست

هاي زیادي در رویکرد تحلیلـی حـل    در حوزه مسائل مکانیک شکست و مکانیک تماس، شباهت

  .مسائل وجود دارد

سازي خارجی و محلی یافته یا هر روش دیگري که از غنی یک نیاز روش اجزاي محدود توسعه
1

 

هـا در نقـاط یکـه حاضـر در مسـائل       کند، اطلاع از فرم جـواب  استفاده می بندي واحد در بستر پیکره

  . هاي ناپیوسته است مکانیک محیط

یافته در مسائل حوزه مکانیک شکسـت و   در راستاي گسترش کاربرد روش اجزاي محدود توسعه

  :شود مکانیک تماس پیشنهادات زیر طرح می

یافته از روش اجزاي محدود توسعهشکل اجسام با استفاده  بررسی تماس سطوح غیرهم

XFEMمدلسازي برخورد اجسام در محیط سیال با روش 

هاي بزرگ یافته براي تغییرشکل هاي روش اجزاي محدود توسعه بندي بدست آوردن فرمول

هاي رفتاري مختلف پلاستیسیته براي مواد در مدلسازي تماس توسـط اجـزاي    در نظر گرفتن مدل

  یافته محدود توسعه

! !! !!!!!! !! !!!! ! !! ! !! !! !!! ! !! !! !! !!!!!! ! !! ! !!!!!! !! !!!!! ! !!! ! !!! !!.

!! !! !!! ! ! ! !! ! ! !! ! ! ! !! ! !!! ! !!!!!!!š ! ! ! !! !!! !!! ! !!!!!! !!.

! ! !!!! ! !! !! !!! !!! ! ! !! ! !! !.

                                               
1- Local extrinsic enrichment
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!! !!! ! !! ! !!! !! ! ! !! !!!!! ! ! !!! !!.

!! ! !!! ! ! !!!! !! !!!!!! ! !!! ! !! !! !!! !!! ! ! !! ! ! ! !.  
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