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سپاس خداوند مهربان را که رحمتش سراسر زندگيم را پر کرده و هميشه بيشتر 
 باشم به من عنايت کرده و بيشتر از تلاشي که کردم به از آنچه مستحق آن

  .خاطر مهربانيش نتيجه گرفتم
با تشکر از آقاي دکتر محمدي که مرا در به سرانجام رساندن اين پايان نامه 

همچنين به خاطر راهنمايي هاي ايشان در طول سالهاي تحصيلم . ياري کردند
  . بيشتر من شده استدر دانشگاه که هميشه باعث پيشرفت و موفقيت 

ازآقايان تقدس و محمود زاده هم تشکر مي کنم که نتايج تحقيقاتشان را در 
 .اختيارم قرار دادند

 
 
 
 
 

  
  
 
 
 
 
 
 
 

  



 

  

  چکيده 
  

همزمان با پيشرفت سريع فن آوري کامپيوتر و اطلاعات، روشهاي عددي مورد استفاده براي حل 

دسته جديدي از اين روشها، روشهاي .  اندمسائل علمي و مهندسي نيز توسعه چشمگيري يافته

بدون المان نام دارند که ويژگي بارز آنها استفاده از شبکه  دلخواهي از نقاط گرهي بدون نياز به 

يکي از جديدترين روشهاي بدون المان، روش نقاط محدود . تشکيل شبکه اي از المان مي باشد

، ارضاي مستقيم معادلات حاکم و المانون وجه تمايز اين روش از ساير روشهاي بد. نام دارد

شرايط مرزي در هر نقطه مي باشد که اين ويژگي باعث افزايش قابل توجهي در کارآيي و 

  .انعطاف پذيري اين روش گرديده است

 که تا کنون با ته استهدف اصلي اين تحقيق کاربرد روش نقاط محدود در مسائل الاستيسي

 از جمله مسائل صفحات خمشي، صفحات خمشي محوري و ،هاستفاده از اين روش حل نگرديد

  .صفحات با تغيير شکلهاي بزرگ

براي مثال در ارضاي شرايط مرزي و درونيابي، روش نقاط محدود همچنين بهبودسازي و اصلاح 

  .براي بدست آوردن جوابهاي دقيقتر از ديگر هدفهاي اين تحقيق مي باشد

قاط محدود با نتايج موجود روشهاي اجزا محدود، بدون و در آخر نتايج عددي حاصل از روش ن

.المان گالرکين و تفاوتهاي محدود در حل مساله انتشار مقايسه گرديده است



  فهرست مطالب

 

 

  فهرست مطالب

  

  ۱........................................................................................................................................... مقدمه-۱

  ۳............................................................................................اي از روشهاي بدون المان تاريخچه- ۱- ۱

  ۵.................................................خلاصه اي از تحقيقات انجام شده در زمينه روش نقاط محدود- ۲- ۱

  

  ۹............................................................................درونيابي توابع به روش حداقل مربعات -۲

 ۹.............................................................................................................سري تيلور محدود شده - ۱- ۲

 ۱۰................................................................................(LSQ)روش حداقل مربعات استاندارد  - ۲- ۲

  ۱۱.....................................................................................(WLS) روش حداقل مربعات وزني - ۳- ۲

  ۱۳.................................................................................. (MLS)ربعات متحرک روش حداقل م- ۴- ۲

  ۱۵................................................................................. روش حداقل مربعات متحرک مقيد شده- ۵- ۲

 
  ۱۹................................................................................................................. روش نقاط محدود-۳

  ۱۹................................................... حل عددي معادلات ديفرانسيل به کمک روش نقاط محدود- ۱- ۳

 ۲۱............................................................................................... ويژگي هاي روش نقاط محدود- ۲- ۳

  ۲۲............................................................................................................................. مسائل نمونه- ۳- ۳

  ۲۲.......................................................از روش نقاط محدود حل مسائل يک بعدي با استفاده - ۱- ۳- ۳

  ۲۵......................................................... حل مسائل دو بعدي با استفاده از روش نقاط محدود- ۲- ۳- ۳

  ۲۷.............................................................................................................................. نتيجه گيري- ۴- ۳

  

  ۲۸.......................................حل مسائل صفحه خمشي با استفاده از روش نقاط محدود -۴

  ۲۹........................................................................................................ تغيير مکان-  روابط کرنش- ۱- ۴

  ۳۰................................................................................................................... روابط تنش کرنش- ۲- ۴

  ۳۲............................................... ......................................... معادلات حاکم بر صفحات خمشي- ۳- ۴

  ۳۳................................................ استفاده از روش نقاط محدود در حل مسائل صفحات خمشي- ۴- ۴

  ۳۴................................................................................................. مسائل نمونه صفحات خمشي- ۵- ۴



  فهرست مطالب

 

 

  ۳۴................................... صفحه خمشي مربع شکل با تگکيه گاه مفصلي زير بار يکنواخت- ۱ -۵ - ۴

  ٤٥......................................................................... صفحه دايره اي شکل تحت بار يکنواخت - ٢- ٥- ٤

  ۴۸.....................................يره اي شکل با تکيه گاه مفصلي تحت بار افزايشي خطي صفحه دا- ۳- ۵- ۴

  ۴۹............................................................. صفحه خمشي با شکل دلخواه تحت بار يکنواخت- ۴- ۵- ۴

  

وش نقاط حل مسائل صفحات تحت بارهاي خمشي و محوري با استفاده از ر -۵

 ۵۲..............................................................................................................................................محدود
 ۵۳.............................................................. معادلات حاکم براي ورقهاي نازک با خيزهاي بزرگ- ۱- ۵

  ۵۳........................... استفاده از روش نقاط محدود در حل مسائل صفحه با تغيير شکلهاي بزرگ- ۲- ۵

 ۵۴.................................................................................... مسائل نمونه صفحات خمشي محوري- ۳- ۵

 شکل تحت بار يکنواخت عمود بر صفحه و نيروهاي داخل صفحه اي  صفحه مفصلي مربع- ۱- ۳- ۵

  ۵۴.............................................................................................................................................در لبه ها

 بار متمرکز و نيروهاي فشاري صفحه در  صفحه مربع شکل با تکيه گاه مفصلي زير اثر- ۲- ۳- ۵

  ۶۰...................................................................................................................................................ها لبه

  ۶۸................................................. بار کمانش يک صفحه مربع شکل با تکيه گاههاي مفصلي- ۳- ۳- ۵

  

 حل مسائل انتشار يون کلر در سازه هاي بتني و محاسبه عمر مفيد سازه هاي بتني -۶

  ۷۳...............................................................................................با استفاده از روش نقاط محدود

  ۷۳.................................................................................ت حاکم بر انتشار يون کلر در بتن معادلا- ۱- ۶

  ۷۴................................................ حل معادله انتشار يون کلر با استفاده از روش نقاط محدود- ۱- ۱- ۶

  ٧٥....................................................................................................... روش تفاوتهاي محدود- ٢- ١- ٦

  ۷۶............................................................................................................... روش اجزا محدود- ۳- ۱- ۶

  ٧٧...................................................................................................ن گالرکين روش بدون الما- ٤- ١- ٦

  ٧٧................................................................................................... حل تحليلي معادله انتشار - ٥- ١- ٦

  ٧٧.............................................................................................................ت يک بعدي حال- ١- ٥- ١- ٦

  ٧٨............................................................................................................... حالت دو بعدي- ٢- ٥- ١- ٦

  ۷۸....................................................................................................................... مسائل حل شده- ۲- ۶



  فهرست مطالب

 

 

  ۷۹................................................................................................................. حالت يک بعدي- ۱- ۲- ۶

  ۷۹......................................................................................................... ضريب انتشار ثابت- ۱- ۱- ۲- ۶

  ۸۲................................................................................. ضريب انتشار متغير نسبت به زمان- ۲- ۱- ۲- ۶

  ٨٥................................................................................................................... حالت دو بعدي- ٢- ٢- ٦

  ۸۵...................................................................................................... مقطع مستطيلي شکل- ۱- ۲- ۲- ۶

  ٩٢....................................................................................................... مقطع دايره اي شکل- ٢- ٢- ٢- ٦

  

  ۹۶...........................................................................................پيشنهاداتارائه  نتيجه گيري و -۷

  

  ۹۸... الگوريتم استفاده شده در حل مسائل با استفاده از روش نقاط محدود– ۱پيوست

  

  ٩٩...............................................................................................................................فهرست مراجع

  



  مقدمه- فصل اول

 

 ١

  قدمه  م-۱

  

 يستمهاي در سيکيزي فيده هاين پدي و تخمي ، مدل سازيشرفته مهندسي پيستمهاي سي طراحيبرا

اج به يده ها، احتين پدي حاکم بر ايا مشتقات پاره اي و يليفرانسيده ديچي و حل معادلات پيمهندس

 يوتها توان به روش تفاي ، مي عددين روشهاياز جمله معروفتر.  استي قدرتمندي عدديروشها

، تنها روش ي نسبتا طولاني محدود تا مدتيروش تفاوتها.  اشاره کرد ٢ و روش اجزا محدود١محدود

ن روش محدود به ياما دامنه کاربرد ا.  رفتيل به شمار ميفرانسي معادلات دي حل عدديموجود برا

معمولا . ت در دامنه آنها وجود داشيک شبکه منظم از نقاط گرهيد ي شد که امکان تولي ميمسائل

به . ر ممکن بوديا غي از نقاط دشوار و ي آن با شبکه منظميله و مرزهاأپوشش دادن کل دامنه مس

ن به يشتر، توجه محققي بيري با انعطاف پذيي به  روشهايابي و دستييهاين دشواريمنظور غلبه بر چن

ان روش ين ميااما در . دي همچون احجام محدود و روش اجزا محدود معطوف گردييتوسعه روشها

ن ، ين، قدرتمند تري از معروفتريکين روش را ي توان اي نشان داد و ميشتريت بياجزا محدود قابل

  .دي نامي حل مسائل مهندسي موجود براي عدديروشها نيکارآمدتر

 و دقت قابل قبول يي، همگراي دلخواه به لحاظ شکل هندسي با دامنه هايت کاربرد در مسائليقابل

 ي ، سادگي، کار و انرژيس سختي مانند ماتريکيزيم في ، برخوردار بودن از مفاهدود اجزا محروش

 تابع يب زدن نسبتا قوي تقريي ، توانايوتري کامپيه برنامه هاي در تهي و سهولت نسبيکاربرد تئور

 و ٣يراتيي تغيله با استفاده از روشهاأ حل مسييه نقاط واقع بر سطح المانها، توانايمجهول در کل

  ترنيي که امکان استفاده از توابع شکل با مرتبه پا٥ف شدهيل به شکل ضعيفرانسي و حل معادله د٤يوزن

 روش ياي سازد، از مزايب تابع مجهول ممکن ميل را جهت تقريفرانسيمرتبه موجود در معادله د زا

  . باشدياجزا محدود م

ک ي در مکانير خطي و غيخطل تنش ي ، تحليکينامي و ديکيروش اجزا محدود در مسائل استات

 در ي مهندسي از مسائل کاربردياريبس. الات استفاده شده استيان سيجامدات، سازه ها و جر

افته ي اجزا محدود توسعه يا روشهايو ده از روش اجزا محدود اک جامدات و سازه ها با استفيمکان

ت که باعث بروز  هم هسيي هايي نارساي دارا اجزا محدودن حال روشيابا . حل شده است

  :ن مشکلات عبارتند از ي از ايبرخ.  شودي در کاربرد آن ميمشکلات

                                                 
1 Finite Difference Method 
2 Finite Element Method 
3 Variational Method 
4 Weight Method 
5  Weak Form 
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مسائل  در يول.  باشدي از شروط لازم در روش اجزا محدود ميکي ها از المانيد شبکه ايتول - ۱

  .نه استير و پرهزيار وقت گي مرحله بسني اسه بعدي و با شکلهاي پيچيده

 يوسته است و از دقت کمتريد، نا پي آيبدست م که در روش اجزا محدود ي تنشميدان - ۲

 .برخوردار است

 تواند يم نعلت آ.  شودي مساله کم مي بزرگ ، دقت جوابهاياهر شکلييدر مسائل با تغ - ۳

د مجدد شبکه المانها در هر مرحله از ياز به توليکه نن شکل المان باشد  از نامناسب شديناش

 .ر شکل دامنه داردييتغ

استفاده از روش اجزا محدود به  ده بايچي دلخواه و پيرهايترک در مسمدل کردن انتشار  - ۴

 يش فرض براير پيک مسين المانها يمرز بمعمولا ن روش يچون در ا.  شودي انجام ميسخت

 ، ترک منطبق گردديقير حقين المانها بر مسينکه مرز بي اي و برا روديتوسعه ترک به شمار م

 . و در هر مرحله شبکه المانها مجددا توليد شود شودد مساله مرحله به مرحله انجاميبا

 قطعه کوچک با استفاده از روش اجزا محدود ياديک جسم به تعداد زي شکست يه سازيشب - ۵

 ي باشد و المانها طوريوسته مي پيالماهاه ين روش اساسا بر پايچون ا.   استيکار دشوار

 توانند با هم دچار يل المانها مک.  توانند دچار شکست شوندي شده اند که نميفرمول بند

به محاسبه  تواند يمن مساله يا.  بماننديک قطعه باقي به صورت يا همگي شوند و يفرسودگ

استفاده از روش اجزا محدود به خصوص در مسائل شکست . ر شکست منجر شودياشتباه مس

 و مشکل و پر دهيچيار پيبس يد مجدد المان در هر گام زمانياز به توليل ني به دليسه بعد

 .نه استيهز

 تا  شودي متعدد از توابع مختلف در روند حل مسائل موجب ميلزوم محاسبه انتگرال ها - ۶

 سازگار يالمانهاجاد شبکه ين روش و اي حل مساله در اينه لازم برايزمان، حافظه و هز

 .ابديش يافزا

 اجزا ي هاييدر نارسان عامل ين است که موثرتريجه گرفت اينتتوان   يآنچه از مطالب فوق م

ن مساله باعث يا.  باشدي سازگار مي از شبکه المانهايه اين روش است که بر پايمحدود، ساختار ا

  .ديايده حذف المانها از مساله به وجود بيشد که ا

 از المان ي به شبکه ايازي جلب شده است که درآنها نيين به روشهاير، توجه محققيدر چند دهه اخ

 . نامندي م١المان بدون ين روشها را روشهاي اي کلبه طور. نباشد

                                                 
1 Meshless Method 
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 از ي بر شبکه ايست و حل مساله مبتني از المان نيد شبکه اي به توليازي نالمانن و بدي در روشها

ن نقاط ي بيوستگيچگونه پي ه.ع دلخواه در سطح دامنه پراکنده شده اندي است که با توزينقاط گره

ن روشها در برابر يا.  باشدين نقاط قبل از حل مساله نميف روابط بياز به تعرين نيوجود ندارد بنابرا

ف المان ندارند در ي به تعريازيرند و چون نيار انعطاف پذيا اضافه کردن نقاط به دامنه بسيحذف و 

ا ين مزايا.  مواجه هستندي بزرگ با مشکلات کمترير شکلهاييترک، شکست و تغ حل مساله انتشار

 از يديدا کنند و بعنوان نسل جدي پي توسعه قابل توجهالمان بدون يوشهاباعث شده است که ر

  .رندين قرار بگي مورد توجه محققي عدديروشها

  . کرديم بندي توان به چهار گروه تقسي را مالمان بدون يروشها

ف شده ي محاسبه انتگرالها که از حل ضعي برايدر دامنه کل ي که از شبکه کمکييروشها - ۱

   . ١ني مثل روش بدون المان گالرک  کنندي، استفاده مبدست آمده است

ف ي حاصل از حل ضعي محاسبه انتگرالهاي براي در دامنه محلي که از شبکه کمکييروشها - ۲

 .MLPG2 کنند مانند روش يشده استفاده م

ن روشها ين اي کنند که از بيف ميا جرم مساله تعري را در حجم يي که جزء هاييروشها - ۳

 .  را نام برد SPH3 يروش جزئتوان  يم

 يداري از پاي قبلي نسبت به روشهاي ندارند ولي به شبکه بنديازيچگونه ني که هييروشها - ۴

 .٤ برخوردارند مانند روش نقاط محدوديکمتر

 ۴ و ۳ کنند و گروه يف شده حل مي مساله را به صورت ضعالمان بدون يدو دسته اول از روشها

 .ند کنيم حل ميمساله را به صورت مستق
 
 
  المان بدون ي از روشهايا خچهيتار -۱-۱

 از يد شبکه اي به توليازي بود که نيين روشهاي از اوليکي محدود با پخش نقاط منظم يروش تفاوتها

د نقاط به صورت منظم در دامنه مساله ين بود که باين روش اين مشکل اي بزرگتريالمان نداشت ول

.  شدين روش حل نمي دلخواه با استفاده از ايط مرزيرا با شکل و شي شدند و هر مساله ايپخش م

 توان از يد که مياط نامنظم ارائه گردق محدود با پخش ني موسوم به روش تفاوتهاين روشيبنابرا

ن ي در ا]۴ [ و همکارانشSnellو ] ۳ [Perrone و Palvin، ]Jenson] ۱ [ ،Girault ] ۲ که ييکارها

                                                 
1 Element Free Galerkin Method 
2 Meshless Local Petrov Galerkin Method 
3 Smoothed particle hydrodynamics 
4 Finite Point Method 
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 مناسب در روش يف توابع شکلي تعريوش حداقل مربعات برا ر .نه انجام دادند، نام برديزم

  .ارائه شد] ۶ [Krok و Orkiszو ] Liszka] ۵ و Orkisz محدود توسط يتفاوتها

ئه ا و همکارانش ارMonaghan نام دارد که توسط   SPH ي روش جزئالمان بدون ي از روشهايکي

ع ي از نقاط با توزيامنه تنها مجموعه اب تابع در هر قسمت از دي تقرين روش برايدر ا]. ۷[ديگرد

 حرکت يه سازين مانند شبي نامعي حل مسائل با مرزهايبران روش ابتدا يا. از استيدلخواه مورد ن

 يا الات به طور گستردهيک سي مسائل مکانين روش در حل عدديامروزه ا. ستارگان به کار گرفته شد

  . شودياستفاده م

 و Neyroles ابتدا توسط المان بدون ي در روشهاي تابع شکلي برااستفاده از روش حداقل مربعات

ن روش معادلات ي در ا .دندي نام١ پراکندهين روش را روش المانهايکه ا] ۸[شنهاد شد يهمکارانش پ

 ياز به شبکه کمکي محاسبه انتگرالها ني شد و براين ارضا ميحاکم بر مساله با استفاده از روش گالرک

  . بود

Belytschloکه اجزا محدود يگر مسائلين روش را در مسائل انتشار ترک و ديت اي و همکارانش مز 

ن مشهور ي روش بدون المان گالرکهتوسعه دادند که بآنرا افتند و ي در، شديدر مورد آن دچار اشکال م

که در روش ي شود در حالي ميري به طور کامل مشتق گين روش از توابع شکليدر ا.  ]۹ [است

  . شديلات صرفنظر مم جي پراکنده از برخياالمانه

Liu  و همکارانش روش  RKPM ن روش توابع شکل بکار يدر ا. ]۱۰[ ارائه دادند۱۹۹۵ را در سال

 شود که موجب ي محاسبه ميل انتگراليک نوع تبديل با استفاده از وب تابع مجهي تقريرفته شده برا

 يداريک سازه ها استفاده شده است که از پايناميدن روش در ياز ا.  گردديش زمان حل مساله ميافزا

يرشکلهاي يبراي مسائل با تغ ۲۰۰۲ن روش در سال ي ا. برخوردار استSPH نسبت به روش يبهتر

  ].۱۱ [ گرفت بزرگ مورد استفاده قرار

 Melenkو  Babuska اشاره کرد که توسط  PUM2روش  توان به ي بدون المان ميگر روشهاياز د

  .]۱۲[  شدشنهادي پ۱۹۹۷در سال 

 حل ين روش برايدر ا. ]۱۳[شنهاد شديپ Zhu و Atlura توسط ۱۹۹۸ است در سال  MLPGروش

 شود و از روش حداقل مربعات متحرک يف شده استفاده مين به شکل ضعيمساله از معادلات گالرک

 ي رويرزط ميدل و شراان روش معادلات تعيدر ا. ود شيل استفاده موب زدن تابع مجهي تقريبرا

  . شودي ارضا ميصورت محل  در نظرگرفته شده در اطراف هر گره بهيه هاير ناحيز

                                                 
1 Diffusive Finite Element Method 
2 Partiton of Uinity  Method 
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 Onate نقاط محدود اشاره کرد که توسط المانتوان به روش بدون  ي مالمانبدون  يگر روشهاياز د

م معادلات ي مستقيان روش ارضي اي اصليژگيو. ]۱۴[دي ارائه گرد۱۹۹۶ در سال و همکارانش

توان از انواع ي  توابع مجهول ميابي درونين روش برايدر ا.  باشدي مي در نقاط گرهليفرانسيد

 يب به روش حداقل مربعات وزنين روش، از تقري ايب استفاده کرد اما در نسخه اصلي تقريروشها

  . استشدهاستفاده 

  

  نه روش نقاط محدوديقات انجام شده در زمي از تحقيخلاصه ا -۱-۲

 با عنوان يي از روشهايدي شود در واقع نسخه جديان روش نقاط محدود شناخته مآنچه امروز به عنو

همانطور که قبلا اشاره شد، روش .  باشدي نامنظم مي محدود در شبکه هاي تفاوتهايروشها

 معادلات ي حل عددي تنها روش موجود براي طولاني محدود با شبکه منظم تا مدتيتفاوتها

 ين روش بر شبکه هاي کاربرد ايز براي نييکهاين مدت تکنيالبته در ا.  رفتيل به شمار ميفرانسيد

ن روش، کاربرد ي اي برايک شرط اساسيد، اما هنوز منظم بودن شبکه به عنوان يئه گردار متعامد اريغ

 موجود، وجود يگر در اغلب مسائل عملي دياز سو.  ساختيت مواجه ميآن را با محدود

 ساخت ين دامنه ها دشوار مي ايد شبکه منظم نقاط را بر رويمنه، تول داي در شکل هندسييهايدگيچيپ

 شود که دامنه آنها شکل ي محدود، منحصر به مسائلي شد که کاربرد روش تفاوتهاين امر باعث ميو ا

 محدود، محققان را بر آن يت در کاربرد روش تفاوتهاين محدوديوجود ا.  داشتي منظميهندس

 همچون روش اجزا محدود و روش احجام محدود، به يي روشهاداشت تا به موازات توسعه

  . نامنظم بپردازندي محدود در شبکه هاي کاربرد روش تفاوتهاي براي راه حليجستجو

 در ۱۹۷۲ج آن در سال ي انجام گرفت و نتاJensonنه توسط ين زمين تلاشها در اي از نخستيکي

ق با ين تحقيدر ا]. ۱[دي نامنظم منتشر گردياه  محدود در شبکهيتهاوبه عنوان روش تفا يا مقاله

 آنها به دست ير گره اي مشتقات توابع براساس مقاديب لازم براي ضرايلور دو بعديت ياستفاده از سر

 نامنظم ي توابع در شبکه هايابينه دروني در زمي اساسي از گامهايکي توان يق را مين تحقيا. آمده اند

  .به شمار آورد

 يبرا  محدوديد که در آن روش تفاوتهايمنتشر گرد Kao و Perron توسط يله ا مقا۱۹۷۴در سال 

ب تابع مجهول مانند قبل با استفاده از يق تقرين تحقيدر ا]. ۱۵[د يح گردي تشرياري اختيشبکه ها

 ي و دقت جواب، الگويين همگراين به منظور تضميهمچن.  انجام گرفته استيلور دو بعدي تيسر

 ي محدود براياما روش تفاوتها .ده استيگرد ه هر گره ارائهيب نقاط همسا انتخاي برايخاص

ن ي ايداري  ناپايعني يک اشکال اساسي ي و سرعت بالا، داراي تئورينامنظم با وجود سادگ يهاشبکه
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دا حساس يه شدي همساي جوابها نسبت به شکل شبکه و نحوه انتخاب گره هاييروش بود و همگرا

  .بود

 در ي و مقالات مختلفندمدن مشکل برآي حل اي برايافتن راهيبه بعد، محققان درصدد ن زمان ياز ا

در .  نام برد]Liszka]  ۵ ، ۱۶ و Orkisz توان از مقالات منتشر شده توسط ينه چاپ شد که مين زميا

 ن روشي ايداريه، مشکل ناپاي انتخاب نقاط همسايتا با ارئه  الگوها  شدين مقالات سعيا زاک يهر 

 يها  انتخاب گرهي برايديار جديو همکارانش مع Demokowicz ۱۹۸۴ در سال .برطرف گردد

ک شبکه نامنظم را ي محدود در ي جواب حاصل از روش تفاوتهاييه ارائه دادند که همگرايهمسا

  .]۱۷[ کردين ميتضم

. افتيد انتشار  محدويافته تفاوتهايم ي با عنوان روش تعمي مقالات۹۰ تا اوائل دهه ۱۹۸۴در فاصله 

 و Liszkaتوسط  " hpروش ابرها " به عنوان ۱۹۹۶ن دسته مقالات در سال ين مقاله از ايآخر

 ي محدود بر روي روش تفاوتهاي جنبه هايتمامن مقاله يدر ا .]۱۸ [ديهمکارانش منتشر گرد

شنهاد يه هر گره پي همساي انتخاب گره هاي براي خاصيالگو.  شده استينامنظم بررس يها شبکه

 ي گره هاين روش برايدر ا.  از روش حداقل مربعات متحرک ارائه شده استيديشده و نسخه جد

ز ي آن در جهت بردار عمود بر مرز ني مشتق سوئي تابع، مقدار گرهيواقع بر مرز علاوه بر مقدار گره

  . منظور شده استيبعنوان درجه آزاد

. ]۱۴ [افتي انتشار درباره روش نقاط محدود  و همکارانش Onate مقاله توسط و د۱۹۹۶در سال 

 ي از انواع روشهاي علاوه بر شرح مفصلکه بود يک محاسباتيمقاله اول روش نقاط محدود در مکان

 و متحرک، نحوه ساخت معادلات گسسته در يحداقل مربعات شامل حداقل مربعات استاندارد، وزن

ن يدر ا.ان شده استيالات بيک سيمکان حل مسائل ين روش برايروش نقاط محدود و معادلات ا

ن نقطه و نقطه ين ايب خط واصل بي جواب ، مشتق اول تابع در هر نقطه با شيدارسازي پايمقاله برا

ل يفرانسي به معادلات ديک جمله اضافي شود که به منزله افزودن ين ميگزيدر مجاورت آن جا يا

گر ين روش از لحاظ سرعت و دقت با ديه اجه گرفت کي توان نتين مقاله مي از ا.شدبا يمساله م

 يدقت حل مساله با استفاده از روش حداقل مربعات وزن. سه استي متداول قابل مقاي عدديروشها

ت حل نسبت به حذف، يزان حساسيافته است و ميسه با روش حداقل مربعات استاندارد بهبود يدر مقا

 در روش حداقل ي کم وليتحرک و وزنا جابجا شدن نقاط در روش حداقل مربعات مياضافه و 

  .اد استيمربعات استاندارد ز

دار شده نقاط يروش پا"  و همکارانش ارائه شد Onate توسط ۱۹۹۶ که در سال ين مقاله ايدوم

در اين مقاله از تکنيک پايدار سازي به  .]۱۹ [ نام داشت"الاتيک سيل مسائل مکاني تحليمحدود برا
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اي براي تئوري  ارائه اين تکنيک پايه. ارسازي جوابها استفاده شده بود براي پايد١روش باقيمانده

ن مقاله ي در ا . بود که يکي از قدرتمندترين روشهاي پايدارسازي مي باشد٢ تغييرات محدودبحسا

  . شده بوديدارسازي هم پايعي طبيط مرزيل حاکم بر مساله ، شرايفرانسيعلاوه بر معادلات د

ن بار کاربرد روش نقاط محدود در ي اوليافت که براي انتشار Onateتوسط  ي مقاله ا۱۹۹۹در سال 

رات يين مقاله هم از روش حساب تغيدر ا. ]۲۰ [ک جامدات مورد توجه قرار گرفتيمسائل مکان

 يعي طبيط مرزي شرايتنها برا دارسازيپا يترمهااز البته .  جوابها استفاده شديدارسازي پايمحدود برا

ت ي از اهميعي طبيط مرزي شرايدارسازيجه گرفت پاي توان نتيم  کهه استقرار گرفتمورد استفاده 

 از ي توان در مسائل عملي که ميل  برخوردار است به طوريفرانسيادلات دع نسبت به ميشتريار بيبس

   .ل صرفنظر کرديفرانسي معادلات ديرسازاديپا

رد روش نقاط محدود در حل مسائل  با عنوان کاربي و همکارانش مقاله اOnate ۲۰۰۱در سال 

و در نظر گرفتن جملات با مرتبه بالاتر  FICن مقاله با استفاده از روش يدر ا. سته منتشر کردنديالاست

و معادلات تعادل، روشي براي پايدارسازي و بالاتر  يعي طبيمرزط ي شرا معادلات دردر سري تيلور

  .]۲۱ [بردن دقت حل ارائه شده است

 در سال ييک جامدات به کمک روش نقاط محدود توسط طباطباي حل مسائل مکانيرا بينيروش نو

 واقع بر يها  در گرهيعي طبيط مرزيم شراي مستقي ارضاين روش به جايد که در اي ارائه گرد۱۳۸۰

ل يفرانسي و معادلات ديعي طبيط مرزي شرايب خطين و حاصل از ترکيگزي جايمرز از معادله ها

 تابع يابي در درونين راه حل استفاده از مختصات محلي ايهايژگيگر وياز د. ه استتعادل استفاده شد

 روش يي، بالاتر بردن دقت و همگرا٣ي ضروريط مرزيق شراي کاملا دقي باشد که موجب ارضايم

  ].۲۲ [در حل مسائل شده است

ن ي اي هايگيژز وا. ن در روش نقاط محدود استفاده کرديلاي اسپ-  از توابع ب۱۳۸۲زاده در سال يعل

 ، در فرآيند حلجهيدر نت. ش نقاط در دامنه اشاره کرديت آن به آراي توان به عدم حساسيروش م

  .]۲۳[ پديد نمي آيدب يس ضراي مانند منفرد شدن ماتريمشکلات

. شود در ادامه به معرفي انواع روشهاي درونيابي و روش نقاط محدود و بيان ويژگيهاي آن پرداخته مي

محوري و صفحات با تغيير شکلهاي بزرگ با - صفحات خمشي مسائل صفحات خمشي، چنينهم

  .گردد استفاده از روش نقاط محدود حل شده و نتايج آن با حل دقيق مقايسه مي

                                                 
1 Residual stabilization technique 
2 Finite Increment Calculus(FIC) 
3 Dirichlet Boundary 
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زا ج ا روشمساله انتشار با استفاده از روش نقاط محدود حل و با نتايج ساير روشهاي عددي ازجمله

ين و تفاوتهاي محدود مقايسه مي گردد و در نهايت الگوريتمي براي بدون المان گالرک روش محدود، 

  .گردد ارائه مي محدود روش نقاط حل مسائل با استفاده ا ز
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  ١درونيابي توابع به روش حداقل مربعات -۲

علت اصلي . روشهاي متفاوت و متنوعي براي درونيابي و يا تقريب توابع مجهول موجود است

 بيان ٢مربعات با مقايسه اين روش با روش درونيابي سري تيلور محدود شدهاستفاده از روش حداقل 

  .مي گردد

  

 سري تيلور محدود شده -۲-۱
مقدار تابع  . مفروض است، که بطور دلخواه در آن انتخاب شده اند)نقطه ( گره n باkΩدامنه زير 

  : زده مي شودقريبت بصورت زير  u(x)مجهول
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 تعداد  m.  ناميده مي شوند بردار توابع پايهxp)(تابع پايه و ip بردار ضرايب،αدر معادله فوق

توابع پايه در حالات خطي و درجه دو در فضاهاي يك و دو بعدي . .  مي باشدxp)(جملات بردار 

  :عبارتند از

    :توابع خطي) الف 

)۲-۳                                                                     (  [ ] Dxm T 1,1:2 == p  

)۲-۴                                                                       ([ ] Dyxm T 2,,1:3 == p  

  :توابع درجه دو) ب 

)۲-۵                                                                           ([ ] Dxxm T 1,,1:3 2== p  

)۲-۶  (                                                             [ ] Dyxyxyxm T 2,,,,,1:6 22== p  

 اي  بايد به گونه اي تعيين شوند که تابع تقريبي تا حد امکان از مجاورت مقادير گرهαاکنون ضرايب 

                                                                            . زير برقرار باشندروابطاين منظور بايد  يابر. عبور کند

)۲-۷                                                                       (njuxu jj
h ,...2,1)( ==   

مي توان ) ۲- ۲(با توجه به معادله . ام استj در محل گره xu)( مقدار گره اي تابع juدر معادله فوق 

                                                         :            را چنين نوشت) ۷- ۲(معادله 

                                                 
1 Least Square Method 
2 Truncated Teylor series 
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 مجهول بدست مي آيد که m معادله و nيک دستگاه معادلات گسسته شامل ) ۸- ۲( معادله ط بساز

  :ن را به شکل زير نمايش دادتوان آمي
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تقريب توابع به اين روش داراي خاصيت درون يابي است به طوري که تابع تقريبي دقيقا از مقادير 

باشد، ديگر از اين روش ) m(بيشتر از تعداد توابع پايه) n(ولي اگر تعداد  نقاط . گرهي عبور مي کند

انتخاب    m را بزرگتر از nشود  نمنفرد بدرفتار و يا Cمعمولا براي اينکه . نمي توان استفاده کرد

  .نمودي حداقل مربعات استفاده ا مي توان  از انواع روشهآنبراي حل کنند و  مي

  

 (LSQ)روش حداقل مربعات استاندارد  -۲-۲
  n *mداراي ابعادكه  Cباشد، ماتريس  n>mدر حالتي كه   همانطور که در قسمت قبل بيان شد،

در چنين  .را نمي توان به طور مستقيم حل نمود) ۹-۲(معادله و  شود ، ديگر مربعي نميباشد مي

  . را مي توان بدست آوردαشرايطي با حداقل کردن مجموع مربعات خطا در هر نقطه ، ضريب 
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  :خواهيم داشت αبه نسبت  Jبا حداقل کردن 
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 شرط دلتاي كرونكر ارضاء ، كردنحداقل بخاطر فرآيند ،)n>m(با توجه به رابطه توجه نمود كه بايد 

  : برابر نخواهد بود)ju(با مقادير گره اي تابع ) ju(ي تابع تقريبي  يعني مقادير محل.نمي شود

)١-٢۷(                                                         jj uu ≠  

)(نه درونيابي دام زير چون در هرروش حداقل مربعات استاندارد،  نكته مهم آنكه در تقريب kΩ  ،

در . برازش متفاوتي وجود دارد، اين امر منجر به مقادير مختلف تابع شكلي در يك گره خواهد شد

له مخصوصاً أ در گره ها بدست مي آيد و اين مسحقيقت يك حالت چند مقداري براي توابع شكلي

 دارند، قرار گرفته اند ١رونيابي که هم پوشانيدامنه دزيربراي گره هايي مي باشد كه در دو يا چند 

خيلي  m بطور نسبي از مقدار nمهم ديگر اين تقريب آن است كه اگر مقدار  ايراد). ١- ٢شکل (

دامنه  نسبت به تعداد نقاط زيرLSQدقت روش  .بزرگتر شود، تقريب با خطاي زيادي مواجه مي گردد

n  حساس مي باشد و با تغيير بسيارn  زياد مي شودم يا ک خطا.  

  

 
   دارندي که با هم همپوشانييردامنه هاي ز :۱-۲شکل 

  

   (WLS)٢روش حداقل مربعات وزني -۲-۳

در روش حداقل مربعات استاندارد، اثر تمام نقاط يک زير دامنه روي مقداري که براي گره مرکزي هر 

کسان است و با داخل يا خارج شدن يک نقطه از زيردامنه ممکن شود ي  تخمين زده مي(I)زير دامنه 

 در يبهمين دليل در روش حداقل مربعات استاندارد از تابع وزن. است جوابها بسيار متفاوت شود

                                                 
1  over lap  
2 Weighted Least Square Method 
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که باعث مي شود هر نقطه در زير دامنه اثر ) ۱۸- ۲(استفاده مي گردد (J)معادله مجموع مربعات خطا 

 دورترند اثر کمتري داشته باشند و با I نقاطي که از نقطه يعني.  باشد داشتهIمتفاوتي روي نقطه 

                  .     باشد١ خارج يا داخل شدن يک نقطه تغييرات بصورت همواروکوچک يا بزرگ شدن دامنه 
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 WLS روش :۲-۲شکل 

 ، نقطه اي که مقدار تابع يا مشتقات آن بايد حساب I طوري انتخاب مي شود که در نقطه يتابع وزن

  .   مقدار آن صفر شودIΩ شود و در خارج از زير دامنه يکشود، نزديک 

ديگري هم مي توان  توابعاز البته .  انتخاب مي شودي بعنوان تابع وزن٢معمولا تابع نرمال گوس

با مينيمم . باشد   n ≥ m در اين روش هم مانند روش حداقل مربعات استاندارد بايد .استفاده کرد

 : بدست مي آيد α برحسب  Jکردن 
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1  Smooth, gradual 
2  Gussian weight function 
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در اين روش هم اگر دامنه ها همپوشاني داشته باشند براي درونيابي يک نقطه که در بيشتر از يک زير 

  .دامنه باشد چند جواب بدست مي آيد

مزيت اين روش نسبت به روش حداقل مربعات استاندارد، بهبود کيفيت تابع تقريبي در مجاورت گره 

حداقل مربعات وزني ناسب مي توان در روش با انتخاب تابع وزني م. مرکزي هرزير دامنه است

اگر فاصله نقاط بسيار بهم نزديک . حساسيت درونيابي را نسبت به تعداد نقاط در زير دامنه کم کرد

باشد باعث بوجود آمدن خطاهاي عددي در درونيابي در روش اجزا محدود مي شود ولي در روش 

WLSسب حل کرد اين مشکل را مي توان با انتخاب تابع وزني منا.  

 
 
  ١ (MLS) روش حداقل مربعات متحرک-۲-۴

سپس اين .  ارائه شد۱۹۶۰ در اواخر سال ]Shepard ]۲۴روش حداقل مربعات متحرک ابتدا توسط 

 براي  MLS  گسترش پيدا کرد ولي در آن زمان]۲۶وSalkauskas  ]۲۵ و Lancasterروش توسط 

براي اولين ) ۱۹۹۲( و همکارانش Neyroles. رفتدرونيابي در روش اجزا محدود مورد توجه قرار نگ

 پراکنده يبار از روش حداقل مربعات متحرک در درونيابي براي تخمين تابع شکلي در روش المانها

  پراکنده توسط  ي روش المانها۱۹۹۴در سال . براي حل مسائل مکانيک جامدات استفاده کردند

Blytschko ]۲۷[که در آن از روش حداقل مربعات   ناميده شد٢کين اصلاح  و روش بدون المان گالر

 . براي درونيابي استفاده شده بود متحرک

                         
 MLSروش :  ۳-۲شکل                                                 

                                                 
1 Moving Least Square Method 
2 Element Free Galerkin (EFG) 
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كه در آن  kx نقطه دلخواه آن در  در طول دامنه حركت مي كند و مقدارWدر اين روش تابع وزني 

ˆ)(تابع مجهول xu ،در اين صورت تابع مجموع مربعات خطا در . شودبيشينه مي  مطلوب است

  :  بصورت زير استkxنقطه
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  :بصورت زير تخمين زده مي شود  u(x)ار تابع مجهولمقد

)۲-۲۵                                                   ()()()()((x)u)(
1

h xxxxpxu
m

i

T
ii∑

=

==≅ αα p  

  :خواهيم داشت) ۲۴-۲(در رابطه ) ۲۵-۲(با جايگذاري رابطه 
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                                                                 : داريمJبا مينيمم کردن تابع 
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  :  نتيجه مي دهدكه
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 برخلاف روش حداقل   مي باشد و xبر حسب  ثابت نيست و B وA   و ماتريسهايα در اين روش

 همانطور كه قبلاً ذكر شد.  دقيقا يک مقدار بدست مي آيدxمربعات وزني و استاندارد براي هر مقدار 

ijji  بيشتراست، پسm  چون در اينجا تعداد گره ها معمولاً از باشد و n≥ m  بايد x δφ و در  )(≠

)()(نتيجه  jj xuxu  : به صورت زير مي باشدMLSمشتق  مرتبه اول تابع  .≠
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 را که مورد نظر ي از هر تواني توان تابع چند جمله ايبا استفاده از روش حداقل مربعات متحرک م

 توان با استفاده يه وجود داشته باشد را مي که در بردار توابع پايتابع قت هريدر حق. د کردياست تول
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و اين ويژگي موجب مي شود که از اين روش در مدلسازي پديده هايي از  يد کرد تولMLSاز روش 

  .جمله مدل کردن ترکها استفاده شود

  

 ١د شدهي روش حداقل مربعات متحرک مق-۲-۵
ن ي کند و ايونکر را ارضا نم کريان شد، روش حداقل مربعات متحرک شرط دلتايهمانطور که قبلا ب

 فرض شده يط مرزي که در شرايقا برابر با مقداريدق ي شود که مقدار تابع در مرزهامساله باعث م

  . نباشد،است

ن مشکل حل ي کرونکر را ارضا کند، آنگاه اير داده شود که شرط دلتايي تغي طورMLSاگر روش 

د ي روش حداقل مربعات متحرک مق۱۹۹۹ال  در سYang و G. R. Liuن بار ي اوليبرا. خواهد شد

ه يده اوليا. ]۲۷[ کردي کرونکر را ارضا متاي شرط دليئه کردند که در نقاط مرزا را ار(CMLS)شده 

CMLSکه يين در روشهايبنابرا.  وارد کندي را در تابع شکليعي طبيط مرزي شرايدهاي قين بود که ا 

ف ي توان از فرم ضين، مينند روش بدون المان گالرک کنند ماي حل استفاده ميف شده برايفرم ض از

  .شود ي م٢ادلات خوش رفتارعستم ميد استفاده کرد که باعث به وجود آمدن سير مقيشده غ

xu)(است که با ف شده يتعر Ω  باشد که در دامنهيتابع xu)(  شود کهين روش فرض ميدر ا h 

 نقطه در زيردامنه آن قرار دارند، n که xمي خواهيم مقدار تقريبي تابع در نقطه  . تقريب زده مي شود

nx....,,x,x نقطه به صورت nمختصات . را بدست آوريم  تعريف شده است که در آن 21

),(x iii yx=نقطه مقدار تابع در هر نقطه از زير دامنه .  مي باشدx به صورت زير تعريف مي شود :  
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  : ترم از تابع پايه برابر است باm  با استفاده از x مقدار تقريبي تابع در نقطه
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),( نقطه kبا فرض اينکه  mknk  بايد برابر با مقدار مشخصي شود که به صورت x در زيردامنه ≥≥

  .برداري بدين صورت نمايش داده مي شود
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  :مقادير تابع در ساير نقاط که نامقيد هستند به صورت زير نوشته مي شود
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  : برابر خواهد بود باmu و buري بردارهاي با جايگذا) ۳۵-۲(رابطه 

                                                 
1 Constrained moving least square method (CMLS) 
2 Well-behaved 
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  :مقدار تقريبي نقاط مقيد شده بايد برابر با مقدار فرض شده باشد يعني 
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  :بدست مي آيد) ۴۳-۲(در رابطه ) ۳۸-۲(با جايگذاري رابطه 
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  : عبارتند از mP و bPکه ماتريسهاي 
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  :بدست مي آيد) ۴۴- ۲( با استفاده از رابطه baمقدار 
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  آن  که در
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−= bC P  
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  .آوريم   را بدست ميmaده از روش حداقل مربعات متحرک فقط براي نقاط مقيد نشده مقداربا استفا
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  :ت مي آيد بدسmaبا حداقل کردن رابطه بالا نسبت به 
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  که در آن
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  . را بدست آوردba و maمي توان مقدار ) ۵۴- ۲(تا ) ۴۷- ۲(با استفاده از معادلات 
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در روش نقاط محدود هم مي توان از اين روش استفاده کرد که در اين صورت مقدار تابع در مرزها 

ولي در اعمال اين روش براي حالتي که .  دقيقا برابر با مقدار فرض شده در شرايط مرزي خواهد شد

ير دامنه، برابر  همه نقاط مرزي در يک زy يا xنقاط مرزي روي يک خط باشند به طوري که مقدار 

 وارون نخواهد داشت چون داراي ستونهايي خواهد شد که همگي ضريبي از bPباشند، ماتريس 

اگر ترم اول يعني مقدار يک را حذف کنيم باز مشکل . هستند) که برابر با يک مي باشد(ستون اول

 ضريبي از يکديگر خواهند x2 و x د ستون نقاط مرزي با هم برابر باشxپيش مي آيد براي مثال اگر 

اين مشکل را مي توان با استفاده از مختصات محلي در هر زير دامنه که نسبت به مختصات کلي . بود

 نقاط مرزي با هم برابر نخواهد y يا xداري چرخش مي باشد حل کرد در آن صورت ديگر مقدار 

  .بود
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   روش نقاط محدود-۳

 روش نقاط محدود در ادامه توسعه روشهاي تفاوتهاي محدود با شبکه همانطور که قبلا گفته شد

از ويژگي هاي اصلي اين روش ارضاي معادله ديفرانسيل و .  ارائه شدOnateنامنظم نقاط توسط 

شرايط مرزي به طور مستقيم مي باشد و از روش حداقل مربعات متحرک يا وزني مي توان براي 

  .ه،  روش نقاط محدود، ويژگي ها، مزايا و معايب آن بيان خواهد شددر ادام. درونيابي استفاده کرد

  

   حل عددي معادلات ديفرانسيل به کمک روش نقاط محدود-۳-۱

همراه با شرايط مرزي مطابق ) ۱ - ۳(م  معادله ديفرانسيل حاکم بر يک مساله رابطه ي کنيفرض م

  .باشد) ۳- ۳(و ) ۲- ۳(روابط 

)۳  - ۱                    (                                                                   Ω= inuA j 0)( 

)۳  - ۲                                                                                   (ujj onuu Γ=−
−

0  

)۳  - ۳                                            (                                       tj onuB Γ=0)( 

. روش نقاط محدود معادلات ديفرانسيل و شرايط مرزي را در هر نقطه از دامنه مساله ارضا مي کند

نشان داده شده است، در ) ۴ - ۳(بنابراين روابط بالا به صورت معادلات گسسته اي که در رابطه 

  :] ۱۴ [آيند مي

)۳  - ۴          (                                                              
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rpj

NruB
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 که روي Ω بقيه نقاط دامنه rN مي باشد و tΓ وuΓ تعداد نقاط روي مرزهاي tN و uNکه در آن 

  .   قرار ندارند tΓ و uΓمرزهاي 

  را با استفاده از يکي از روشهاي درونيابي مانند روش حداقل مربعات متحرک يا u(x) توان تابع يم

     :ب زدوزني به صورت زير تقري

)۳- ۵                         (                                   s
T

i
h

i UBAUxNxuxu 1)()()( −=== ps                     

 .  وجود دارندi بردار حاوي مقادير تابع در نقاطي است که در زيردامنه نقطه Us که

 گسسته حاکم بر مساله و شرايط مرزي را معادلات) ۴ - ۳(در روابط ) ۵ - ۳(با  جايگذاري رابطه 

 : به صورت زير نمايش دادتوان مي
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  :دستگاه معادلات جبري گسسته زير را تشکل مي دهند) ۶ - ۳(عادلات  م

)۳- ۷   (                                                                                                   fKU =  

حاوي  بردار U. شد ماتريس ضرايب است که مي تواند متقارن و يا نامتقارن باKکه در آن 

  .  استΩ  روي کل دامنهxuh)(مقادير

 از ترمهاي پايدارساز که با استفاده از Onate شود ١براي جلوگيري ازاينکه ماتريس ضرايب  بدرفتار

فاده روش حساب تغييرات محدود محاسبه مي شود، در معادلات حاکم و شراط مرزي طبيعي است

بدست ) ۹ - ۳(الي ) ۸ - ۳(اگر ترمهاي پايدار ساز را در معادلات قرار دهيم روابط .  ]۱۹[کرده است 

  .مي آيد
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)۳- ۱۰  (                                                                                 fuKK =+ h
kS h ))((  

براي حالت (  مي باشد٢ پارامترهاي طول مشخصهhk مولفه هاي بردار نرمال مرز مساله ، nkکه در آن، 

 نشان مطالعات عددي. يب شامل ترمهاي پايدارساز مي باشدا ماتريس ضرk=1,2,3 .( Ksسه بعدي 

استفاده شود، نتايج قابل ) نيرويي(داده است که اگر تنها از ترمهاي پايدارساز در شرايط مرزي طبيعي 

  .]۲۱-۱۹ [قبولي بدست مي آيد و نيازي نيست که از ترم پايدارساز در معادله حاکم استفاده کرد

امتر طول مشخصه در دقت جوابهاي بدست آمده بسيار موثر است و هنوز يکي از مسائل انتخاب پار

 برابر با xiدر زيردامنه نقطه  معمولا اين مقدار. مورد ابهام در حل مسائل مکانيک جامدات مي باشد

                                                 
1 ill condition 
2 characteristic length parameters  
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عدي در ابعاد مختلف مساله مي باشد که براي حالت دو ب xiفاصله دورترين نقطه در زير دامنه از نقطه 

 . نشان داده شده است۱ - ۳در شکل 

  

      
  طول مشخصه زيردامنه براي نقاط داخل دامنه و نقاط مرزي : ۱ -۳شکل 

  

  ويژگي هاي روش نقاط محدود-۳-۲
  .از ويژگي هاي روش نقاط محدود مي توان به مسائل زير اشاره کرد

دليل اين نام گذاري اين . واقعي خوانده مي شودروش نقاط محدود يک روش بدون المان  - ۱

است که در برخي از روشهاي بدون المان مانند روش بدون المان گالرکين براي محاسبه 

اما در روش نقاط . انتگرالهاي عددي روي دامنه مساله از شبکه هاي کمکي استفاده مي شود

 ارضا مي شود، نيازي به محدود چون معادلات ديفرانسيل و شرايط مرزي به طور مستقيم

  .تشکيل شبکه ها ي کمکي ندارد

سرعت حل مساله با استفاده از روش نقاط محدود در مقايسه با روشهايي که از فرم ضعيف  - ۲

 شتر است،حل استفاده مي کنند مثل اجزا محدود و يا روش بدون المان گالرکين بسيار بي

 .چون نيازي به محاسبه انتگرال ندارد

محدود، به علت اينکه شرايط مرزي به صورت مستقيم ارضا مي شود در در روش نقاط  - ۳

مقايسه با روشهايي که از فرم ضعيف شده حل استفاده مي کنند، جوابهاي هموارتري را 

 .]۲۲ [بدست مي آورد
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مزيت اين روش در مقايسه با روش اجزا محدود عدم نياز آن به توليد شبکه اي از المان  - ۴

وش تفاوتهاي محدود، قابليت اين روش در ارضاي شرايط مرزي است و در مقايسه با ر

 مختلف و حل مسائل با پخش نقاط  نا منظم مي باشد

 .]۲۱ [ مي دهدPatch testروش نقاط محدود جوابهاي قابل قبولي براي مساله  - ۵

از ميان مهمترين مسائلي که هنوز در روش نقاط محدود حل نشده است، مي توان به انتخاب  - ۶

بهينه پايدارسازي، مسايلي که شامل مواد غير همگن مي باشند و مسائل سه بعدي مقادير 

 .پيچيده اشاره کرد

در حل مسائل دو بعدي و سه بعدي الاستيسيته، روش نقاط محدود جوابهاي دقيقتر و  - ۷

ميزان دقت در بدست آوردن ميدان . هموارتري نسبت به روش اجزا محدود بدست مي آورد

 ].۲۱[ شود تنش قابل توجه مي

   

   مسائل نمونه-۳-۳

  .  استفاده گرديده است) ۱۱ - ۳( انتخاب شده و از تابع وزني رابطه  m=2در اين مسائل 

)۳- ۱۱   (                                                        
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rmقادير مختلفي براي پارامتر در مثالهاي حل شده م.  شعاع زير دامنه هر نقطه  مي باشدc  و  rm در 

  . بدست آمده است rm با توجه به مقدار cنظر گرفته شده و مقدار بهينه براي 

  

   حل مسائل يک بعدي با استفاده از روش نقاط محدود-۳-۳-۱

در نظر گرفته شده ) ۱۴ - ۳(و ) ۱۳ - ۳(و ) ۱۲ -۳(سه معادله ديفرانسيل يک بعدي مطابق روابط 

  .است
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 خطاي ۱ - ۳جدول . در نظر گرفته شده است (x≤1≥0)براي دامنه  ) = n 9(  نقطه۹کليه مسائل در 

 نشان rm و   cرا  با توجه به مقادير مختلف ) ۱۲ - ۳(مقادير بدست آمده نسبت به حل دقيق معادله 

  .محاسبه شده است) ۱۵ - ۳(مقدار خطا با توجه به رابطه .  مي دهد

)۳- ۱۵  (                                                                   
N

xuxu
err

N

j
jexactjFPM∑

=

−
= 1

)()(
  

  

 مي توان نتيجه گرفت که هرچه شعاع زير دامنه بزرگتر باشد و در نتيجه ۱ - ۳با توجه به جدول 

.  کوچکتري استفاده کردcتعداد نقاط آن بيشتر شود، براي بدست آوردن نتايجي با دقت بيشتر بايد از 

البته ) . ۲ - ۳جدول (   استفاده کنيم نتيجه مشابهي بدست مي آيد  (x≤1≥0) نقطه در دامنه۱۱اگر از 

  . نشود٢ و يا بدرفتار١ منفردA ماتريس cبايد دقت شود که با انتخاب مقاديرکوچک 

راي براي مطالعه اثر تابع وزني در ميزان دقت مقادير محاسبه شده با استفاده از روش نقاط محدود ، ب

 آمده ۳ -۳ درجه چهار استفاده شده و نتايج آن در جدول  splineاز تابع وزني) ۱۲ - ۳(حل معادله 

خطاي کمتري ) ۱۱ - ۳( نتيجه گرفت که تابع وزني با معادله توان  مي۳ و ۲با مقايسه جداول . است

  .ايجاد مي کند

اط محدود و حل دقيق آن را   نمودار مقادير بدست آمده از روش  نق۳ -۳ و ۲ - ۳ ، ۱ - ۳شکلهاي 

  .نشان مي دهد) ۱۴ -۳(و ) ۱۳- ۳(، ) ۱۲ - ۳(براي معادلات 

                                                 
1 singular 
2 ill-condition 
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  )۱۲ -۳(منحني تقريب تابع حاصل از معادله  : ۲-۳شکل 
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  )۱۳ -۳(منحني تقريب تابع حاصل از معادله  : ۳-۳شکل 
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  )۱۴ -۳(منحني تقريب تابع حاصل از معادله :   ۴ -۳ شکل   
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  درصد خطاي محاسبه شده براي : ۲ -۳ جدول درصد خطاي محاسبه شده براي                        : ۱ -۳    جدول 

 )                                 = n ۱۱(، )۱۲-۳(معادله  )                                                    = n ۹(، )۱۲ -۳(         معادله 

  
 
 
 

 

 

  

  splineبا استفاده از تابع وزني  )۱۲ -۳( درصد خطاي محاسبه شده براي معادله  :۳ -۳جدول                         

mr =.26 mr =.375 mr =.5 
1.7607 3.9 7.2 

  

   ) = n 9)  (۱۳ -۳(درصد خطاي محاسبه شده براي معادله : ۴  -۳جدول

 
  

  

  

  

  

   حل مسائل دو بعدي با استفاده از روش نقاط محدود-۳-۳-۲

  ) :۱۶ - ۳(معادله لاپلاس دو بعدي با شرايط مرزي نشان داده شده در رابطه 

)۳- ۱۶(                                        
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  . در نظر مي گيريم۴ - ۳را با توزيع نقاط روي دامنه مطابق شکل 

 آمده از حل روش نقاط  که حاوي خطا و مقادير بدست۶ -۳ و ۵ - ۳ و شکلهاي ۵ - ۳جدول 

 يعني .محدود مي باشند، همان نتيجه گيري را که در حالت يک بعدي بدست آمده بود، نشان مي دهد

   . کوچکتري استفاده کردcبراي بدست آوردن نتايجي با دقت بيشتر بايد از 

 

C mr =.25 mr =.375 mr =.5 
0.2 0.82 0.82 0.91 
0.3 0.82 0.98 1.74 
0.4 0.92 1.64 4.07 
0.5 1.05 2.71 6.83 
0.6 1.40 1.52 3.40 
0.7 1.21 2.45 1.92 

c mr =.25 mr =.375 mr =.5 
0.2 2.02 1.91 1.71 
0.3 1.91 1.56 1.24 
0.4 1.68 1.25 2.48 
0.5 1.28 2.55 7.24 
0.6 1.96 4.72 10.43 
0.7 4.48 14.48 8.15 

c mr =.2 mr =.3 mr =.4
0.2 0.31 0.10 0.07 
0.3 0.10 0.03 0.18 
0.4 0.09 0.19 0.52 
0.5 0.07 0.95 0.59 
0.6 0.08 6.32 0.63 
0.7 0.17 2.42 1.67 
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 درصد خطاي محاسبه شده براي مساله دو بعدي : ۵ -۳جدول

 
 

 
  
 
 

0

0.4

0.8

1.2

1.6

2

0 0.4 0.8 1.2 1.6 2
 

توزيع نقاط در مساله دو بعدي لاپلاس : ۴  -۳شکل  

            

c mr =.8 mr =1.2
0.2 1.74 1.45 
0.3 1.49 1.19 
0.4 1.08 3.13 
0.5 1.82 5.55 

لاس             منحني تقريب تابع حاصل از حل دقيق مساله دو بعدي لاپ  : ۵  -۳شکل

y
x

u
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   نتيجه گيري-۳-۴

کي از روش هاي بدون المان مي باشد که معادلات ديفرانسيل حاکم را به روش نقاط محدود ي

. درونيابي با استفاده از روش حداقل مربعات متحرک انجام مي گيرد. صورت مستقيم ارضا مي کند

نتايج عددي حاصل از حل معادلات ديفرانسيل يک بعدي و دو بعدي نشان مي دهد که انتخاب مقدار 

ع وزني روي دقت جوابها اثر مي گذارد و هرچه تعداد نقاط داخل زير دامنه يک براي پارامترهاي تاب

 مي توان خطاي  c بزرگتري داشته باشيم، با انتخاب مقدار کمتري براي rmنقطه بيشتر باشد ، يعني 

  . کمتري بدست آورد

 نمودار حاصل از حل مساله دو بعدي لاپلاس به روش نقاط محدود : ۶-۳شکل

y x

u
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 ٢٨

   با استفاده از روش نقاط محدود خمشيحل مسائل صفحه -۴

  

گر يار کوچکتر از دو بعد ديه شان تخت و ضخامت آنها بسي که شکل اول هستنديي سازه ها١صفحه ها

  .گريک صفحه عمدتا وابسته به ضخامت آن است تا دو بعد دي يخواص خمش.است

  :] ۲۸ [م کردي توان صفحات را به دو دسته تقسيم

  : صفحات نازک - ۱   

 شود، نسبت ي استفاده مف صفحات نازکي در تعري که اغلب به منظور محاسبات فنيبر طبق ملاک

  . باشد۲۰/۱د کمتر از يضخامت به طول دهانه کوچکتر با

 در داخل ي که باربري خمشيار نازک و بدون سختيصفحات بس:  (membrane) غشا - ۱ - ۱

 ير شکل هندسيي توسط تغي خارج صفحه اي و باربرغشايي يروهايا نيصفحه توسط تنشها و 

 ) هستندغشايي ي سختيفقط دارا. (  گرددين ميآنها تام

 ي سختي هستند که دارايصفحات نازک : (stiff plate) سخت شده صفحات نازک -  ۲ - ۱

لنگر، برش و  (ي خارج از صفحه داخليروهاي وارده را به صورت ني بوده و بارهايخمش

  ) هستندي خمشي سختيفقط دارا. (  کننديتحمل م) چشيپ

 ي هستند که بارهايصفحات نازک : (flexible plates)ر ي پذانعطافصفحات نازک  -۳ - ۱

 يدارا. (  کنندي تحمل مي داخل و خارج صفحه ايروهاي از نيبي را به صورت ترکيخارج

 ) هستندي و محوري خمشيسخت

ز کوچک و صفحات يگر صفحات نازک به صفحات نازک با خي ديم بنديک نوع تقسي        در 

  . شونديم ميز بزرگ تقسينازک با خ

دا ي شباهت پين صفحات به مسائل سه بعدي در اي داخليط تنشهايشرا: م ي صفحات ضخ- ۲  

  کهفرضاين  مثال يبرا.  کنديات حاکم بر صفحات نازک در مورد آنها صدق نميو فرضکند يم

  .ستيدرست ن مي ماند در مورد صفحات ضخي مير شکل صفحه باقيي تغازصفحه بعد 

 مشهور است در نظر گرفته  ٢رشف يات کي که به فرضيه اساسي فرض۹ مسائل صفحات نازک، ي برا

  : شود که عبارتند ازيم

  زوتروپ استي و اهمگنک يل دهنده صفحه الاستيماده تشک - ۱

 .ه و کاملا مسطح استير شکل اولييصفحه بدون تغ - ۲

                                                 
1 Plates 
2 Kirchhof hypotheses 
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 ٢٩

 . ر ابعاد آن کوچک استيضخامت صفحه نسب به سا - ۳

 ۵/۱ ي ال۱۰/۱ت حدود  صفحه نسبت به ضخامت آن کوچک اسير مکانهاييتغ - ۴

 zε=0.  ماندي مي بعد از خمش بدون کرنش باقيانيصفحه م - ۵

     ر شکل به ييان صفحه قبل از تغي است که صفحات عمود بر مي صفحه طورير شکلهاييتغ - ۶

      اين بدان معناست که از . مانندي مير شکل باقييان صفحه بعد از تغيصورت عمود بر م          

 . مي توان صرفنظر کردyzγ و xzγ          کرنشهاي برشي عمودي 

 .ان صفحه در مقابل عدد واحد قابل صرفنظر کردن استيب ميش - ۷

 zσ=0. ان صفحه قابل صرفنظر کردن استي عمود بر ميتنشها - ۸

.  باشدي صفحات قابل صرفنظر کردن مي خمشير تئوران صفحه دي مي نسبيرشکلهاييتغ - ۹

0
00
== yx εε 

 ي بزرگ ميز هايل به مساله صفحات نازک با خيده گرفته شود، مساله مورد نظر تبدي ناد۴اگر فرض 

 حذف شود، مساله ۸ و ۶اگر فرض .  توان استفاده کردي هم نم۷ و ۵ ين از فرضهايشود همچن

  . شوديم ميات ضخل به مساله صفحيتبد

  

  ر مکانيي تغ- روابط کرنش-۴-۱

ن صورت ي توان بدير مکان را مييتغ- ات گفته شده در بخش قبل، روابط کرنشيبا توجه به فرض

  :] ۲۹ [نوشت
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 . باشندي مz و x ، y يرمکان در جهتهاييب تغي به ترتv و w ،  uکه در آنها 

  : د ي آي بدست م)۴- ۴( از معادله يريبا انتگرال گ
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)۴-۷                                                             (                                    ),( yxww =  

 )۶ -۴( و )۵-۴( از روابط يري با انتگرال گ و در امتداد ضخامت استيز جانبير خييانگر عدم تغيکه ب

  :دي آيبدست م
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∂
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  :م که يري گيجه مي نت۹با استفاده از فرض شماره 

)۴-۱۰  (                                                                                0),(),( 00 == yxvyxu  

  :خواهيم داشت  )۳ -۴( تا )۱ - ۴( در معادلات )۹ - ۴(و ) ۸ - ۴( معادلات يگذاريجابا 
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  روابط تنش کرنش -۴-۲

 ماده همگن و همسانگرد يافته هوک که برايم ي ، تنش و کرنش با قانون تعميدر حالت تنش سه بعد

   :]۲۹ [ کننديدا ميگر ارتباط پيکديمعتبر است، به 

)۴-۱۴       (                                                               [ ])(1
zyxx E
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zxyy E
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E ، ν و Gدهد ينشان م را يب پواسون و مدول برشيته، ضريسيب مدول الاستي به ترت .  

===0با قرار دادن  yzxzz γγεآيد يک ورق نازک بدست مي ي در معادلات روابط تنش کرنش برا.  
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 ي عمودي برشيروهاي و نيچشي ، پي خمشيع شده در امتداد ضخامت صفحه ممانهاي توزيتنشها

  : کند که مقدار آنها در واحد طول برابر است با يجاد ميا
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  :د ي آي بدست م)۲۲ - ۴( در معادله )۲۰ - ۴( تا )۱۸ - ۴(با قرار دادن معادلات 
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 . صفحه است ١ي خمشي سختDکه در آن 

                                                 
1 Flexural rigidity 
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 dx dy به ابعاد يک المان صفحه اي ي براي و خمشي برشيروهاين  :۱ -۴شکل 

 
   :يکم بر صفحات خمش معادلات حا-۴-۳

.  قرار گرفته استPک صفحه در معرض بار گسترده عمود بر صفحه ي از dxdy المان فرض کنيد جزء

 توان يم ) y و x يو ممانها z روها در جهتيشرط صفر بودن مجموع ن(با استفاده از معادلات تعادل 

  ] .۲۸) [۳۱- ۴له معاد( ي نازک را بدست آورد خمش ورقهايل تعادل برايفرانسيمعادله د
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 يط مرزي شرا-۴-۳-۱

ا ي و يرمکانيي، تغييروي نيط مرزي تواند شرايد در لبه هر صفحه ارضا شود مي که بايط مرزيشرا

 Vx موثر  ي برشيرويدر لبه صفحه ها ن.  باشدير مکانيي و تغييروي ني از هردو شرط مرزيمجموعه ا

  .]۲۸ [ شودي در نظر گرفته مx و محور y  محوري لبه موازيب براي به ترتVyو 
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  . استيچشي تعادل پيل وجود ترم اضافه  ارضايدل

 اعمال y و x ي محورهايموازي  با لبه هايليک صفحه مستطي x = a که در امتداد لبه يط مرزيشرا

  :ر استي شود به شرح زيم

 :رداريا گيلبه ثابت  - ۱
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 :ه گاه سادهي تکيلبه رو - ۲

)۴-۳۵                                        (                               )(0,0 axMw x === 

 :   لبه آزاد  - ۳

)۴-۳۶                                                (                   )(0,0 axMV xx === 

 . کردي را بررسيط مرزيگر شراي توان انواع ديب مين ترتيبهم
 
  ي استفاده از روش نقاط محدود در حل مسائل صفحات خمش-۴-۴

ن صورت يا متحرک بدي ياقل مربعات وزند را با استفاده از روش حzر مکان در جهت يياگر مقدار تغ

   :تخمين زده شود
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 قرار iردامنه نقطه ي که در زي در نقاطzر مکان در جهت يي است شامل مقدار تغي در آن بردارWکه

با فرض (يط مرزي و شرايدر معادله حاکم بر صفحات خمش) ۳۷- ۴( رابطه يگذاريبا جا. دارند

ر ي، معادلات به صورت ز) b  و عرض a شکل با طوليلي مستطي در صفحه اي مفصليط مرزيشرا

  :ندي آيبه طور گسسته در م
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 ارضا شود در يد دو شرط مرزيباروي مرز  هرنقطه ي شود برايده ميهمانطور که در معادلات بالا د

 وجود ي مختلفين مساله راه هاي حل ايبرا.  شوديرها ميشر از تعداد متغينصورت تعداد معادلات بيا

 را ارضا کرد که باعث کم يک شرط مرزي فقط ي توان در هر نقطه به طور انتخابي مثال مي برا.دارد

ف کرد ي مرز دو مجهول تعري هر نقطه روي توان برايمدر راه حل ديگر .  شوديج ميشدن دقت نتا

ن صورت ي نشان دهنده چرخش در آن نقطه باشد، در ايگرير مکان و ديي نشان دهنده تغيکيکه 

ن روش به يدر ا.  استيراه سوم اضافه کردن نقاط کمک. تعداد مجهولات و معادلات برابر خواهد بود
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 ٣٤

 مربوط به آن ير دامنه نقطه مرزيد در زي شود که باي فرض ميک نقطه کمکي مرز ي هر نقطه روازاي

ردامنه هم نباشد چون اثر نقطه يک مرز زي و در خارج از دامنه کل مساله قرار داشته باشد و نزد نقطه

 حل مسائل يق براين تحقيدر ا. م داشتي نخواهي مساله جوابي شود و برايک به صفر مي نزديکمک

 راه حل سوم نسبت به راه اول ساده تر و نسبت به راه دوم . سوم استفاده شده استصفحات از روش

  .دقيقتر است

  

  : صفحات خمشي مسائل نمونه-۴-۵

) ۴۰- ۴( که در رابطه ي و از تابع وزني از روش حداقل مربعات وزنيابي درونين مسائل برايدر حل ا

  . انتخاب شده استm=15 و  ارائه شده، استفاده شده است
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rmدر نظر ين مقداري برابر کوچکتر۳/۱ هر نقطه برابر با ي باشد که براير دامنه هر نقطه  مي شعاع ز 

  .ر دامنه آن نقطه وجود داشته باشدي نقطه در ز۱۵گرفته شده است که حداقل 

 : باشدين قرار مي صفحات از ايمشخصات کل
E = 2.5*109      (kg/m2)      
t=0.2 m                                                                                                                               
 ν = 0.2            

  

  کيه گاه مفصلي زير بار يکنواخت صفحه خمشي مربع شکل با ت-۱ -۵ -۴ 

 شکل با طول و عرض ي مربعک صفحه خمشين قسمت حل شده است، ي که در اين مساله اي اول

a=5m  و b=5m کنواخت عمود بر سطح ي تحت بار(q0 = 2000 kg/m2)ي مفصليه گاههاي و با تک 

ر ييتغ. ] ۲۹ [ق حل کرديور دقن مساله را به طي توان ايه مي فوريبا استفاده از سر) . ۴۱-۴( باشد يم

  .نشان داده شده است) ۴۲-۴(ن مساله در رابطه يق ايمکان با استفاده از حل دق
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به ازاي هر نقطه روي .  است  نشان داده شده۲ - ۴ دامنه به صورت منظم در شکل يع نقاط رويتوز

مرز يک نقطه مجازي در نظر گرفته شده است و براي نقاط گوشه که روي دو مرز قرار دارند فقط 

توان براي نقاط مرزي دو نقطه مجازي در نظر گرفت و مي . شرايط مرزي يک مرز ارضا شده است

ر مکان با استفاده يي تغيخطا. شرايط هردو مرز را ارضا کرد که باعث بيشتر شدن دقت نتايج مي شود

ر مکان و لنگر در يي کنتور تغ۱۰- ۴ تا ۳ - ۴ يشکلها. مي آيدبدست % ۴۱/۰برابر با ) ۴۳- ۴(از رابطه 

دار ي بر روش نقاط محدود بدون استفاده از هرگونه روش پايحل مبتنق وي حل دقين مساله را برايا

  . دهدي باشد، نشان مي مرسوم م collocation يساز که در روشها
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  ) نقطه۱۶۱( شکل يلي مستطي دامنه در صفحه خمشيع نقاط رويتوز : ۲ -۴شکل 

ينقاط اصل  

 نقاط مجازي

-1 0 1 2 3 4 5 6
-1

0

1

2

3

4

5

6
nodes distribution



حل مسائل صفحه خمشي با استفاده از روش نقاط محدود - فصل چهارم    

 
 

 ٣٦

0.5

0.5 0.5

0.5

0.
5

0.50.5

0.5

0.
5

1

1

1

1

11

1

1

1.5

1.5

1.
5

1.5

1.5

1.
5 2

2

2

2

2

2.5

2.5

2.5

W-exact(mm)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

 
  قياستفاده از حل دق ر مکان باييکنتور تغ : ۳ -۴شکل 

  

0

0 0 0

000

0

0

0
0

0

0

0.5
0.5 0.5

0.5

0.5

0.50.5

0.5

0.
5

1
1

1

1

1
1

1

1.5

1.5

1.5

1.5

1.5

1.5

2 2

2

2

2

2.5

2.5

2.5

W-FPM(mm)
number of nodes

161

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

  
  استفاده از روش نقاط محدود ر مکان باييکنتور تغ : ۴ -۴شکل 



حل مسائل صفحه خمشي با استفاده از روش نقاط محدود - فصل چهارم    

 
 

 ٣٧

200 200 200

200

20
0

200200
200

200

20
0

400 400 400

400

40
0

400400

400

40
0

600
600 600

600

60
0

600600

600

60
0

80
0

800 800

800

800

800
800

800

10
00

1000 1000

1000

1000

1000
1000

10
00

1200
1200

1200

12
00

1200
1200

12
00

1400
1400

1400

1400
1400

1400

1600 1600

16
00

1600

1600

18
00

1800

18
00

1800

18
00 20

00

2000

2000

2200

Mx-exact(kg.m)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

                                 
  قي حل دقاز استفاده  با  Mxکنتور لنگر  : ۵ -۴  شکل

  

0

0

0

0

0
0

0
0

200 200 200

200

20
0

200
200200

200
200

400 400 400

400

40
0

400400

400

40
0

600
600 600

600

60
0

600600

600

60
0

800
800

800

80
0

800
800

800

80
0

1000
1000

1000

10
00

10001000

1000

12
00

1200
1200

12
00

12001200

12
00

1400
1400

1400

1400
1400

1400

16
00

1600

1600

16001600

1800

1800

1800

1800

2000

2000

2000

22
00

Mx-FPM(kg.m)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

  
  استفاده از روش نقاط محدود  باMxکنتور لنگر  : ۶ -۴شکل 

 



حل مسائل صفحه خمشي با استفاده از روش نقاط محدود - فصل چهارم    

 
 

 ٣٨

200 200 200

200

20
0

200200200

200

20
0

400 400

400

40
0

400
400400

400

40
0

600 600 600

600

600
600600

600

60
0 800

800
800

80
0

800
800

800

80
0

10
00

1000 1000

1000

1000

1000

1000

1200
1200

1200

12
00

1200
1200

12
00

1400 1400

1400

14001400

1400

16
00

1600

1600

16001600

18
00

1800

18
00

1800

18
00

2000

20
002000

22
00

My-exact(kg.m)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

  
 قياستفاده از حل دق  باMyکنتور لنگر  : ۷ -۴شکل 

  

0

0

0

0

200
200 200

200
200

200
200200

200

20
0

400 400
400

400

40
0

400400

400

40
0

60
0

600 600

600

60
0

600600

600

60
0

800 800

800

80
0

800800

800

80
0

1000

1000

1000

10
00

10001000

1000

12
00

1200

1200

12
00

1200

1200

12
00

1400 1400

14
00

1400

1400

14
00

1600 1600

16
00

1600

1600

1800

18
00

1800

1800

2000

20
00

2000

22
00

My-FPM(kg.m)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

  
  استفاده از روش نقاط محدود  باMyکنتور لنگر :  ۸ -۴شکل 



حل مسائل صفحه خمشي با استفاده از روش نقاط محدود - فصل چهارم    

 
 

 ٣٩

-1500

-1500

-1000

-1000

-500

-500

-500

-500

0

00

0

0 0

50
0

500

50
0

500

10
00

10
00

15
00

15
00

Mxy-exact(kg.m)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

  
 قياستفاده از حل دق  باMxyکنتور لنگر  : ۹ -۴شکل 

-1500

-1500

-1000

-1000

-500

-500

-500

-500

0

0 0

0

00

50
0

500

50
0

500

10
00

10
00

15
00

15
00

Mxy-FPM(kg.m)

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

 
  ستفاده از روش نقاط محدودا  باMxyکنتور لنگر  : ۱۰ -۴شکل 

و % ۱۸/۰ آن برابر با يز حل شده که خطاين) ۱۱ -۴شکل ( نقاط با پخش نامنظم يمساله قبل برا

  . نشان داده شده است۱۲ - ۴ر مکان در شکل ييکنتور تغ
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  ) نقطه۲۲۸( شکل يلي مستطي دامنه در صفحه خمشيع نقاط رويتوز : ۱۱ -۴شکل 
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  )پخش نامنظم نقاط(ر مکان بااستفاده از روش نقاط محدود ييکنتور تغ : ۱۲ -۴شکل 

  

با توجه به خطاهاي بدست آمده، مي توان نتيجه گيري کرد که در حالت پخش نامنظم خطاي بيشتري 

شکلها ولي به طور کلي . نسبت به حالت پخش نقاط منظم با استفاده از روش نقاط محدود مي باشد

. دهد ي را ارائه مي قابل قبولي دهد که روش نقاط محدود جوابهاي محاسبه شده نشان مير خطاومقدا

 نقاط ير مختصاتيم مقادياولاً، اگر بخواه. مي شويان با دو مشکل در حل مساله مواجه مين مي در ايول

م که يباش داشته يا اگر مساله ايم و ي متر در برنامه حل قرار بدهيليا مي متر يرا برحسب سانت

 وارون نخواهد داشت Aس ي باشند در آن صورت ماترير مختصات آن اعداد بزرگيبرحسب متر مقاد

ک يمقدار حاوي  P(x)ترم اول )  ۲۱-۲( با توجه به معادله :را مي توان اينگونه تفسير نمودعلت آن 
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 ٤١

ک يبزرگتر از ار ي مختصات بسياگر مقدار عدد.  باشديمهم  x4 و y4 ي ترمهاين دارايهمچن .است

  Aس ي شود که ماتريار بزرگ خواهد شد و باعث مي در آن صورت توان چهار آن هم بس باشد

 و در نتيجه فاصله نقاط از هم بسيار کم مياد کنياً اگر تعداد نقاط را در دامنه زيثان.  ر نباشديوارون پذ

ک صفر خواهد شد که باعث ينزدنان آن يا دترمي خواهد شد و ٢ا بدرفتاري و ١ منفرد  Aس ي ماترشود،

همچنين با . دي غلط بدست آيا بدرفتار شود و جوابهاي هم منفرد و (K)ب يس ضراي شود ماتريم

 وارون K به خودي خود باعث مي شود که ماتريس y  يا xبزرگ بودن مقدار ) ۲۳- ۲(توجه به معادله 

ر يي مثال کنتور تغيبرا. وارد مي شود در مقدار توابع شکلي به طور مستقيم هم P(x)پذير نباشد چون 

 - ۴و ۱۴ - ۴، ۱۳- ۴ ي  نقطه در شکلها۷۸۹ و ۷۷۶ و ۵۲۱مکان با استفاده از حل نقاط محدود و با 

 در گوشه سمت راست ۱۳ - ۴ شود در شکل يهمانطور که مشاهده م.  نشان داده شده است۱۵

نزديک به رفتار  Kس ياترم رفتار ۱۵ -۴ و ۱۴ -۴جوابها دچار اغتشاش شده اند و در شکل  

  . بدست آمده استي غلطيگشته و جوابها يا بدرفتار منفردماتريسهاي 

  

0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0

0
0

0
0

0
0

0
0

0
0

0

0

0

0.5

0.5

0.50.5

0.5

0.
5

0.5 0.5

0.51

1
1

1

1
1

1

1

1.5
1.5

1.
5

1.5

1.5

1.
5

2

2

22

2

2.5

2.5

2.5
W-FPM(mm)

number of nodes
521

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

  
   نقطه با پخش منظم۵۲۱ ير مکان بااستفاده از روش نقاط محدود براييکنتور تغ : ۱۳ -۴شکل 

                                                 
1 singular 
2  ill condition 



حل مسائل صفحه خمشي با استفاده از روش نقاط محدود - فصل چهارم    

 
 

 ٤٢

-10

-5 -5
-5

-5

-5

-5

0

0 0 0

0 0 0 0 0 0

0

0

0

0

0

0
0

0

0
0

0

0

0

0

0
0

0

0
0

0

0

0

0

5 5 5 5

5
5

5

5

5 55

W-FPM(mm)
number of nodes

776

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

                        
   نقطه با پخش منظم۷۷۶ يار مکان بااستفاده از روش نقاط محدود برييکنتور تغ : ۱۴ -۴   شکل

-10
-10

0

0 0 0 0

0

0 0

0

0 0

0

0

0

0

0

0
0

0
0

0

0

0

0
0

0

0

0

00

0

10 1020

W-FPM(mm)
number of nodes

789

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5
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ي را در  توابع شکل مي توان روي زيردامنه نگاشت انجام دهيم بدين ترتيب کهن مشکلي حل ايبرا

ر دامنه يرد و شعاع زيار گ قري نقطه اصلي روي محل  مرکز مختصات.مي بدست آوري محلمختصات
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 ٤٣

 و مختصات y و x با ياگر مختصات کل.  منفرد نشودAس ي باشد که ماتر (r_map)مقداريهم برابر 

  :توان نوشتي م  I براي نقطه واقع در زيردامنه نقطه مي نشان دهY و X با يمحل
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   ر دامنهير شعاع زيي و تغي به مختصات محلي از مختصات کلIردامنه نقطه يل زيتبد   :۱۶ -۴شکل 

  

 در نرم] rcond  ]۳۰تابع   ازA به منظور بررسي دقت جوابها و تعيين ميزان خوش رفتاري ماتريس 

س خوش يک باشد ماتريک نزدين مقدار به عدد يهرچه ا. استفاده شده است MATLABافزار 

با انجام يک تحليل .  س بدرفتارتر خواهد بوديک باشد ماتريرفتارتر است  و هرچه به مقدار صفر نزد

  قرار دارد براي۲-۴را براي نقطه اي که در داخل دامنه شکل   Aس يماتر  rcondمقدار حساسيت، 

بدست   r_map=2.7 براي A ماتريس rcondن مقدار يشتريب. م ي بدست آوردr_mapر مختلف يمقاد

  .  در نظر گرفته شده است۷/۲ برابر با r_mapبه همين علت در کل مسائل حل شده مقدار . آمد

 حل شده است و ي حداقل مربعات وزنيابي در درونيمساله قبل با استفاده از محور مختصات محل

.  نشان داده شده است۱ - ۴ بدست آمده در جدول يو درصد خطا ۱۸ - ۴ و۱۷ - ۴ي  در شکلهاجينتا
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 دهد ي ميقتري دقياد کردن تعداد نقاط جوابهاي شود روش نقاط محدود با زيهمانطور که مشاهده م

 .   که قبلا وجود داشت، رفع شده استيو مشکلات
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    نقطه با پخش منظم و با استفاده از نگاشت۷۷۶ ي نقاط محدود برار مکان بااستفاده از روشييکنتور تغ : ۱۷ -۴ شکل
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  نقطه با پخش منظم و با استفاده از ۱۸۴۱ ير مکان بااستفاده از روش نقاط محدود براييکنتور تغ : ۱۸ -۴ شکل

  نگاشت
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 ٤٥

 
   حاصل از حل به  روش نقاط محدود با استفاده از نگاشتيدرصد خطا : ۱ -۴جدول 

N. of Nodes 161 316 776 1081 1436 1841 
error % 0.47 0.18 0.05 0.031 0.018 0.0119 

  

   صفحه دايره اي شکل تحت بار يکنواخت -٢-٥-٤

 با  (q0 = 2000 kg/m2)کنواخت عمود بر آن ي متر، تحت بار ٥/٢ شکل با شعاع يره اي دايصفحه ا 

ه نع نقاط در داميتوز. د حل شده استردار با استفاده از روش نقاط محدوي و گي مفصليه گاههايتک

ن مسائل يدر حل ا.  آمده است٢٣ -٤ تا ٢٠ -٤يج در شکلهاي شود و نتاي مشاهده م١٩ - ٤در شکل 

 ير مکان در رابطه هاييق تغيمقدار دق.  متر در نظر گرفته شده است٢ر دامنه ثابت و برابر با يشعاع ز

 .  ] ٢٨ [نشان داده شده است) ٤٩- ٤(و ) ٤٨-٤(
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5.20که در آن  =r و rباشديا فاصله هر نقطه از مرکز صفحه م برابر ب .  

يردار برابر با ه گاه گي صفحه با تکي و برا %۰۱۳/۰ يه گاه مفصلي صفحه با تکيمقدار خطا برا

 .  بدست آمده است۰% /۰۰۸

  
    شکليره اي داي دامنه در صفحه خمشيع نقاط رويتوز :  ۱۹ -۴شکل 
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  ي مفصليه گاههاي شکل با تکيره ايصفحه دا يق  براير مکان بااستفاده از حل دقيير تغکنتو : ۲۰ -۴شکل 
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  ي مفصليه گاههاي شکل با تکيره ايصفحه دا ير مکان بااستفاده از روش نقاط محدود براييکنتور تغ:  ۲۱ -۴شکل 
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  رداري گيه گاههايشکل با تک يره ايصفحه دا يق  براير مکان بااستفاده از حل دقييکنتور تغ : ۲۲ -۴شکل 
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 رداري گيه گاههاي شکل با تکيره ايصفحه دا ير مکان بااستفاده از روش نقاط محدود براييکنتور تغ : ۲۳ -۴ شکل
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 ٤٨

   صفحه دايره اي شکل با تکيه گاه مفصلي تحت بار افزايشي خطي-۴-۵-۳

 از مرکز صفحه به يرت خط که به صوي تحت باريه گاه مفصلي شکل با تکيره ايمساله صفحه دا 

 .با استفاده از روش نقاط محدود حل شده است) ۲۴ - ۴شکل (ابد ي يش ميسمت مرز صفحه افزا

ن مساله برابر ير مکان در اييق تغي مقدار دق. در نظر گرفته شده است۱۹- ۴توزيع نقاط مطابق شکل 

   :]۲۸ [است با
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 نشان داده ۲۶ - ۴ و ۲۵ - ۴ يج در شکلهاي بدست آمده است و نتا  %۳/۱ ن مسالهي ايمقدار خطا برا

  .شده است

        

  
  ي خطيشي تحت بار افزايه گاه مفصلي شکل با تکيره ايصفحه دا : ۲۴ -۴شکل 

0.
2

0.2 0.2

0.2

0.
2

0.20.2

0.2

0.
4

0.4 0.4

0.4

0.4

0.4

0.4

0.
4

0.
6

0.6

0.6

0.
6

0.60.6

0.6

0.
8

0.8

0.8

0.
8

0.8

0.8

1 1

1

1

1

1.2

1.2

1.2

1.2

1.4

1.
4

1.4

Wexact

-2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

 
 تحت بار  ي مفصليه گاههاي شکل با تکيره ايصفحه دا يق  براين بااستفاده از حل دقر مکاييکنتور تغ : ۲۵ -۴شکل 

  يش خطيبا افزا
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 ي مفصليه گاههاي شکل با تکيره ايصفحه دا ير مکان بااستفاده از روش نقاط محدود براييکنتور تغ: ۲۶ -۴شکل 

  يش خطيتحت بار با افزا

 
  کنواختي با شکل دلخواه تحت بار ي صفحه خمش-۴-۵-۴

لوگرم قرار ي ک۲۰۰۰کنواخت ير بار يز که ۲۷- ۴بعنوان آخرين مثال، صفحه اي با هندسه مطابق شکل 

، به روش نقاط محدود حل مي گردد تا کارايي روش را در حل مسائل پيچيده اي که گرفته است

دامنه  يا روع نقاط ري توز۲۸- ۴شکل . امکان حل آنها با ساير روشها بسيار پيچيده است را نشان دهد

 نشان ۲۹-۴کنتور تغيير مکان را براي حالتي هر چهار لبه مفصلي باشد در شکل . مساله نشان مي دهد

حل شده است و ) روش اجزا محدود (SAP2000همين صفحه با استفاده از نرم افزار . داده شده است

براي تحليل صفحه   مدلي را که ۳۱- ۴شکل .  نشان داده شده است۳۰-۴کنتور تغيير مکان در شکل 

  .استفاده شده است نشان مي دهد

  
  ٤-٥-٤ مساله ي شکل صفحه خمش :٢٧-٤شکل 



حل مسائل صفحه خمشي با استفاده از روش نقاط محدود - فصل چهارم    

 
 

 ٥٠

-5 0 5 10 15 20 25
-6

-4

-2

0

2

4

6

  
  ٤-٥-٤ مساله يع نقاط براي توز:٢٨-٤شکل     

  

  
   با استفاده ا زروش نقاط محدود باشديکه هر چهارلبه صفحه مفصلي  حالتي برا (mm) رمکانيي کنتور تغ :٢٩-٤شکل 
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 ٥١

  
   باشدي که چهار لبه مفصلي در حالتSAP2000حل با استفاده از نرم افزار  در  (mm)ر مکانيي کنتور تغ:۳۰-۴شکل 

 

  
  SAP2000 مدل استفاده شده در حل با استفاده از نرم افزار : ٣١-٤شکل 

 
 ميليمتر و با استفاده از ٥٢/١١١ت آمده با  استفاده از روش نقاط محدود حداکثر تغيير مکان بدس

بنابراين روش نقاط محدود سازه را نرمتر از .  ميليمتر بدست آمده است٣/١٠٢روش اجزا محدود 

  .روش اجزا محدود فرض کرده است
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 ٥٢

 با استفاده از روش صفحات تحت بارهاي خمشي و محوريحل مسائل  -۵

 نقاط محدود
د، ميان صفحه در اثر اين ره تحت بارهاي داخل و خارج صفحه اي قرار مي گيحگامي که يک صفهن

 توضيح داده شده است ، ۴که در بخش  ۲بارگذاري مرکب داراي کرنش مي شود و فرض شماره 

 کوچک فرض مي شود تا بقيه فرضها همچنان (w)ولي مقدار تغييرمکان . ديگر درست نمي باشد

  .صادق باشد

  :] ۲۹ [دلات حاکم بر صفحات خمشي محوري به صورت زير بيان مي شودمعا
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در اين معادلات اگر .  مي باشدz و x ،y  نيروهاي سطحي در راستاي محورها pz و px ، pyکه در آن 

Nx  وNyفشاري باشد با علامت منفي در معادلات قرار مي گيرند .  

  

  

  

  

  

 
  

  

  

  

 dx dyبه ابعاد  ي المان صفحه ا ي براي داخل صفحه ايروهاي ن :۱ -۵شکل        
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 ٥٣

 ١ معادلات حاکم براي ورقهاي نازک با خيزهاي بزرگ-۵-۱
در نظريه خيزهاي بزرگ  فرض مي شود که خيزها در مقايسه با ضخامت کوچک نيستند ولي در 

 صفحه مياني کشيده گ،ي بزر به علت اين تغيير مکانها .مقايسه با ابعاد ديگر ورق کوچک هستند

شده و تنشهاي کششي صفحه اي در داخل ورق ايجاد مي شود که موجب سخت تر شدن ورق 

  .و مقاومت ورق را در برابر بار به مقدار چشمگيري افزايش مي دهد شود مي

  :] ۳۱ [روابط کرنش و تغييرمکان و نيرو در حالت خيزهاي بزرگ به صورت زير نوشته مي شود

)۵-۴  (                                                                                     2)(
2
1

x
w

x
u

x ∂
∂

+
∂
∂

=ε  

)۵-۵                                                   (                                    2)(
2
1

y
w

y
v

y ∂
∂

+
∂
∂

=ε  

)۵-۶                          (                                                      
y
w

x
w

x
v

y
u

xy ∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=γ  

)۵-۷    (                                                                                 )(1
yxx NN

Et
νε −=  

)۵-۸                                                        (                              )(1
xyy NN

Et
νε −=  

)۵-۹                                                            (                                       
Gt
N xy

xy =γ  

  .  استz و x ، y به ترتيب تغييرمکان درجهت محورهاي w و u ، vکه 

  

  ز روش نقاط محدود در حل مسائل صفحه با تغيير شکلهاي بزرگ استفاده ا-۵-۲

) ۳- ۵(و ) ۲- ۵(، ) ۱- ۵(براي حل مسائل صفحات نازک با تغيير شکلهاي بزرگ سه معادله حاکم 
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  :بدست مي آيد) ۳-۵(تا ) ۱- ۵(با جايگذاري روبط بالا در معادلات 

                                                 
1 Large deflection 
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.   با استفاده ار روش حداقل مربعات وزني تخمين زده مي شوندw  وu، vدر روش نقاط محدود 

. گردد حل مي  حل اين مساله با استفاده از روش بازگشتي،چون معادلات بالا غير خطي مي باشند

) ۱۴- ۵( در معادلات wباجايگذاري مقدار . بدست مي آيد ) ۳۱- ۴( با استفاده از معادله wبتدا مقدار ا

آيد و دوباره  بدست مي) ۱۶- ۵( از معادله wسپس مقدار .  بدست مي آيدv و uمقادير ) ۱۵- ۵(و 

با دقت حل مي گردد و اين عمل آنقدر تکرار مي شود تا به جوابهايي ) ۱۵-۵(و ) ۱۴- ۵(معادلات 

  .قابل قبول دست پيدا کنيم

  

  صفحات خمشي محوري مسائل نمونه-۵-۳

 
 صفحه مفصلي مربع شکل تحت بار يکنواخت عمود بر صفحه و نيروهاي داخل صفحه -۵-۳-۱

  اي در لبه ها

 و نيروي محوري pz با تکيه گاههاي مفصلي تحت بار يکنواخت عمود بر سطح  مربعيک صفحه 

  :ديگر مشخصات صفحه عبارت است از ) . ۲-۵شکل ( ه هاي آن قرار دارد  در لبxکششي در جهت 

 
E =2.5*106     ton/m2 
ν =0.2; 
 t  =0.2           m 
pz =2              ton/m2 
Nx=1000        ton/m 

  

 مقايسه ]۲۹ [)۱۸- ۵( اين مساله با استفاده از روش نقاط محدود حل شده و نتايج آن با روش دقيق

  :شرايط مرزي بدين ترتيب اعمال شده است.  ده استگردي
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همچنين کنتور تغيير مکان در جهتهاي .  نشان داده شده است۳ -۵توزيع نقاط در دامنه در شکل 

 . نشان داده شده اند۷ -۵ تا ۴ - ۵ا استفاده از روش نقاط محدود و حل دقيق در شکلهاي مختلف ب

  
  شکل با تکيه گاههاي مفصلي تحت نيروهاي محوري و خمشيمربعی صفحه  :۲ -۵شکل 

 
  ) نقطه ۳۱۶(توزيع نقاط روي دامنه در صفحه  : ۳ -۵شکل 

ينقاط اصل  

 نقاط مجازي
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nodes distribution
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  با استفاده از روش نقاط محدود   (mm)تغيير مکان در جهت عمود بر صفحه  : ۴ -۵شکل 
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  با استفاده از حل دقيق   (mm)تغيير مکان در جهت عمود بر صفحه  : ۵ -۵شکل 
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    با استفاده از روش نقاط محدودx  (mm)تغيير مکان در جهت محور  : ۶ -۵شکل 
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    با استفاده از روش نقاط محدودy  (mm)ر مکان در جهت محور تغيي : ۷ -۵شکل 

 بدست آمده  %۱۵/۰ برابر با) ۴۳-۴(با استفاده از رابطه  حل روش نقاط محدود  تغيير مکانخطاي

مقدار خطا ) ۱۹ -  ۵( همين مساله با نيروي فشاري در لبه حل شده و با مقايسه با حل دقيق. است

 تغييرمکان برحسب ميليمتر راوجه داشت که براي محاسبه خطا، مقدبدست آمده است بايد ت% ۶/۱
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   حل دقيق و روش نقاط محدود درشکلهاي کنتورهاي تغيير مکان با استفاده از. استفاده شده است

 . نشان داده شده است۹- ۵ و ۸- ۵
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  با استفاده از روش نقاط محدود   (mm)فحه تغيير مکان در جهت عمود بر ص : ۸ -۵شکل 
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  با استفاده از حل دقيق   (mm)تغيير مکان در جهت عمود بر صفحه  : ۹ -۵                    شکل 
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    با استفاده از روش نقاط محدودx  (mm)تغيير مکان در جهت محور  : ۱۰ -۵شکل 
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   استفاده از روش نقاط محدود  باy  (mm)تغيير مکان در جهت محور  : ۱۱ -۵شکل 

با مقايسه نتايج در حالت کششي جوابهايي که روش نقاط محدود بدست آورده است کمتر از مقدار 

ولي در حالت فشاري . واقعي است يعني سختي سازه را بيشتر از مقدار واقعي آن  درنظر گرفته است

 مقدار خطا نسبت به حالت همچنين در حالت فشاري. سختي سازه را کمتر در نظر گرفته است

  ) ۱۲ - ۵شکل (  با زياد کردن تعداد نقاط مقدار اين خطا کاهش مي يابد  کهکششي بيشتر شده است
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   در لبهي فشاريروي شکل تحت نيلي صفحه مستطي حاصل از حل نقاط محدود برايخطا : ۱۲ -۵شکل 

 
و نيروهاي فشاري صفحه در  صفحه مربع شکل با تکيه گاه مفصلي زير اثر بار متمرکز -۵-۳-۲

  لبه ها

ي روهاي عمود بر صفحه و نPz متمرکز ر تحت باي مفصليه گاههاي شکل با تکي مربعصفحه ا 

تغيير شکل در راستاي عمود بر صفحه با استفاده ). ۱۳- ۵شکل (قرار دارد  در لبه ها Ny و Nx يفشار

  ] :۲۹[از حل دقيق بدست مي آيد 
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  صفحه مربعي شکل با تکيه گاههاي مفصلي  : ۱۳ -۵شکل 
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   :با فرض
E =2.5*106     ton/m2 
ν =0.2 
t =0.2              m 
Pz=5               ton 
Nx=500          ton/m 
Ny=500          ton/m  
a =5                m 
b =5                m 
c =3                m 
d =3                m     

 
اد کردن ي با ز.حل شده است) ۱۴ - ۵شکل (ن مساله با روش نقاط محدود با پخش نقاط نامنظم يا

 . بدست آمده استيقتري دقين مساله دوباره حل شده است که جوابهايا) ۱۵ - ۵شکل (تعداد نقاط 

 در يک مساحتي بر Pzفرض شده است که نيروي متمرکز  روش نقاط محدوددر حل با استفاده از 

بدست آمده ) ۳،۳(صفحه وارد مي شود و با تقسيم نيرو بر مساحت مقدار بار وارد بر سطح در نقطه 

متر مربع ) ۳۲/۰*۳۲/۰( نقطه برابر با ۲۲۸مقدار سطحي که بار در آن وارد مي شود براي حالت  .است

 متوسط فاصله ۲۱/۰ و ۳۲/۰که . در نظر گرفته شده است) ۲۱/۰*۲۱/۰(برابر با  نقطه ۷۸۸و براي 

 . نقطه مي باشد۷۸۸ و ۲۲۸از نقاطي که نزديک آن قرار دارند براي حالت ) ۳،۳(نقطه 

  

  
  ) نقطه۲۲۸(پخش نقاط در دامنه براي روش نقاط محدود  ۱۴ -۵شکل 
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 ٦٢

  
 ) نقطه۷۸۸(پخش نقاط در دامنه براي روش نقاط محدود  ۱۵ -۵شکل 

  

 تا  ١٦ - ٥تغيير مکان براي حل دقيق و حل با استفاده از روش نقاط محدود در شکلهاي  کنتورهاي

) ٣ ، ٣(و تغيير مکان در نقطه ) ٤٣- ٤(مقدار خطا با استفاده از رابطه .  نشان داده شده است٢٤- ٥

  . آمده است١ نقطه  در جدول ٧٨٨ و ٢٢٨ش نقاط محدود در دو حالت براي حل رو
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 بدون در نظر گرفتن نيروهاي با استفاده از حل دقيق   (mm)تغيير مکان در جهت عمود بر صفحه  : ۱۶ -۵ شکل
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نيروهاي  با در نظر گرفتن با استفاده از حل دقيق   (mm)تغيير مکان در جهت عمود بر صفحه  : ۱۷ -۵ شکل

 محوري
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 بدون در نظر گرفتن با استفاده از روش نقاط محدود   (mm)تغيير مکان در جهت عمود بر صفحه  : ۱۸ -۵شکل

  ) نقطه٢٢٨(نيروهاي محوري 
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 با در نظر گرفتن با استفاده از روش نقاط محدود   (mm)تغيير مکان در جهت عمود بر صفحه  : ۱۹ -۵ شکل

 )قطه ن٢٢٨(نيروهاي محوري  
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 بدون در نظر گرفتن با استفاده از روش نقاط محدود   (mm)تغيير مکان در جهت عمود بر صفحه :  ۲۰ -۵ شکل

  ) نقطه٧٨٨( نيروهاي محوري    



حل مسائل صفحات تحت بارهاي خمشي و محوري با استفاده از روش نقاط محدود -فصل پنجم   

 
 

 ٦٥
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  با در نظر گرفتن با استفاده از روش نقاط محدود   (mm)تغيير مکان در جهت عمود بر صفحه  : ۲۱ -۵ شکل

 ) نقطه٧٨٨(نيروهاي محوري  
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  ) نقطه۲۲۸ (  با استفاده از روش نقاط محدودx  (mm)تغيير مکان در جهت محور  : ۲۲ -۵شکل 
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 ) نقطه۲۲۸ (  با استفاده از روش نقاط محدودy  (mm)تغيير مکان در جهت محور  : ۲۳ -۵شکل 
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  )نقطه ۷۸۸ (  با استفاده از روش نقاط محدودx  (mm)تغيير مکان در جهت محور  : ۲۴ -۵شکل 
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  ) نقطه۷۸۸ (  با استفاده از روش نقاط محدودy  (mm)تغيير مکان در جهت محور  : ۲۵ -۵شکل 

  

  با استفاده از روش نقاط محدود) ٣ ، ٣(ر مکان در نقطه يي مقدار خطا و تغ :١ -٥جدول 

  error % w(3,3) (mm) |(w-wexact)|/wexact 
228 nodes 1.1178 1.1275 1.04% 
788 nodes 0.1198 1.1247 0.79% 

exact -------- 1.1159 -------- 
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  پخش نقاط در دامنه : ۲۶ -۵شکل 

براي حل اين مساله تعداد نقاط در اطراف نقطه اي که بار متمرکز در آن وارد شده بود را افزايش داده 

يکي . مدو مساله دوباره حل شده است ولي در اين حالت جوابهاي صحيحي بدست نيا) ۲۶- ۵شکل (
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 ٦٨

از دلايل آن مي تواند اين باشد که پخش نقاط در سطح به صورت تقريبا همگن نمي باشد و همين 

مانند حل در روش اجزا محدود که اگر نسبت . علت باعث مي شود که جوابهاي درستي بدست نيايد

البته . داضلاع المانها از مقدار مشخصي بيشتر شود باعث به وجود آمدن جوابهاي نادرستي مي گرد

  .اين دليل از نظر مهندسي کاملا قانع کننده نيست و نياز به مطالعات بيشتري دارد

 
   بار کمانش يک صفحه مربع شکل با تکيه گاههاي مفصلي- ۵-۳-۳

با  )۲- ۵شکل ( شکلمربعک صفحه ي ي را براي فشاريم مقدار بار بحراني خواهين مساله مي در ا

و   x=0 در لبه ي مقدار بار فشاري، بدست آوردن بار بحرانيراب. ميبدست آورتکيه گاههاي مفصلي 

x=5  ر مکان را در مرکز صفحه يي و مقدار تغدادهش يرا از صفر افزا).y,.(x 5252  بدست ==

 اولين مقدار باري که باعث تغيير قابل ملاحظه اي در تغيير مکان مي شود، برابر با کمترين .ميآورد

تغيير ناگهاني مقدار تغيير مکان نشان دهنده اينست که مقدار بار برابر با . حراني استمقدار براي بار ب

و با صفر ) ۱۹- ۵(بار بحراني با استفاده از حل دقيق رابطه . مقدار ويژه ماتريس ضرايب شده است

  . بدست مي آيد) ۱۹- ۵(قرار دادن مخرج رابطه 
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  :در نتيجه .  برابر با يک باشندn و mکوچکترين مقدار بار هنگامي بدست مي آيد که 

  

)۵-۲۲                                                             (mkgDNcr /10*742.2
5

4 6
2

2

==
π

  

  

نشان ) ۲۷- ۵(فاده کرديم که در شکل براي حل به روش نقاط محدود از چهار نوع پخش نقاط است

صرفنظر شده است و کليه مشخصات ) ۹ تا ۴- ۵(از ترمهاي درجه دوم در معادلات  .داده شده است

براي غير صفر شدن جوابها علاوه بر نيروي محوري در لبه، ( مي باشد۱- ۳- ۵صفحه مانند مساله 

نيروي -نمودار تغيير مکان).  مي شود کيلوگرم بر مترمربع بر صفحه وارد۲۰۰۰نيروي عمود بر صفحه 

و با استفاده از حل دقيق در  ) ۳۱ تا ۲۸-۵(محوري با استفاده از روش نقاط محدود در شکلهاي 
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 ٦٩

مقدار بار بحراني و خطاي نسبي حاصل از حل با استفاده از . نشان داده شده است) ۳۲-۵(شکل 

  . داده شده است نشان۲- ۵روش نقاط محدود براي هر يک از حالتها در جدول 

  

   مقدار باربحراني و خطاي حاصل از روش نقاط محدود :۲-۵ لدوج

number of 
nodes Ncr (kg/m) %err=100*|NFPM-Nexact|/|Nexact|

228 2705000 1.35 
316 2708000 1.24 
788 2735000 0.26 

1081 2737000 0.18 
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   نقطه با پخش نامنظم۷۸۸ )ب                               نقطه با پخش نامنظم ۲۲۸ )الف                 
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   نقطه با پخش منظم۱۰۸۱) د                               نقطه با پخش منظم        ۳۱۶ )ج                

  

  ي فشاري روش نقط محدود در حل مساله بار بحرانيع نقاط براي توز :۲۷-۵شکل 
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  الف-٢٧-٥ حالت ي براي فشاري محوريروير مکان مرکز صفحه برحسب نييتغ نمودار  :٢٨ -٥شکل 
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  ب-٢٧-٥ حالت ي براي فشاري محوريروير مکان مرکز صفحه برحسب نيي نمودار تغ :٢٩ -٥شکل 
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  ج-٢٧-٥ حالت ي براي فشاري محوريروير مکان مرکز صفحه برحسب نيي نمودار تغ :٣٠ -٥شکل 
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  د-٢٧-٥ حالت ي براي فشاري محوريروير مکان مرکز صفحه برحسب نيي نمودار تغ :٣١ -٥شکل 
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حل مسائل انتشار يون کلر در سازه هاي بتني و محاسبه عمر مفيد  -۶

  نقاط محدودبتني با استفاده از روش  های سازه

  

در اين بخش براي مقايسه روش نقاط محدود با ساير روشهاي عددي از قبيل اجزا محدود، تفاوتهاي 

، معادله انتشار يون کلر در بتن با استفاده از روش نقاط ] ۹ [وش بدون المان گالرکينو ر] ۳۲ [محدود

  . شده استمقايسه ] ۳۳ [ ديگر موجودمحدود حل شده و نتايج آن با نتايج روشهاي

  

  معادلات حاکم بر انتشار يون کلر در بتن -۶-۱

 ارزان و پايا در محيطهاي دريايي مي باشد كه مي توان با قالب تن به عنوان يكي از مصالح نسبتاب

 خوردگي آرماتورها در بتن از جمله رايج ترين .بندي آن را به هر شكل هندسي مورد نظر در آورد

رمه بوده و يكي از مهمترين مشكلاتي است كه مهندسان عمران امروزه در بتن آ هاي در سازه خرابيها

  . نگهداري سازه هاي بتن آرمه با آن مواجه مي باشند

شرايط گرم آب و هوايي دريا و وجود نمك در آبهاي زير زميني مشكل خوردگي را افزايش مي دهد،  

بنابراين  با توجه . زه ها مي شودبطوريكه ضعف در عمل آوري بتن باعث كم شدن عمر مفيد اين سا

به اينكه مساله عدم پايايي بتن در محيطهاي خوردنده يكي ازمشكلات اساسي  بوده و خوردگي 

، در سالهاي  ]۳۴[ ميلگردها ناشي از نفوذ يون كلر از عوامل مهم تاثير گذار بر پايايي آن مي باشد

  .جام شده استاخير مطالعاتي گسترده براي حل مشكلات ناشي از آن ان

براي حل اين معضل علاوه بر بررسي روشهاي جلوگيري از آسيب ديدگي بتن بايد به دنبال  

روشهايي بود كه با استفاده از آن بتوان عمر مفيد سازه هاي در حال ساخت و سازه ها ي موجود را ، 

شهاي موجود با توجه به مشخصات مصالح بكاررفته و شرايط محيطي، تعيين نمود تا از ميان رو

  .راه حل را براي جلوگيري از تخريب زودرس سازه ها، انتخاب نمودترين  بهترين  و اقتصادي

از جمله روشهاي پيش بيني عمر مفيد سازه ها در دنيا ، جمع آوري نتايج حاصل از آزمايشها و 

ن امر ساخت اطلاعات سازه هاي موجود براي ارائه مدلي است كه استفاده از آن براي دست اندركارا

 .و ساز ممکن باشد

هاي بتني، معادله ديفرانسيلي است كه از  يكي از متداولترين مدلها به منظور تخمين عمر مفيد سازه

  :توان بصورت زير نوشت شکل کلي معادله را مي. كند تبعيت مي] ۳۵[  ١قانون دوم فيك

                                                 
1 Fick 
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)۶-۱           (                                                                                 CtD
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 معرف ضريب پخش D زمان و به عبارت ديگر عمر سازه بتني و در نهايت t، ١ كلرمقدار Cكه در آن 

باشد كه اين ضريب به عوامل متعددي همچون گذشت زمان، دما، نوع و  مي  در بتن٢يون كلر

  .ودنيهاي در بتن و نيز نسبت آب به سيمان بستگي دارد افزمقدارعيارسيمان و 

عنوان نمونه تأثير دو پارامتر زمان و دما در ضريب پخش يون كلر با استفاده از استاندارد نروژمطابق   به

  : ]۳۳[ در نظر گرفته شده استرابطه زير

)٢-٦       (                                                    
⎥
⎥
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⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−= )11(exp)(),(

TTR
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DTtD
ref
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  :ن كه در آ

D (t,T) :  ضريب پخش يون كلر در زمانt و دماي T  

 Dref :  زمان ضريب پخش يون كلر درtref  وTref  

 U : انرژي آزاد شده در پروسه پخش شوندگي   

 T :دماي مطلق سازه به درجه كلوين است. 

R : ثابت گازي 

mc : ضريب ثابت  

د، اين غلظت بعنوان شرايط مرزي در نظر گرفته مي باش شخص ميغلظت كلر سطحي مبه علت اينکه 

مدت  در اين شرايط .باشد  معادله انتشار در شرايط مغروق مي،معادله حاکم لازم به ذكر است که. شود

  .باشد  صفر مي در آن مرز،به مقدار حداكثر مشخص از مقدار اوليه صفر در مرزها رسيدن کلر زمان

 

  تشار يون کلر با استفاده از روش نقاط محدود حل معادله ان-۶-۱-۱

  :  مي توان نوشت،) کلر در بتنمقدار (C بعنوان تقريبي از hCبا فرض 

)۶-۳ (                                 s
Th CCC Φ== −

sBAp 1
  

                                                 
1 Chloride Content 
2 Chloride Diffusion Coefficient 
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با قرار . زير دامنه نقطه مورد نظر قرار دارند در نقاطي که در C برداري است حاوي مقدا رsCکه 

  :معادله زير براي هر نقطه واقع در دامنه بدست مي آيد) ۱-۶(در معادله انتشار ) ۳- ۶(دادن معادله 

)۶-۴ (                                s

h
i

h
i CtD

t
CC

Φ∇=
∆
−+ 21 )(  

hکه در آن 
iC h و it+1يون کلر در زمان   مقدار+1

iC مقدا رکلر در زمان itشرايط مرز ي را .  مي باشد

  :هم مي توان به صورت زير نوشت

=t         :                0=Φ=0براي نقاطي که داخل دامنه قرار دارند در زمان ) ٥-٦( s
h CC  

t                                     :       0CCC<0براي نقاط روي مرز در زمان ) ٧-٦( s
h =Φ=  

   

   روش تفاوتهاي محدود-٢-١-٦

اين روش براي . باشد رايج ترين روش براي حل معادله پخش يون کلر، روش تفاضل محدود مي

اين روش هنوز در مسائل . باشد به سادگي قابل اجرا مي) مستطيلي شكل(سة ساده هاي با هند سازه

اما همانطور که قبلا . باشد هاي بسيار متداول و با مزاياي زيادي مي مكانيك سيالات يكي از روش

اشاره شده، در صورت پيچيده شدن هندسه مدل و يا شرايط مرزي، اين روش با مشكلات زيادي از 

  .شود  نقاط مجازي مواجه ميجمله تعريف

در اين روش دامنه مساله بوسيله نقاطي که به طور منظم در يک شبکه مستطيلي شکل قرار دارند مدل 

اگر انتشار بصورت يک بعدي انجام گيرد، معادله انتشار را مي توان با استفاده ). ١-٦شکل (مي شود 

  :روش تفاوتهاي محدود بدين صورت نوشت از

)٨-٦ (                      )2(
)( ,1,,12,1, jijijijiji CCC
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  :و براي حالت دو بعدي 
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  :اين روش نيز پايدار است مشروط برآنكه
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   روش اجزا محدود-۶-۱-۳

 محيط به اجزاي کوچکتري تقسيم مي شود که رفتار محيط در هر جزء يا المان از قبل ن روشدر اي

  . تعريف شده است و رفتار کلي محيط با توجه به مجموع رفتار اجزاي آن بدست مي آيد

  :يف شده استفاده مي شود، بدين صورت که اگر معادله مورد نظر حل ضعز ا در روش اجرا محدود
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  : به صورت زير تخمين زده شود Cباشد و 
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  :بدست مي آيد) ١٣- ٦(از معادله 
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  :هاي دو گره اي خواهيم داشت در صورت استفاده از المان

jiC , jiC ,1+jiC ,1−

1, +jiC

1, −jiC

YδXδ

 مستطيلي    بوسيله يك شبكة X-Yپوشاندن ناحيه  : ١ -٦شکل 
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  :ه زمان بنويسيم خواهيم داشتاگر بخواهيم اين معادله را نسبت ب

)١٧-٦ (                                                   )}'){1(}'{(}{}{ 11 nnnn QQtQQ θθ −+∆+= ++  

)١٨-٦(                      )}){1(}{(}]{[}]){[]([ 11 nnnn bbtQKtQKtM θθθ −+∆+∆−=∆∆+ ++  

  .بهمين ترتيب مي توان براي حالت دوبعدي هم معادله را نوشت

  

   روش بدون المان گالرکين-٤-١-٦

ن المان گالرکين هم مانند روش اجزا محدود، از حل ضعيف شده براي حل معادلات حاکم روش بدو

استفاده مي کند با اين تفاوت که توابع شکلي جديدي با استفاده از روش حداقل مربعات متحرک 

 از روش ضريب لاگرانژ يجايگزين توابع شکلي اجزا محدود مي شود و براي ارضاي شرايط مرز

در اين روش دامنه توسط يک سري نقاط پوشانده مي شود ولي براي محاسبه . داستفاده مي شو

  .انتگرالها از يک شبکه کمکي در کل دامنه استفاده مي گردد

 
   حل تحليلي معادله انتشار -٥-١-٦

حل دقيق مساله انتشار براي حالتي که ضريب انتشار يون کلر نسبت به زمان ثابت باشد براي مساله 

  :و بعدي با دامنه مستطيلي شکل و دايره اي شکل بيان مي شوديک بعدي و د

  

  حالت يک بعدي -١-٥-١-٦

  با فرض شرايط مرزي  ، Lبراي مساله يک بعدي به طول 
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يهاي فوريه مي توان مقدار يون کلر را برحسب زمان و  سر وو با استفاده از روش جداسازي متغيرها

 :مکان بدست آورد
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  :حالت دو بعدي -٢-٥-١-٦

 : و با شرايط مرزي L و عرض Hبراي دامنه مستطيلي شکل به طول 
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  : مقدار يون کلر بدست مي آيد]۳۶[با استفاده از روش جداسازي متغيرها و  سريهاي فوريه 
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    و شرايط مرزي Rاگر دامنه به صورت دايره اي شکل با شعاع 
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  :،  مقدار يون کلر برابر خواهد بود با ]۳۶[باشد، با استفاده از روش جداسازي متغيرها و توابع بسل
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  .    ريشه هاي مثبت معادله زير مي باشدjα ترم او ل تابع بسل از مرتبه صفر و 0Jکه در آن 

)٢٥-٦(                                                                            ,...)2,1(0)(0 == jRJ α  

   مسائل حل شده-۶-۲

  ضريب پخش ثابت و حالتي که حالتي کهين قسمت چند مساله يک بعدي و دو بعدي برايدر ا

ضريب پخش نسبت به زمان متغير باشد، با استفاده ا ز روش نقاط محدود حل مي شود و نتايج آن با 

روشها ي عددي اجزا محدود، تفاوتهاي محدود و روش بدون المان ] ۳۳[نتایج موجود حل دقيق و 

  .قايسه مي گرددگالرکين م

 به ترتيب براي حالت يک بعدي و دو بعدي در نظر ۶ و ۳ مقدا رmدر روش نقاط محدود براي 

 فرض شده  rm=α rminشعاع زير دامنه براي هر نقطه به صورت جداگانه و برابر با . گرفته شده است

 نقطه براي ۶ و ۳  مقدار شعاع زير دامنه بر ي هر نقطه است که حداقل rmin  مقدار ثابت وα که
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تابع وزني که در حل ) ۲۶- ۶(رابطه . حالت يک بعدي و دو بعدي در آن زيردامنه وجود داشته باشد

  .اين مسائل براي روش نقاط محدود استفاده شده است را نشان مي دهد
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  :د ازنحل مسائل در نظر گرفته شده اند، عبارت ياايي که برديگر فرضه

α = 1.4 
=U 35000 j/mol 
=R 8.3143 jouls per Kelvin per mole. 
=reft 28 days 

)20(293 CKTref
oo=  

 
   حالت يک بعدي-۶-۲-۱

   ضريب انتشار ثابت-۶-۲-۱-۱

 نشان داده شده است ۱در اين قسمت، نفوذ يون کلر در يک دال بتني با مشخصاتي که در جدول 

  .مورد بررسي قرار مي گيرد

  

  مشخصات دال بتني: ۱جدول 

Thickness (mm) Cover (mm) D (m2/s) m Ct %
1000 50 10-12 0 0.1 

  

Ctدرجه ۲۰دماي سالانه ثابت و برابر با مقدار .  مقدار کلر لازم براي آغاز خوردگي در بتن مي باشد 

 نصف  سال،۲۰ کلر بعد ا زمقداربراي بدست آوردن .  برابر با صفر فرض شده استmcسانتي گراد و 

 گره تقسيم كرده و با استفاده از روشهاي مختلف اين مساله حل ۲١ المان متساوي و يا ۲٠دال را به 

 ٢٠ مقدار يون کلر بعد از ٢- ٦در شکل . ه است آمد٣- ٦ و٢- ٦شده است که نتايج آن در شکلهاي 

 سانتي متر ٥ يون کلر در ضخامت مقدار ٣- ٦ مختلف و در شکل سال در نيمي از دال برا ي روشهاي

  .بر حسب زمان نشان داده شده است



 بتني با استفاده از های  حل مسائل انتشار يون کلر در سازه هاي بتني و محاسبه عمر مفيد سازه-فصل ششم 

 روش نقاط محدود
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  ) نقطه٢١(  سال ٢٠مقدار يون کلر در نيمي ا زدال بتني بعد از : ٢ -٦شکل 
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  ) نقطه٢١( سانتي متري بر حسب زمان ٥مقدار يون کلر در ضخامت  : ٣-٦شکل 

  

 نقطه نتايج ۱۰۱ نشان داده شده است، با افزايش تعداد نقاط به ۵ - ۶ و ۴- ۶همانطور که در شکلهاي 

  .همه روشها همگرا مي شود



 بتني با استفاده از های  حل مسائل انتشار يون کلر در سازه هاي بتني و محاسبه عمر مفيد سازه-فصل ششم 

 روش نقاط محدود
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  ) نقطه١٠١(  سال ٢٠مقدار يون کلر در نيمي ا زدال بتني بعد ا ز : ٤ -٦شکل 
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  ) نقطه١٠١( سانتي متري بر حسب زمان ٥مقدار يون کلر در ضخامت  : ٥ -٦شکل 

 ، (FPM)براي روشهاي نقاط محدود ) ۲۷- ۶( که با استفاده از رابطه L2 مقدار خطاي ۲ -۶جدول 

 بدست آمده (EFG) و روش بدون المان گالرکين (FDM) ، تفاوتهاي محدود (FEM)اجزا محدود 

  . دهداست، را نشان مي

)۶-۲۷ (                                                      [ ] 2/1

2 )()( Ω−−= ∫Ω dCCCCL h
exact

Th
exact   



 بتني با استفاده از های  حل مسائل انتشار يون کلر در سازه هاي بتني و محاسبه عمر مفيد سازه-فصل ششم 

 روش نقاط محدود

 

 ٨٢

   سال۲۰براي مقدار يون کلر بعد از  L2 خطاي  :۲ -۶جدول 

  Number of nodes FPM EFG FEM FDM 
21 0.1897 0.1678 0.4984 0.1879 2L  error% 

  101 0.009 0.008 0.0216 0.008 
  

نتايج نشان مي دهد که براي .  آمده است۳- ۶زمان شروع خوردگي براي روشهاي مختلف در جدول 

حالت يک بعدي نتايج روش نقاط محدود و تفاوتهاي محدود بسيار بهم نزديکند و از روش اجزا 

البته نبايد . وشهاستروش بدون المان گالرکين دقيقترين روش ميان اين ر. محدود دقيقتر مي باشند

فراموش کرد که روش نقاط محدود بسيار ساده تر و سريعتر و ارزانتر از روش بدون المان گالرکين 

  . است و احتياجي به محاسبه هيچگونه انتگرالي ندارد

  

  يب انتشار ثابت ضرزمان شروع خوردگي براي : ۳ -۶جدول 

 Number of nodes FPM Exact EFG FEM FDM 
21 12.98 14.7 13.4 12.5 13 initiation period (year) 

 101 14.6 14.7 14.7 14.6 14.7 
  

   ضريب انتشار متغير نسبت به زمان-۶-۲-۱-۲

براي محاسبه ضريب پخش از نمودار دماي . براي حالت ضريب انتشار متغير حل تحليلي وجود ندارد

  .] ۳۷ [ فرض شده است۲/۰ برابر با mc و مقدار استفاده شده است) ۶- ۶شکل (سالانه بندرعباس 
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  ]۳۷ [ نمودار دماي سالانه بندرعباس :۶ -۶شکل 

  

 نقطه ۱۰۱ و ۲۱ مقدار يون کلر را نسبت به زمان و ضخامت براي ۱۰-۶ و ۹ - ۶ ، ۸ - ۶ ، ۷ - ۶شکل 

  .نشان مي دهد



 بتني با استفاده از های  حل مسائل انتشار يون کلر در سازه هاي بتني و محاسبه عمر مفيد سازه-فصل ششم 

 روش نقاط محدود
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  ) نقطه٢١(  سال ٢٠مقدار يون کلر در نيمي ا زدال بتني بعد از : ٧ -٦شکل 
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  ) نقطه٢١( سانتي متري بر حسب زمان ٥مقدار يون کلر در ضخامت  : ٨ -٦شکل 

  



 بتني با استفاده از های  حل مسائل انتشار يون کلر در سازه هاي بتني و محاسبه عمر مفيد سازه-فصل ششم 

 روش نقاط محدود
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  ) نقطه١٠١(  سال ٢٠مقدار يون کلر در نيمي ا زدال بتني بعد از : ٩ -٦شکل 
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  ) نقطه١٠١( سانتي متري بر حسب زمان ٥مقدار يون کلر در ضخامت  : ١٠ -٦شکل 

  

  . آمده است٤ - ٦لف در جدول شروع زمان خوردگي با استفدا از روشهاي مخت

 
  زمان شروع خوردگي براي ضريب انتشار متغير : ۴ -۶جدول 

  Number of nodes FPM EFG FEM FDM 
21 23 23.8 21.8 22.9 initiation period (year) 

  101 26.5 26.5 26.5 26.5 

 



 بتني با استفاده از های  حل مسائل انتشار يون کلر در سازه هاي بتني و محاسبه عمر مفيد سازه-فصل ششم 

 روش نقاط محدود

 

 ٨٥

   حالت دو بعدي-٢-٢-٦

) ١١-٦شکل (مقطع مربع شکل و دايره اي شکلدر اين قسمت انتشار يون کلر در يک ستون بتني با 

  . آمده است، مورد بررسي قرار مي گيرد٥ - ٦با مشخصاتي که در جدول 

 
   مشخصات ستون بتني با مقطع مربعي و دايره اي شکل :٥ -٦جدول 

Cover (mm) D (m2/s) m Ct % 
50 10-12 0 0.1 

  

  

  
  ني با مقطعي به شکل مربع و دايره ستون بت :١١-٦شکل 

  

  مقطع مستطيلي شکل -۶-۲-۲-۱

 ۲۰مقدار يون کلر در مقطع بتني بعد از . براي حل مساله يک چهارم ا زمقطع در نظر گرفته شده است

براي .  (m=0,T=20)سال با ضريب پخش ثابت با استفاده از روش نقاط محدود بدست آمده است

د با روش بدون المان گالرکين و اجزا محدود از همان توزيع نقاطي مقايسه نتايج روش نقاط محدو

 نقطه ۱۸۵ ].۳۳ [که در حل با استفاده از اين روشها استفاده شده است استفاده شده) ۱۲- ۶شکل (

 المان مثلثي براي اجزا محدود و براي روش تفاوتهاي ۳۲۸براي روش نقاط محدود و گالرکين و 

 ترم اول ۱۰۰۰۰حل دقيق با استفده از . استفاده شده است) ۱۲*۱۲ (محدود شبکه منظمي ا زنقاط

 يون کلر در يک چهارم از مقطع مقدار ۱۷ - ۶الي  ۱۳- ۶ هايشکل. بدست آمده است) ۲۲- ۶(معادله 

 . نشان مي دهدرا



 بتني با استفاده از های  حل مسائل انتشار يون کلر در سازه هاي بتني و محاسبه عمر مفيد سازه-فصل ششم 

 روش نقاط محدود

 

 ٨٦

                                   
  رم از مقطع بتني توزيع نقاط در يک چها :۱۲ -۶شکل 
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   حل دقيق با استفاده از ) نقطه ١٨٥(  سال ٢٠مقدار يون کلر با ضريب پخش ثابت بعد از   :١٣-٦شکل 
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   روش اجزا محدود  با استفاده از ) نقطه ١٨٥(  سال ٢٠ مقدار يون کلر با ضريب پخش ثابت بعد از  :١٤ -٦ شکل 
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 بتني با استفاده از های  حل مسائل انتشار يون کلر در سازه هاي بتني و محاسبه عمر مفيد سازه-فصل ششم 

 روش نقاط محدود
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 روش تفاوتهاي  با استفاده از ) نقطه ١٨٥(  سال ٢٠ابت بعد از  مقدار يون کلر با ضريب پخش ث :١٥ -٦شکل 

  محدود
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 روش بدون المان  با استفاده از ) نقطه ١٨٥(  سال ٢٠ مقدار يون کلر با ضريب پخش ثابت بعد از  :١٦ -٦شکل 

  گالرکين

  



 بتني با استفاده از های  حل مسائل انتشار يون کلر در سازه هاي بتني و محاسبه عمر مفيد سازه-فصل ششم 

 روش نقاط محدود
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   روش نقاط محدود با استفاده از ) نقطه ١٨٥(  سال ٢٠ مقدار يون کلر با ضريب پخش ثابت بعد از  :١٧-٦شکل 

  

 المان و استفاده از شبکه ١٣١٢ نقطه و تعداد المانهاي مثلثي به ٦٩٧با زياد کردن تعداد نقاط به 

 نتايج تمام روشها به جز اجزا ١٩ -٦ و ١٨- ٦ براي روش تفاوتهاي محدود، با توجه به شکل ٢٥*٢٥

  .محدود به جوابهاي دقيق همگرا مي شوند
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  ) نقطه١٨٥( ميليمتري بر حسب زمان با ضريب پخش ثابت ٥٠ مقدار يون کلر در عمق :  :١٨-٦شکل 



 بتني با استفاده از های  حل مسائل انتشار يون کلر در سازه هاي بتني و محاسبه عمر مفيد سازه-فصل ششم 

 روش نقاط محدود
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  ) نقطه٦٩٧( ميليمتري بر حسب زمان با ضريب پخش ثابت ٥٠  مقدار يون کلر در عمق  :١٩-٦ل کش

  

 ٧ - ٦ و ٦ -٦ ميليمتر در جدولهاي ٥٠ و زمان شروع خوردگي آرماتور در عمق L2مقدار خطاي 

  .آمده است

   ، براي مقطع مربعي شکل با ضريب پخش ثابتT=20 در زمان L2 خطاي  :٦ -٦جدول 

  Number of nodes FPM EFG FEM FDM 
185 0.46 0.73 1.42 0.73 2L  error% 

  697 0.11 0.27 0.46 0.086 
  

  يمتر براي مقطع مربعي شکل با ضريب پخش ثابت ميل٥٠ زمان شروع خوردگي آرماتور در عمق  :٧ -٦جدول

 Number of nodes FPM Exact EFG FEM FDM 
185 6.7 10.5 7.58 4.67 4.33 initiation period (year) 

 697 9 10.5 9.08 8.83 9.42 
  

 ۱۸۵ که از ي دهد که روش نقاط محدود در حالتي نشان م۶- ۶ و جدول ۱۹- ۶ تا ۱۳- ۶ يشکلها

 را روش بدون ي زمان شروع خوردگينيش بيپ.  باشديقتر ميه روشها دقيده شده است از بقنقطه استفا

  .ن زده استيقتر تخميه روشها دقيبق ن ازيالمان گالرک

 و با استفاده از نمودار دماي سالانه شهر mc=0.2مساله انتشار يون کلر با ضريب پخش متغير با فرض 

-  ۶    و ۲۰- ۶شکلهاي  (  روش نقاط محدود حل شده استبا استفاده از ) ۶ -  ۶شکل (بندرعباس 

 نشان داده شده ۲۳- ۶ و ۲۲- ۶ ميليمتر بر حسب زمان در شکلهاي ۵۰مقدار يون کلر در عمق  ). ۲۱

متغير جواب تحليلي وجود ندارد ولي  همانطور که قبلا ذکر شد، براي حالت ضريب پخش. است



 بتني با استفاده از های  حل مسائل انتشار يون کلر در سازه هاي بتني و محاسبه عمر مفيد سازه-فصل ششم 

 روش نقاط محدود

 

 ٩٠

دن تعداد نقاط جوابهاي روشهاي مختلف به يک مقدار  پيداست با زياد کر۲۳- ۶همانطور که از شکل 

 نشان داده شده ٨ - ٦آغاز زمان خوردگي براي حالت ضريب پخش متغير در جدول . همگرا مي شوند
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  با استفاده از روش نقاط محدود)  نقطه ١٨٥(  سال ٢٠ مقدار يون کلر با ضريب پخش متغير بعد از  :٢٠ -٦شکل 
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  ) نقطه ١٨٥( ميليمتري بر حسب زمان با ضريب پخش متغير ٥٠ مقدار يون کلر در عمق  :٢٢ -٦شکل 

  
  ) نقطه ٦٩٧( زمان با ضريب پخش متغير  ميليمتري بر حسب٥٠ مقدار يون کلر در عمق  :٢٣ -٦شکل 

  

   ميليمتر براي مقطع مربعي شکل با ضريب پخش متغير٥٠ زمان شروع خوردگي آرماتور در عمق  :٨ -٦جدول 

  Number of nodes FPM EFG FEM FDM 
185 10 11.75 6.5 5.75 initiation period (year) 

  697 14.23 14.67 14.25 15.42 
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 ٩٢

 ي حل مساله دوبعدين براي که روش نقاط محدود و روش بدون المان گالرکيزمان ٩ -٦جدول 

 شود يهمانطور که مشاهده م.  دهدي نقطه را نشان م٦٩٧ ير برايب پخش متغيون کلر با ضريانتشار 

  ين استگالرکبدون المان ار کمتر از روش ي بس محدودزمان حل روش نقاط

 
   نقطه٦٩٧ ير برايب پخش متغيون کلر با ضري انتشار ياله دوبعد حل حل مسيزمان حل برا : ٩ -٦جدول 

 FPM EFG 

Computing time (sec) 26 67 
  

   شکليره ايمقطع دا -٢-٢-٢-٦

ع ي شکل با استفاده از روش نقاط محدود با توزيره اي با مقطع دايون کلر در ستون بتنيمساله انتشار 

) ٢٤-٦رابطه  (يليج آن با حل تحلي و نتا، حل شده نشان داده شده است٢٤ - ٦ که در شکل ينقاط

.  استفاده شده است)٢٤- ٦( رابطه  نامحدودي ترم اول سر٢٠٠ از يليدر حل تحل. ايسه شده استمق

 مقدار يون کلر را براي ضريب پخش ثابت با استفاده از روش نقاط محدود براي ٢٦- ٦ و ٢٥- ٦شکل 

. با استفاده از حل دقيق نشان داده شده است C مقدار ٢٧- ٦در شکل .  نقطه نشان مي دهد٥٨٥ و ١٥٢

 و جدول شکلها همانطور که از.  مشاهده مي شود٢٩-٦ ميليمتر در شکل ٥٠مقدار يون کلر در عمق 

 ي ميهموارتردقيقتر و  ي روش نقاط محدود جوابها،تعداد نقاطافزايش  شود با ي مشاهده م١٠- ٦

  .ن جوابهاي قابل قبولي بدست آورد ولي با تعداد نقاط کم هم مي توادهد

  

  
   نقطه ٥٨٥) ب نقطه                                                           ١٥٢ )                        الف

     شکليره اي مقطع دايع نقاط برايتوز : ٢٤ -٦شکل                                         
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  )قيحل دق( سال ٢٠عد از  مقدار يون کلر با ضريب پخش ثابت ب :٢٧ -٦شکل 
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   ميليمتري بر حسب زمان با ضريب ثابت٥٠ مقدار يون کلر در عمق  :٢٨ -٦شکل 
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 ٩٥

   ميليمتر٥٠زمان شروع خوردگي آرماتور در عمق   وL2خطاي:  ١٠ -٦جدول 

   ثابتبا ضريب پخشدايره اي شکل براي مقطع 

 L2 error% initiation period (year) 
FPM (152 nodes) 0.0532 7.8 
FPM (585 nodes) 0.0039 12.15 

exact --------- 14.2 
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  يريجه گينت  -۱ -۷

  

همانطور که قبلا اشاره شد روش نقاط محدود با ارضاي مستقيم معادلات حاکم و شرايط  

ولي اين روش ممکن است با افزايش نقاط با ناپايداري در حل . مرزي، مساله را حل مي کند

همچنين اگر مختصات نقاط نسبت به عدد يک مقادير بزرگي باشند به .  شودمسائل مواجه

علت استفاده از روش حداقل مربعات وزني يا متحرک در فرآيند حل دچار مشکل مي شويم 

که مي توان با استفاده از نگاشت و تبديل مختصات کلي به مختصات محلي در درونيابي، اين 

 .مشکل را برطرف کرد

 براي درونيابي استفاده کرد و براي CMLSقيق شرايط مرزي مي توان از روش براي ارضاي د 

رفع مشکلات اين روش در مرزهايي که به صورت خطهاي موازي با محور مختصات کلي 

مي باشند، مي توان از مختصات محلي که نسبت به مختصات کلي چرخيده است استفاده 

 .کرد

وزني روي دقت جوابهاي روش نقاط محدود اثر انتخاب تابع وزني در روش حداقل مربعات  

. استفاده از تابع وزني گوس نسبت به ساير توابع وزني جوابهاي بهتري مي دهد. مي گذارد

 .انتخاب پارامترهاي تابع وزني گوس هم در دقت نتايج موثر است

روش نقاط محدود براي حل مسائل صفحات خمشي بکار گرفته شده و براي ارضاي شرايط  

ي تغييرمکاني و نيرويي در هر نقطه روي مرز از نقاط مجازي خارج از دامنه مساله مرز

تغير مکان، لنگر و نيروي برشي صفحات خمشي مربع و دايره اي شکل با . استفاده شده است

تگيه گاههاي مفصلي و گيردار تحت بارهاي خارج صفحه اي با استفاده از روش نقاط 

 .ا با مقايسه آن با حل دقيق نتايج قابل قبولي مي باشندمحدود بدست آمده است و جوابه

 محوري و صفحات با تغيير شکلهاي بزرگ با استفاده از روش - مسائل صفحات خمشي 

 محوري مربع شکل بدست -نقاط محدود حل شده و مقدار بار کمانش براي صفحه خمشي

 .ستفاده کردبراي حل معادلات اينگونه صفحات بايد از حل بازگشتي ا. آمده است

براي مقايسه روش نقاط محدود با روشهاي اجزامحدود، تفاوتهاي محدود و روش بدون  

المان گالرکين مساله انتشار يون کلر در سازه هاي بتني با استفاده از روش نقاط محدود حل 

جوابهاي روش نقاط . شده و نتايج آن با نتايج موجود ساير روشها مقايسه گرديده است

ولي بايد توجه کرد که روش نقاط محدود . فاوتهاي محدود بسيار بهم نزديک بودمحدود و ت
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قابليت حل مساله با هر گونه پخش نقاط به صورت منظم و يا  نامنظم و با هر نوع شکل 

مرزي را داراست ولي در روش تفاوتهاي محدود پخش نقاط معمولا بايد به صورت منظم 

ين نسبت به ساير روشها دقيقتر ولي مدت زمان حل نتايج روش بدون المان گالرک. باشد

. مساله با استفاده از روش نقاط محدود نسبت به روش بدون المان گالرکين بسيار کمتر بود

همچنين روش نقاط محدود بسيار ساده تر از روش بدون المان گالرکين است و نياز به 

 .محاسبه هيچگونه انتگرالي ندارد
 
  شنهاداتيپ -۲ -۷

  

زيرا اکثر ناپايداريهايي که در . اده از ساير روشهاي درونيابي براي روش نقاط محدوداستف 

فرآيند حل روش نقاط محدود پيش مي آيد ناشي از ناپايداري و يا به وجود آمدن 

 .ماتريسهاي منفرد و يا بدرفتار در روش حداقل مربعات وزني و يا متحرک مي باشد

 .اده از روش نقاط محدودحل مسائل سه بعد ي صفحات با استف 

 .حل مسائل غير همگن و مسائل پيچيده سه بعدي با استفاده از روش نقاط محدود 

 ينه مناسبيه توسعه قرار دارد، زميمراحل اول از آنجا که روش نقاط محدود در حال حاضر در 

 مانند مسائل  موجود استي مختلف مهندسين روش در کاربردهايشتر اي توسعه بيبرا

 ... و انفجار

 .استفاده از انواع روشهاي پايدارسازي در روند حل روش نقاط محدود 



  با استفاده از روش نقاط محدودتم استفاده شده در حل مسائل الگوري– ۱پيوست 

  

 
 

 ٩٨

  الگوريتم استفاده شده در حل مسائل با استفاده از روش نقاط محدود -۱پيوست 

  

  :  به طور خلاصه براي حل مسائل با استفاده از روش نقاط محدود مي توان بدين ترتيب عمل کرد

  

  يط مرزيادلات حاکم و شرامشخص کردن  دامنه مساله و مع - ۱

 .ا نا منظم باشدي تواند به صورت منظم و يآن که مي پخش نقاط در کل دامنه و مرزها - ۲

  نقطهنآ مشخص کردن نقاط اطراف هر نقطه برحسب فاصله از - ۳

که حداقل يهر نقطه به صورت جداگانه به طوري برا ) rmin( ر دامنهيانتخاب حداقل شعاع ز - ۴

 ر دامنه وجود داشته باشدينقطه در ز، (m)ه ي تابع پايبه اندازه تعداد ترمها

  هر نقطه ير دامنه براي بعنوان شعاع زrmin 1.4انتخاب  - ۵

 مرتبه ير مشتقهايمحاسبه مقدار تابع و مقاداي ر دامنه بريب نقاط در هر زيدا کردن ضرايپ - ۶

تفاده از روش ب با اسي ضرا.)زم استي حل مساله لا که برايتا هر مرتبه ا... (اول، دوم و 

ي ر دامنه براي در هر زيد و از مختصات محلي آي بدست ميا وزنيحداقل مربعات متحرک و 

 ) آمده است۴حات لازم در فصل يتوض( شود يب استفاده ميمحاسبه ضرا

 ي نقاط داخليب براي به ترتيط مرزيب بدست آمده در معادلات حاکم و شرايقرار دادن ضرا - ۷

 Kب يس ضراين ماتر و بدست آورديو نقاط مرز

 :ريبدست آوردن مجهولات مساله با استفاده از معادلات ز - ۸

fKU
fKU

1−=

=
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Abstract 
 
Application of numerical methods in engineering and scientific problems has increased 

dramatically due to the huge progress in computer technology. A new category of these 

methods are meshless methods which use an arbitrary set of nodes instead of a mesh of 

finite elements. Among them, the Finite Point Method satisfies the governing equation 

and boundary conditions directly at every single node. This type of implementation has 

considerably improved the efficiency and flexibility of the analysis. 

The main objective of this research work is solving several elasticity problems that were 

not solved before, using the Finite Point Method such as plate bending problems, plates 

subjected to lateral and axial loads and plates with large deflections. 

Meanwhile, modification and improvement of FPM to get more accurate results such as 

in interpolation and satisfaction of boundary conditions are among the other goals of 

this research work. 

Finally the numerical result of FPM is compared with the result of the Finite Element 

method, Element Free Galrekin method and Finite difference Method in solving the 

diffusion equation. 
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