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 چکيده
 
 

امروزه، پوسته های کامپوزيت بدليل سبکی و مقاومت زياد از جمله پرکاربرد ترين مواد در           

صنايع مختلف و بويژه صنعت هواپيماسازی می باشند. در اينگونه سازه ها به دليل قرارگيری تحت 

در گسيختگی سازه بارگذاری ضربه ای و ارتعاشی، ترک خوردگی پيشرونده می تواند يک عامل مهم 

 باشد.  

آناليز های معمول اجزاء محدود در تحليل گسترش ترک دچار کاستی هستند، چرا که           

فرض اوليه در آنها پيوسته بودن محيط است و حتی نرم افزارهايی که قادر به مدل کردن 

دل کردن يک گسيختگی هستند، با استفاده از تئوری مکانيک شکست کار می کنند و توانايی م

محيط با گسستگی های نسبتاً پيچيده را ندارند. اين نرم افزارها به عنوان مثال يک ترک موجود در 

اتصال سازه ای را تحليل کرده، چگونگی پيشرفت آن را بررسی می کنند و نمی توانند تعداد 

 بيشتری ترک خوردگی را مورد تحليل قرار دهند.

بصورت عمومی  سه بعدیو گسترش ترک در يک پوسته کامپوزيت  در اين بررسی، پيدايی          

مورد تحليل قرار می گيرد. اين ترک خوردگی ها انواع گسيختگی درون لايه ای و برون لايه ای را 

در بر می گيرند. برای اينکار، مدلی بصورت ترکيبی از اجزاء محدود و اجزاء گسسته در نظر گرفته 

خورده را آناليز و چگونگی گسترش شکستگی ها را پيش بينی کرد. در می شود تا بتوان سازه ترک 

م فرض می شوند و اندرکنش بين آنها با استفاده روش المان های گسسته المان ها بصورت جدا از ه

از مبانی مکانيک تماس محاسباتی بدست می آيد. بدين ترتيب مدل ديگر وابسته به مکانيک 

محيطهای پيوسته نخواهد بود و در هر نقطه از محيط که دچار گسستگی شود، المان ها از هم 

خوردگی بصورت جدايی المان ها از  بصورت مجزا در نظر گرفته می شوند. به عبارت ديگر ترک

 يکديگر مدل می شود.

با استفاده از اين روش، تحليل گر قادر است يک محيط کاملاً ترک خورده را مورد بررسی و           

تحليل قرار دهد.در اين رويکرد، ابتدا يک المان سه بعدی برای محيط نا همسان مورد نظر فرمول 

المان مزبور در برنامه کامپيوتری وارد شده، هماهنگ می گردد. آنگاه بندی و ارائه می شود و سپس 

با حل مثال های مختلف و مقايسه با جوابهای تأييد شده موجود کارايی روش مورد بررسی قرار می 

گيرد. به اين ترتيب با ارائه يک شکل هندسی مناسب برای المان، اين روش تحليل می تواند 

تلف پوشش دهد و اين نکته باعث می شود که حالت های مختلف گسترش ترک را در جهات مخ

 گسستگی پوسته های کامپوزيت در تحليل لحاظ شوند.

تحليل سه بعدی جدا "اين پايان نامه در ادامه پايان نامه هايی از دانشکده فنی با عناوين           

ی درون لايه ای در تحليل دو بعدی ترک خوردگ"و  "شدگی لايه ها در پوسته های کامپوزيت

 انجام می شود. "پوسته های کامپوزيت
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 ( پيشگفتار1

 

 ( مواد كامپوزيت1-1

آيند بطوريكه داراي ويژگيهااي مواد كامپوزيت آنهايي هستند كه از تركيب دو يا چند ماده بدست مي

مهندسي بهتري نسبت به اجزاي تشكيل دهنده خاود  باه تنهاايي با.اندخ برخاي از مش كااتي كاه 

د از سا تي  مااومات  كااهز وزن  توان با تشكيل يك ماده كامپوزيت بهبود ب شايد بباارا انامي

 مااومت در برابر خوردگي  ويژگيهاي حرارتي  بمر خستگي و مااومت در برابر فرسودگيخ

« زميناه».وندخ يك ماده پايه كه به آن اغلب مواد كامپوزيت ساخته دست بشر از دو ماده تشكيل مي

(matrix) فيبر»به .ود  و يك ماده براي مسلح كردن كه از آن گفته مي »(Fiber) ودخ دراين ياد مي.

 كنيمخ ياد مي« الياف»بكورا جمع و بكورا « فيبر»تحايق از اين پس از 

 .وند:مواد كامپوزيت بمدتا در سه گونه متفاوا توليد مي

اي از ماده كه .امل فيبرهاي يك ماده درون زمينه (Fibrous composites)هاي اليافي كامپوزيت (1

 ديگر هستندخ 

كه از ذراا نسبتا بزرگ يك ماده در زمينه يك  (Particulate composites)اي هاي ذرهزيتكامپو (2

 .وندخ ماده ديگر تشكيل مي

از جمله دو   هايي از مواد متفاواكه .امل لايه (Laminated compoistes)اي هاي لايهكامپوزيت (3

 گونه قبل هستندخ 

چرا كه ماده تشكيل دهناده آنهاا از مااده   الياف است هاي اليافي متاثر ازس تي و مااومت كامپوزيت

.وند   خوانده مي (Whisker)« ويسكر»تر استخ الياف كوتاه كه تشكيل دهنده زمينه س ت تر و مااوم

ها باين « ويسكر»دهندخ قطر از خود نشان مي بلندمش كاا س تي و مااومت بهتري نسبت به الياف 

 005/0برابر قطر استخ قطر ا لياف بين پنج ميكرواينچ تا  100تا  10ميكرواينچ و طول آنها  10يك تا 

ميكرواينچ قطر دارند  به نحوي كه بكاورا  10اينچ متغير استخ برخي انواع الياف گرافيت بين پنج تا 

گيرندخ ماده زمينه داراي بملكردهاي م تلفي از قبيل هايي چند هزارتايي مورد استفاده قرار ميدسته
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الياف در كنار يكديگر  ايفاي ناز انتاال بار بين الياف و محافظت اليااف از مرارش .اراي  نگهداري 

با.ندخ مواد زمينه داراي مش كاا يكنواختي هستند در حالي كاه ويژگيهااي اليااف باه محيطي مي

 جهت وابسته استخ 

اي در .اته بكاورا ميلاهتوان با در نظر گرفتن يك رمكانيزم انتاال بار بين ماده زمينه و الياف را مي

صاورا  يانتاال باار باين زميناه و ر.اته از طرياق تانز بر.ا خ(1-1ماده زمينه تشريح كرد ).كل 

آياد و در ساطح بيروناي ر.اته بوجاود مي.ي گيردخ هنگامي كه بار وارده كششي است  تنز برمي

يابدخ .اراي  در ا كاهز مياي از انتهمادار آن از يك مادار بيشينه در انتهاي ر.ته به صفر در فاصله

در ر.ته كاملا متفاوا استخ به نحوي كه تنز كششي از صفر در انتهاي ر.ته  مورد تنز كششي 

 يابدخ اي از انتها افزايز ميتا مادار بيشينه خود در فاصله
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 ن در مادة زمينه تحت بار محوري: مكانيزم انتقال بار و توزيع تنش در يك رشتة تنهاي مدفو1-1شكل 

 

 

اي كاه در آن كنندخ فاصله انتهاي آزاد تا ناطاهرا خنثي مي Pاين دو تنز به همراه يكديگر بار وارده 

.اودخ خوانده مي« فاصله مش كه»  رسدبيشينه خود و تنز برش به صفر مي رتنز محوري به مادا

 خ[16] بود خالص در بايه طول ر.ته حاكم خواهد شيحالت تنز كش
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هاا در محادوده طاول مش كاه داراي بلامات بكاس هنگامي كه بار ابمال .ده فشاري با.د  تنز

ر.ته تمايل باه كماانز دارد و مااده زميناه يرني بايه طول ر.ته    خواهند بودخ در محدوده فشاري

(خ اگار 1-1كل كاهد ).اكند و از تمايل آن به كمانز ميگاه جانبي لازم را براي ر.ته فراهم ميتكيه

.اود و باه دو ر.اته موااور منتاال مي يبار مربوط به آن بوسيله تنز بر.يك ر.ته .كسته با.د  

 خ(1-1دهد ).كل افزايز مي 5/1تنز محوري آنها را تا ميزان 

يك صفحه از ماده كامپوزيت است كه برنوان يك قطره پايه درساخت ماواد  (lamina or ply)« لايه»

.امل مادار زياادي  (fiber-reinforced lamina)داردخ يك لايه مسلح .ده با الياف  كامپوزيت كاربرد

تواناد از جانس فلاز با.اد مانناد اندخ ايان مااده زميناه ميالياف است كه در ماده زمينه مدفون .ده

ي هايهااي .ايميايي و پركننادهيآلومينيوم  و يا از جنس غير فلز مانند پليمرخ در اغلب موارد  افزودن

توانناد .وند تا چسبندگي بين الياف و زمينه در نتيوه طاقات را افازايز دهنادخ اليااف مياضافه مي

بكورا پيوسته يا ناپيوسته  بافته .ده  تك جهتي  دو جهتي و يا داراي توزيع تكاادفي قارار گرفتاه 

ستيسايته را هاي مسلح .ده با الياف تك جهتي بيشترين مااومت و مدول الالايه (2-1با.ندخ ).كل 

بر الياف داراي مااومت و مدول الاستيسايته  موددهند  اما در جهت بدر جهت الياف از خود نشان مي

زمينه بابث وجود مش كاا جانبي ضاريف و نياز و بسيار كمي هستندخ چسبندگي ضريف بين الياف 

د .ادخ هايي بكورا بيارون كشايده .ادن اليااف  پاارگي اليااف و كماانز اليااف خواهاگسي تگي

هاي مسلح با الياف ناپيوسته داراي مااومت و مدول الاستيسايته كمتاري نسابت باه اناواع كامپوزيت

 مسلح با اليافت پيوسته هستندخ 
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 هاي مسلح شده با الياف: انواع مختلف لايه2-1شكل 

 

كه براي رسيدن به سا تي و  اي از چند لايه به هم چسبيده استموموبه (laminate)ورق لايه لايه 

هاي مسالح باا اليااف تاك جهتاي لاياه  اندخ برنوان نموناهض امت دل واه در كنار هم قرار داده .ده

 خ(3-1هاي متفاوا به يكديگر چسبانده .وند ).كل توانند بكورا هم جهت و يا در جهتمي
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 گيري متفاوتي با جهتهاي: يك ورق چند لايه متشكل از لايه3-1شكل 

 « طاارلا لايااه بناادي»ترتيااب جهاات گيريهااايي گوناااگون يااك لايااه مساالح در ورق لايااه لايااه را 

(lamination scheme)  ترتيب چسباندن»يا »(stacking scheme) خوانيمخ مرمولا از ماده زميناه مي

هايي تك جهتي ).امل لايه .ودخ ورق لايه لايهها براي چسباندن آنها به يكديگر استفاده ميخود لايه

ها بسيار قوي و در جهت بمود بر قرار گيري آنها و نيز با جهت الياف يكسان( در جهت قرارگيري لايه

 در برش ضريف خواهد بودخ 

با.اد  تواناايي تحمال   45يا   30هايي با جهت گيري الياف در زاويه  اگر ورق لايه لايه داراي لايه

هاي م تلف براي طرلا لايه بندي  و ويژگيهاي ماادي تاك تاك دا.تخ امكانبارهاي بر.ي را خواهد 

آورد تا بتوانند س تي و مااومت ورق لاياه اي را براي طراحان بوجود ميها  انرطاف پذيري افزودهلايه

هاي سااخته اي مورد نظر در تطابق با.دخ البتاه ساازهاي تنظيم كنند كه با نيازهاي سازهلايه را بگونه

ها  هاي لايه لايه داراي مرايبي نيز هستندخ بدليل تفاوا خكوصياا ماادي باين لاياهه از اين ورق.د

اي ها  ممكن است بابث ترك خوردگي باين لاياههاي بر.ي بوجود آمده بين آنها بويژه در كنارهتنز

(delamination) اي  لايه هايي مانند فضاهاي خالي درونها ناصگرددخ همچنين طي ساخت اين ورق

 لايه لايه .دن  جهت گيري نادرست  الياف آسيب ديده و تفاوا ض امت ممكن است بوجود آيندخ 

 خ[8]دهد ها را نمايز مي( برخي از مش كاا مواد تشكيل دهندة كامپوزيت1-1جدول )
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 ها: مشخصات مواد تشكيل دهندة كامپوزيت1-1جدول 
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 هاهاي خرابي در كامپوزيت( مكانيزم1-2

پذيري آنها در برابر هاي كامپوزيت آسيبترين مسايل قابل توجه در طراحي سازهيكي از اصلي

هاي تواند به خرابي دروني اجزاي سازه در فرم( است كه مي4-1اي جانبي ).كل بارگذاري ضربه

   پارگي اليااف(delamination)ها   جداياااي لايه(matrix cracking)خوردگي زميناااه ترك

 (fiber breakage) تكه .دن و حتي تكه(fragmentation)  (خ براي نمونه قطراا 5-1بيانوامد ).كل

ساخته .ده از مواد كامپوزيت در بدنه يك هواپيما بايد بتوانند در برابر ضرباا با انرژي كم مانند 

يا پرندگان در  برخورد نا.ي از افتادن ابزار  ضرباا با انرژي متوس  همچون برخورد ذراا مرلق و

هنگام پرواز و نيز ضرباا با انرژي بالاي نا.ي از حملاا ضد هوايي در كاربردهاي نظامي مااومت 

 نمايندخ

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 
 اي جانبي: ترك خوردگي پيشرونده و تكه تكه شدن در يك نمونه كامپوزيت نوعي تحت بار ضربه4-1شكل 
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خوردگي زمينه و كند بلكه تركانرژي زيادي را جذب نمي هاهاي با سربت بالا جدايي لايهدر ضربه

هاي اخير نشان داده است كه خ البته بررسي[15]قطره قطره .دن مودهاي غالب خرابي هستند 

هاي كامپوزيت به ويژه تحت خوردگي زمينه مهمترين بوامل ت ريب سازهها به همراه تركجدايي لايه

 .ندخباهاي با سربت پايين مياثر ضربه

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 اي: مدهاي مختلف گسيختگي در يك تير كامپوزيت تحت بار ضربه5-1شكل 

 

 ( مروري بر ادبيات فني1-3

هاي كامپوزيت در برابر بارگذاري ديناميكي جانبي  پذيري پوستهبا توجه به اهميت مسأله آسيب

نا.ي از اينگونه بارگذاري تا هاي مطالراا تحليليخ بددي و آزمايشگاهي بسياري براي بررسي خرابي

هاي تحليلي استخ همچنين به بنوان نمونه مراجع اي از بررسينمونه [6]به امروز انوام .ده است )

تر هاي اخير به دليل قويبه بررسيهاي توأم آزمايشگاهي و بددي پرداخته است( در سال [10]و  [22]

هاي هاي پوستهسازي بددي خرابية مدلهاي بددي زيادي دربار.دن امكاناا محاسباتي پژوهز

 اندخاز اين دسته [21]و  [20]  [14]  [12]  [11]  [10]  [9]  [7]كامپوزيت انوام .ده است  مراجع 



 10 

گيري از مكانيك خرابي محي  مخ با بهره 2001در سال  (Vaziri)و وزيري  (Williams)ويليامز 

بيني .ده كرنز پيز –گيري از نمودار تنز بهرهو با  (Continuum damage mechanics)پيوسته 

( موفق .دند كه .كل خرابي ايواد .ده در يك صفحه كامپوزيت را با 6-1توس  اين نظريه .كل )

هاي بينيهايي به نتايج مشابه با پيزبيني كنندخ توضيح اينكه آنها با انوام آزمايزدقت خوبي پيز

خسارا محي  پيوسته در بسياري از مراجع اين تحايق  هاي مبتني بر مكانيكخود رسيدندخ مدل

سازي ها بدم توانايي آنها در مدل(خ مشكل بمدة اين مدل[11]و  [9]اند )مورد استفاده قرار گرفته

توان از محل  نوع و واقري روند ترك خوردگي و خساراا وارده استخ بدين ترتيب كه با كمك آنها مي

 دخها اطلاع حاصل كر.دا خرابي

 

 

 

 

 

 
 
 

 

 

 

 
 
 

 
 
 

 بيني شده يك ماده با استفاده از مدل مكانيك خسارت محيط پيوستهكرنش پيش –: منحني تنش 6-1شكل 

 

اند كه از توضيح ها پرداختهبه بررسي بددي پديدة جدا.دگي لايه [14]و  [20]و  [7]مراجري مانند 

هاي مكانيك تماس و استفاده از روش يتمكنيمخ با بكارگيري الگوربيشتر در مورد آنها خودداري مي
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هاي كامپوزيت هموارتر .دخ دكتر هاي پديد آمده در سازهتر خرابياجزاء موزا راه براي تحليل واقري

اجزاء موزا را براي تحليل ترك  –مخ رو.هاي بكارگيري روش اجزائ محدود  1998محمدي در سال 

هاي پيشنهادي نامه بر پايه روش(خ اين پايان[14]و  [13]هاي كامپوزيت ارائه نمود )خوردگي پوسته

هاي مادي خاص گيري بنيادي و استفاده از مدلهاي مناسب براي انتگرالايشان به همراه الگوريتم

 هاي كامپوزيت انوام پذيرفته استخاي سازهخوردگي درون لايهمواد غيرايزوتروپ براي تحليل ترك

 

 انداز پژوهش( چشم1-4

هاي كامپوزيت تحت اثر بارگذاري ايق ب شي بنيادين از يك پروژه جامع تحليل پوستهاين تح

اي بودهخ هدف آن دستيابي به يك روش بددي مناسب براي مدلسازي و ديناميكي و به ويژه ضربه

اي در حالت سه بردي و بدون در نظر گرفتن اندركنز آن با بررسي پديدة ترك خوردگي درون لايه

اي  با استفاده از مباني نظريه پلاستيسيته  مكانيك .كست و مكانيك تماس ميان لايه ترك خوردگي

هاي كامپوزيت از جديدترين و پرطرفدارترين موضوباا بلمي در هاي پوستهبا.دخ تحليل خرابيمي

هاي اخير بدة زيادي از بوده و در سال (Computational Mechanics)زمينه مكانيك محاسباتي 

اندخ نتايج اين پژوهز در به بررسيهاي آزمايشگاهي  تحليلي و بددي در اين زمينه پرداخته محااان

هاي مربوط به آن  و افزودن زير برنامه« اجزاء موزا –اجزاء محدود »اي به روش قالب يك برنامه رايانه

 هاي كامپوزيت را فراهم خواهد كردخهاي خرابي سازهامكان بررسي دقيق پديده

ن پژوهز  براي دستيابي به يك روش بددي مناسب براي تحليل و بررسي پديدة م رب ترك در اي

هاي همانند با استفاده اي از لايهها يا دستهاي در حالت سه بردي  هر يك از لايهخوردگي درون لايه

هاي حومي با در نظر گرفتن ويژگيهاي غيرخطي مكالح )رفتار الاستوپلاستيك( مواد از المان

 .ودخسازي ميهاي بزرگ( مدليرايزوتوپ و خيرخطي هندسي )تغيير.كلغ

مريارهاي خاصي براي در نظر گرفتن ترك خوردگي مواد غير ايزوتروپ در نظر گرفته ميشوند و با 

هايي براي مدل كردن هندسي ها  الگوريتمگيري گسي تگيارضاي آنها در طول تحليل و تريين جهت

هاي بردي هاو راهبردهاي تحليل در فكلندخ جزئياا بيشتر در زمينة روش.وترك خوردگي فرال مي

 نامه خواهد آمد:اين پايان
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فكل دوم به بررسي مباحثي از اجزاء محدود غيرخطي خواهد پرداختخ اين مباحث ببارتند از مباني 

 ي صريحخگيري زمانهاي پيوسته  مسائل مادار مرزي و بررسي روش انتگرالمكانيك غيرخطي محي 

ها به مواردي همچون مرادلاا هاي رفتاري و مريارهاي گسي تگي كامپوزيتفكل سوم با بنوان مدل

ها  بنيادي الاستيك براي مواد غير ايزوتروپ  تئوري پلاستيسيته  مريارهاي گسي تگي كامپوزيت

 گيري بنيادي و گسترش ترك خواهد پرداختخهاي انتگرالالگوريتم

هاي پيشنهادي هاي بددي  نتايج چند نمونه تحليل با بكارگيري روشبنوان بررسي در فكل چهارم با

اين پژوهز مطرلا خواهد .دخ در پايان  در فكل پنوم به مروري كوتاه بر دستاوردهاي اين پژوهز 

 پرداخته  پيشنهادهايي براي ادامة تحايق مطرلا خواهد گرديدخ
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 ( مباحثي از اجزاء محدود غيرخطي2

 

 ( مكانيك محيط پيوسته غيرخطي2-1

 ( مقدمه2-1-1

هاي مهندسي، به طور مشابه روشن است كه رغم موفقيت آشكار فرض خطي بودن در تحليلعلي

هاي پيوستة خطي و كنند. مكانيك محيطبسياري مسايل منظور كردن رفتار غيرخطي را طلب مي

موضوعات يكساني مانند سينماتيك، تنش، تعادل و رفتار بنيادي سر و كار دارند. غيرخطي، هر دو با 

توان از اثر تغييرشكل ها آنقدر كوچك هستند كه ميشود كه تغييرشكلاما در حالت خطي فرض مي

 .[3]هندسي محيط صرفنظر كرد، در حالي كه در حالت غيرخطي اندازة تغييرشكل نامحدود است 

 

 هاي بزرگك تغييرشكل( سينماتي2-1-2

 :( در نظر بگيريد. 1-2حركت يك جسم را در طول تغيير شكل خود به صورت شكل ) حركت 
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 هاي بزرگ: يك مسأله تغيير شكل1-2شكل 

 

هاي مختصات را در ترم xكه مختصات كنوني  xتوان به صورت يك تصوير تغييرشكل جسم را مي

 كند. تعريف كرد:يافته بيان ميمادي حالت تغيير شكل ن

(2-1)          ),( tXxx  

هاي بزرگ موجود است. دو دسته توصيف براي بيان متغيرهاي گوناگون در يك تحليل تغيير شكل

متغيرها را در نقاطي كه جسم قبل از تغيير  (Material)يا مادي  (Lagrangian)توصيف لاگرانژين  

متغيرها را در  (Spatial)يا فضايي    (Eulerian)كند و توصيف اولرين معرفي ميشكل قرار داشته 

 كند.گيرد تعريف مينقاطي كه جسم بعد از تغييرشكل قرار مي

  :هاي بزرگ آهنگ تغييرشكل يك متغير كليدي در تغيير شكلگراديان تغيير شكل(deformation 

gradient)  قبل از تغييرشكل را به مقادير بعد يا حين تغييرشكل است كه در تمام روابطي كه مقادير

 شود. گراديان تغيير شكل با رابطةدهند، آورده مينسبت مي

(2-2)              
X

x
F




 

 گردد.بيان مي

 :1بعنوان يك معيار عمومي از تغيير شكل، تغيير حاصلضرب اسكالر دو بردار  كرنشdX  2وdX  در

دهند، در نظر بگيريد. اين تغيير هم تغيير تغييرشكل مي  2dxو  1dx( را كه به دو بردار 1-2شكل )

 توان نوشت:( مي2-2گيرد. با استفاده از )طول و هم تغيير زاوية بين بردارها را دربرمي

 

(2-3)         2121 .. CdXdXdxdx  

 

شود و توسط خوانده مي (Cauchy-Green)گرين  –تنسور راستگرد تغييرشكل كوشي  Cكه در آن 

 گردد:رابطة زير تعريف مي

 

(2-4)          FFC T 
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 توان نوشت:به طريق ديگر مي

 

(2-5 )         
2

1

121 .. dxbdxdXdX  

 

 آيد:شود از رابطه زير بدست ميگرين خوانده مي –تنسور چپگرد كوشي  bكه در آن 
 

(2-6)          TFFb  

 

 كنند:تعاريف فوق مبنايي براي معرفي دو معيار پركاربرد كرنش ايجاد مي
 

(2-7)              )(
2

1
ICE  

(2-8)             )(
2

1 1 bIe 

 

E  تنسور كرنش گرين )لاگرانژين( وe  تنسور كرنش آلمانسي(Almansi) .يا اولرين نام دارند 

  :دانيم كه گراديان تغييرشكل يك بردار را در دستگاه مادي به يك بردار فضايي ميتجزيه قطبي

 يم:كند. اغلب، مناسب است كه اين تبديل را به دو بخش تغييرطول و چرخش تجزيه كنتبديل مي

(2-9)             VRFRUF  , 

 تنسورهايي متقارن هستند. Vو  Uيك تنسور متعامد و تنسورهاي تغييرطول  Rتنسور چرخش 

  آهنگ تغييرشكل(rate of deformation) 

 توسط رابطة lتنسور گراديان سرعت  

(2-10)         





x

txv
l

),( 

 

بردار سرعت است. سرعت يك كميت فضايي است و از رابطة فوق حاصل  شود كه در آن تعريف مي

توان به صورت شود كه گراديان سرعت يك تنسور فضايي است. سرعت گراديان تغييرشكل را ميمي

 زير نوشت:
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(2-11)               lF
x

x

dx

v

dx

v
F 







 

 خواهيم داشت: lاي براي ( براي بدست آوردن رابطه11-2ي رابطة )با بازنويس

(2-12)              1 FFl  

 شود:آهنگ تغيير شكل براساس تعريف گراديان سرعت و از رابطة زير محاسبه مي

(2-13)                 )(
2

1 Tlld  

تغييرشكل بيانگر سرعت تغيير طول به ازاي يك واحد طول از المان خطي با  در واقع آهنگ

توان به صورت جمع تنسور متقارن آهنگ باشد. تنسور گراديان سرعت را ميمي nگيري فصلي جهت

 نوشت: wو يك مؤلفه اضافي پاد متقارن  dتغييرشكل 

(2-14)       wwddwdl TT  ,; 

 گردد:شود و از رابطة زير محاسبه ميبعنوان تنسور گردش شناخته مي w كه تنسور پاد متقارن

 

(2-15)               )(
2

1 Tllw  

 توان نوشت:( مي15-2( در )12-2با استفاده از رابطة )

(2-16)            )(
2

1 1 TT FFFFw    

 آيد:و در نهايت بدست مي

(2-17)       TT RUUUURRRw )(
2

1 11    

 .[3,13]شود جملة دوم رابطة فوق در بسايري موارد از قبيل حركت جسم صلب حذف مي

 

 ( معيارهاي تنش2-1-3

كه شرايط لازم  شود، به صورت تنسور فضايي تنش كوشي، كه بعنوان تنش واقعي نيز شناخته مي

شود. اين تنسور متقارن كند، تعريف ميفراهم مي و كافي را براي ارضاي قانون بقاي اندازه حركت

 كند:مرتبط مي (traction)را به بردار نيروي سطحي  nبردار نرمال بر سطح 
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(2-18)          nnt )( 

 و معادله عمومي ديناميكي حركت را بصورت:

(2-19)         ufdiv body   

چگالي در قرارگيري كنوني،   بردار يكة نرمال بر مرز در قرارگيري كنوني،  nكند كه در آن ارضا مي

u  شتاب جسم وbodyf گيري شده به ازاي واحد حجم در قرارگيري كنوني نيروي حجمي اندازه

. كار [13]جازي خواهيم رسيد ( در فرم تغييراتي به اصل كار م19-2باشند. با نوشتن معادلة )مي

 توان به صورت زير نوشت:مجازي داخلي را مي

(2-20)            
 ddW :int 

با در نظر گرفتن حجم كنوني تغييرشكل يافته  (work conjugate)كاري جفت dو  به دوتايي 

ارهاي خاص تنش مورد نياز است كه با آنها شود. براي معيارهاي متفاوت كرنش معيگفته مي

كاري باشند. هدف از تعريف آنها بيان كار مجازي داخلي در فرم يك انتگرال روي حجم معلوم جفت

 هاي تنش و كرنش را به صورت افزايش محاسبه نمود.است تا بتوان مؤلفه

حاسبات در نظر گرفته بعضي اوقات آسان تر است كه قرارگيري اوليه بجاي قرارگيري كنوني در م

شود. تنش كركاف در واحد سطح اوليه و به استفاده مي (Kirchhoff)شود. براي اينكار از تنش كركاف 

 شود:صورت زير تعريف مي

(2-21)               J 

 ژاكوبين است و با رابطة  Jكه در آن 

(2-22)          FJ det 

شود. تنش كركاف نيز با تنسور آهنگ تغييرشكل، اما نسبت به حجم اوليه، تشكيل يك يف ميتعر

 دهد:جفت كاري مي

(2-23)          v
ddVW  :int 

است كه در قرارگيري  (Piola-kirchhoff)كركاف  –يك معيار ديگر براي تنش، تنسور تنش اول پيولا 

 شود:اوليه تعريف مي
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(2-24)          TFJP   

كركاف است كه بسيار  –دهد. معيار ديگر، تنسور تنش دوم پيولا كاري تشكيل ميجفت Fو با 

 كاربرد دارد و به صورت:

(2-25)                TFJFS  1 

 دهد.كاري تشكيل ميدر قرارگيري اوليه جفت Eشود و با تنسور آهنگ كرنش مادي تعريف مي

 هاي عيني تنش( آهنگ2-1-4

هاي آن است. آهنگ عيني با چرخش مختصات فضايي يك جنبة مهم از معيار تنش عينيت آهنگ

بايد مطابق قانون تبديل تنسورهاي مرتبة دو تبديل شود. اين نكته از آن جهت اهميت دارد كه 

ها عيني نباشند، رفتار ماده به شوند، بنابراين اگر آهنگاغلب در فرم آهنگ بيان ميمعادلات بنيادي 

انتخاب سيستم مختصات فضايي بستگي خواهد داشت كه از نظر فيزيكي غيرقابل قبول است. اگرچه 

باشد و براي تنسور تنش كوشي عيني است. آهنگ )مشتق زماني( آن داراي خاصيت عينيت نمي

هاي ديگر تنش داريم. در ادامه به بررسي چند نمونه بسيار ي عمومي احتياج به آهنگهاي رفتارمدل

 پركاربرد پرداخته خواهد شد.

آيد كه براي عينيت آهنگ تنش هايي به دست ميمستقيماً از جمله (Truesdell)آهنگ تنش تروزدل 

 كوشي موردنياز هستند، بدين ترتيب:

(2-26)               )( rlll TT   

تغيير طول در آهنگ تنش تروزدل  با صرفنظر از مؤلفه (Green-Naghdi)نقدي  –آهنگ تنش گرين 

 آيد:بدست مي

(2-27)         TTG RRRR   

با تنسور گردش تقريب زده شود، آهنگ تنش جديدي به نام آهنگ تنش  TRRاگر جمله نامتقارن 

 شود:شود كه با رابطة زير تعريف ميحاصل مي (Jaumann)يامن 

(2-28)          wwJ   

 :[13]اين تنسور دو خاصيت مهم دارد 
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(2-29)       rotatedJJJJ

dt

d
)(:2):(    

(2-30)                RR JTrotatedJ    )( 

 ماند.آور باقي ميباشد، در اثر چرخش نيز انحراف (deviatoric) آوريك تنسور انحراف Jو اگر 

 

 ( مسأله مقدار مرزي2-2

(. در اينجا 2-2است، در نظر بگيريد )شكل  bodyfكه تحت اثر نيروهاي حجمي  را با مرز  جسم 

شود كه مرز از يك قسمت فرض مي
u هاي معلوم با تغيير مكانu  و يك قسمت  با نيروي

 شوند:تشكيل گرديده است. شرايط مرزي به صورت زير تعريف مي  surff سطحي معلوم 

(2-31)          onfn surf 

       
uonuu  
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 : شماي يك مسأله مقدار مرزي2-2شكل 

 

است. براي اينكه جسم  بيانگر بردار يكه بيروني عمود بر مرز  nتنسور تنش كوشي و  كه در آن 

 در حالت تعادل باشد. شرط زير بايد ارضا شود:

(2-32)         



 

dvudvfdaf bodysurf  

 

 

 

(2-33) 

 ( و سپس بكارگيري قضيه ديورژانس خواهيم داشت:33-2( در )31-2با استفاده از )

(2-34)              
 dvudvfdiv body  )( 

( براي هر زيرفضاي دلخواه صادق است، 34-2كه همان شرط پايداري است. از آنجا كه رابطة )

 انتگراندها بايد در هر نقطه برابر شوند، پس داريم:

(2-35)         ufdiv body   

( معرف شرط تعادل ديناميكي در يك نقطه از جسم است كه از آن به فرم قوي معادله 35-2رابطة )

 .[13]شود تعادل جابجايي نيز ياد مي
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 فرم تغييراتي

خواهد  دهند. در اينجا سعيهاي تغييراتي معادله تعادل اساس روش اجزاء محدود را تشكيل ميفرم

شد كه روابط روي كل دامنه به صورت ميانگين و به وسيله روش باقيماندة وزني ارضا شوند. بدين 

 ترتيب خواهيم داشت:

(2-36)              




 0)()( wdanfwdvufdiv surfbody  

شرايط مرزي اساسي روي  wكه در آن توابع وزني 
u قضيه گرين كنند. پس از استفاده از را ارضا مي

(Green) گيري جزء به جزء خواهيم داشت:و انتگرال 

 

(2-37       )        




 0)(: wdanfnwdawdvuwdvfwdv surfbody  
 

 توان نوشت:تر زير ميكه به صورت ساده
 

(2-38)                




 wdafwdvfwdvuwdv surfbody: 

 

غيير براي حل مسايل مقدار مرزي، توابع وزني به صورت ميدان ت (Galerkin)مطابق روش گالركين 

( معادل اصل كار 38-2شوند و فرم ضعيف معادله تعادل در رابطة )انتخاب مي uمكان مجازي 

)(( يك قسمت از مرز 2-2مجازي خواهد بود. با فرض اينكه مطابق شكل ) c  در تماس با جسم

 شوند:زير بيان ميديگري قرار داشته باشد، شرايط مرزي تماس به صورت 

(2-39)        00  Nc gifonn 

       0 Nc

con gifonfn 

كه 
Ng در نهايت فرم تغييراتي معادلة ديناميكي [13]ها در يكديگر است بردار معرف نفوذ جسم .

 شود:مسايل مقدار مرزي يا مقدار اوليه به صورت زير بيان مي

(2-04)          )()(),(),(int uWuWuuMuuW conext   

 كه در آن:
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(2-41)             dvuuuuW )(:)(),(int  

(2-42)               dvuuuuM  .),( 

(2-43)                    




 dafudvfuuW surfbodyext ..)( 

(2-44)                
c

dafuguW concon


).()(  

نيروهاي داخلي، كار مجازي نيروهاي اينرسي، كار مجازي ناشي از به ترتيب عبارتند از كار مجازي 

بردار  uتنسور كرنش،  تنسور تنش كوشي،  نيروهاي خارجي و كار مجازي نيروهاي تماسي. 

هاي ضر، جملهبندي حابردار نفوذ بين دو جسم هستند. توجه شود كه در فرمول gتغيير مكان و 

 اند.مربوط به تماس براساس روش پنالتي اندركنش تماسي بدست آمده

 

 انتگرال گيري زماني صريح ( 2-3

با اعمال فرمول بندي اجزاء محدود روي محيط پيوسته يك دستگاه معادلات منفصل وابسته به زماان 

 شود:بصورت زير بيان مي يكه در فرم ماتريس ،آيدبدست مي

(2-45)              ),(),()()( int tuftuftuCtuM ext  

int),(بردار جابجايي،   uماتريس ميرايي،  Cماتريس جرم،  Mكه در آن  tuf    بردار نيروهاي داخلاي

),(و   tuf extكنناد. باا باشد، را معرفاي ميبردار نيروهاي خارجي را كه شامل نيروهاي تماسي نيز مي

 ( را بصورت زير نوشت:45-2توان رابطه  )رايي و ساده سازي ميصرف نظر از مي

(2-46  )                ),()( tuftuM  

 كه در آن:

(2-47  )               ),(),(),( int tuftuftuf ext  

م اي با فارهاي انتگرال گيري زماني صريح براي تغيير مكان در انتهاي يك گام زماني از رابطهالگوريتم

 عمومي

(2-48    )         ,....),,,( 11   nnnnn uuuugu  
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. يكاي از [5] هااي پايش اساتجويند كه در سمت راست تنها شامل اطلاعات مربوط باه گامسود مي

ترين روشهاي صريح، روش تفاوت مركزي است كه در مكانيك محاسباتي كاربرد فاراوان دارد. محبوب

 يز شرايط پايداري روش پرداخته خواهد شد. هاي مركزي و نبه روش تفاوت ،در ادامه

 

 هاي مركزي روش تفاوت( 2-3-1

هاي مركزي از توسعه روابط تفاوت محدود مركزي براي سرعت و شتاب حاصل شده است. روش تفاوت

هاي زماني متغير پرداخته خواهد شد. از آنجا كه در هاي مركزي با گامدر اينجا به بررسي روش تفاوت

محاسبات عملي گام زماني پايدار بواسطه تغيير سيستم المان بندي و نيز تغيير سرعت موج بسياري از 

شود كاه شود. فرض ميهاي زماني متغير احساس ميكند، لزوم استفاده از گامناشي از تنش تغيير مي

Ettزمان شبيه سازي   0   هاي زماني  به گامnt   كهn    از يك تا
TSn  كند، تقسايم تغيير مي

گردد. 
TSn  هاي زماني و  معرف تعداد گامEt   بيانگر زمان پايان شبيه سازي است. انديس بالا معارف

nnnزماني است، بنابراين   گام ttuu ),(   به ترتيب بياانگر زماان و جابجاايي در گاام زماانيn  ام

 كنيم:هاي زماني روابط زير را ارائه ميخواهند بود. براي گام

(2-49  )                2

1

2

1

12

1

12

1

),(
2

1
,










nn

nnn
n

nn
n

ttttttttt  

 رابطه تفاوت مركزي براي سرعت بصورت 

(2-50  )            )(
1 1

2

1
2

1

2

1

nn

n

nn

uu

t

u  







   

 شود. رابطه تفاوتي با بازنويسي بصورت رابطه انتگرال گيري ينوشته م

(2-51   )              2

1

2

1

1


 
nn

nn tuu  

 شوند:شتاب و رابطه انتگرال گيري مربوط به آن بصورت زير فرمول بندي مي

(2-52 )    nn
nn

at


2

1

2

1

          و)(
1

2

1

2

1






nn

n

nn

t
au  

نايم »شوند كاه از آنهاا باه ها در نقاط مياني تعريف ميشود، سرعتفوق ملاحظه ميهمانطور كه در 

 شود. ياد مي (half-step)« گام
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توان مستقيما بر حسب ( شتاب را مي52-2( و رابطه مشابه آن براي گام قبلي در )50-2با جايگذاري )

 تغيير مكان نوشت:

(2-53   )           
2

1

2

1

12

1

12

1

)()(














n
n

n

nn
n

nn
n

nn

ttt

uutuut
au 

 

 ( براي آن گام محاسبه كرد.46-2توان با نوشتن رابطه )نيز بردار شتاب در هر گام زماني را مي

 

(2-54   )              ),(),( int nnnnentnn tuftuffMa  
 

 ( خواهيم داشت:52-2با قرار دادن شتاب حاصل از رابطه فوق در رابطه )

(2-55  )                   nn
nn

fMt 12

1

2

1




 

آياد. ملاحظاه ام بدست مي (n+1)( بردار جابجايي مربوط به گام 51-2با قرار دادن آن در رابطه ) كه

شود كه اگر ماتريس جرم بصورت قطري در نظر گرفتاه شاود، نياازي باه حال دساتگاه معاادلات مي

ترين خاصيت يك الگوريتم انتگرال گيري زماني صريح است. دراين صاورت همزمان نيست و اين مهم

 امين درجه آزادي بصورت  i( براي 55-2ابطه )ر

(2-56    )            n

ii

n
n

i

n

i fmt 12

1

2

1




 

 ام ماتريس جرم است.  iمعرف مولفه قطري  imآيد كه در آن در مي

ام و ساده ساازي  n( براي گام زماني 45-2اگر از ميرايي سيستم صرف نظر نشود، با بازنويسي رابطه )

 آيد: آن بدست مي

(2-57  )             nnn fCMa   

 گردد. با فرض ( محاسبه مي47-2بطور مشابه با رابطه )  nfكه در آن  

(2-58 )                 )(
2

1
2

1

2

1



nn

n  

 كنيم. ام را محاسبه مي n( بردار شتاب در گام 57-2و قرار دادن آن در رابطه )

(2-59   )          










 )(

2

1
2

1

2

1

1
nn

nn CfMa  
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( به بردارهاي سرعت و جابجاايي جدياد 51-2( و نتيجه آن در رابطه )57-2كه با جايگذاري آن در )

خواهيم رسيد. با فرض قطري بودن ماتريس جرم و نيز ميرايي سيستم به صاورت متناساب باا جارم، 

 رسيد:ام به رابطه زير خواهيم iبراي سرعت درجه آزادي 

(2-60  )            n

in

i

n

i
n

in

i

n

i
n

i f
t

tm

t

t






















2

2

2

2 1

2

1

2

1

 

كه در آن  
i

i
i

m

c
     و

ic   ري قطمولفهi  .ام ماتريس ميرايي است 

 

 زماني پايدار  گام( 2-3-2

 شود:گام زماني پايدار براي روش تفاوت محدود مركزي به كمك رابطه زير تعريف مي

(2-16     )               







 )1(

2
min 2

ii

i

t 


 

كه در آن  
i   اي مود فركانس زاويهi  ام سيستم و

i    نسبت ميرايي وابسته باه آن ماود اسات. از

ش بيني كرد توان پيدها داراي مقدار كوچكي است، ميوتمام م آنجا كه نسبت ميرايي بطور معمول در

 اي بيشينه دررابطه فوق حاكم باشد و داشته باشيم:كه مود داراي فركانس زاويه

(2-62   )             )1(
2 2

max




t 

نسبت ميرايي مربوط به مود      كه در آن  
max   .است 

بدليل مشكل بودن محاسبه   
max  اي بيشينه ، بخصوص در موردمسائل غير خطي كه فركانس زاويه

كند، بهتر است تخميني از آن را بدست آوريم. يك راه براي پيدا كاردن حادي در طول حل تغيير مي

براي   
max   استفاده از اين است كه مقدار آن بايد از

max    مربوط به هار الماان موجاود در ماش

 بصورت مجزا كمتر باشد. بدين ترتيب براي ماده بدون ميرايي خواهيم داشت:

(2-63   )          
c

l
t e

ecr min
2

min
2

maxmax




 

eكه در آن 

max   اي بيشينه المان، معرف فركانس زاويه
el   طول مشخصه المان وC  سرعت ماوج در

 ماده است كه از رابطه
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(2-64        )            


E
C  

 آيد. بدست مي

 



 25 

 هاهاي رفتاري و معيارهاي گسيختگي كامپوزيت( مدل3

 

 ( مقدمه3-1

هاي غير ايزوتروپ پرداخته خواهد شد و روابطط در اين فصل ابتدا به معادلات الاستيسيته براي محيط

( به طور مختصر روابط مورد نيطا  3-3گردد. سپس در بخش )هاي مختلف ارائه ميموجود براي حالت

هطا در اين پژوهش معرفي خواهند گرديد. معيارهاي مختلف گسيختگي كامپو يتتئوري پلاستيسيته 

هطاي ( ا  الگوريتم5-3( مطورد بررسطي اطرار خواهنطد گرفطت. در بخطش )4-3به تفصيل در بخطش  )

گيري بنيادي سخن به ميان خواهد آمد و چند نمونه ا  آنها با جزئيات بيشتري ارائطه ميشطوند. انتگرال

نيز بطا انتخطام مطدل هطافمن بطه  نطوان معيطار گسطيختگي سطعي خواهطد شطد كطه در بخش پاياني 

 ( براي مدل مذكور ارائه گردند.5-3گيري بنيادي موجود در بخش )هاي انتگرالالگوريتم

 

 ( معادلات بنيادي الاستيك 2ـ3

 در اين بخش به مطالعة رفتار مكانيكي يك لاية نو ي، كه بلوك ساختماني پايه بطراي ور  چنطد

شود. دو فرض براي فرمول بندي معادلات بنيادي انجطا  مي هشود، پرداختلاية كامپو يت محسوم مي

 گردد:مي

 لايه يك محيط پيوسته است و هيچ شكاف يا فضاي خالي ندارد.( 1

 رفتار ماده بصورت الاستيك خطي است.( 2

ارت ديگر ا  نگاه مكانيكي است؛ به  بماكروفرض نخست بيانگر در نظر گرفتن ماده بصورت 

شود. با فرض دو  امكان استفاده ا  اانون نظر ميميكرومكانيك به ماده و اجزاي ساختاري آن صرف 

اانون هوك تعميم يافته براي  .[16] گرددفراهم مي (generalized Hooke’s law)يم يافته عمك تهو

 ردد:گيك ماده غير ايزوتروپ و تحت شرايط همدما به صورت  ير بيان مي

 

klijklij         (1ط3) C   
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ور سهاي تنمؤلفه ijklCور كرنش و سهاي تنمؤلفه ijور تنش،  سهاي تنمؤلفه ijكه در آن 

وپ كلي رغير ايزوت مؤلفه مستقل براي مادة 12داراي  ijklCور سضرايب مادي هستند. بدليل تقارن، تن

يابد. به چنين كاهش مي 13است. اگر ماده داراي يك صفحه تقارن باشد، تعداد ضرايب مستقل به 

گويند. اگر ماده داراي يك صفحة تقارن ديگر نيز مي (monoclinic material)اي، مونوكلينيك ماده

 (orthotropic material)يابد و به آن مادة ارتوتروپ يكاهش م 9باشد، تعداد ضرايب مستقل آن به 

ك را در فر  هوشود. مادة ارتوتروپ  ملاً داراي سه صفحة تقارن متعامد است. اانون گفته مي

 نويسيم:و براي مادة ارتوتروپ بصورت  ير مي يماتريس
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بندي كرد. البته، اگر توان در ردة مواد ارتوتروپ دستهكامپو يت اليافي را ميدر اغلب موارد، مواد 

وپ رتوان آن را در دستة ديگري به نا  ايزوتمي ،ي را در نظر بگيريمهتيك لاية مسلح با الياف تك ج

 اي تعريفارار داد. مادة ايزوتروپ جانبي بصورت ماده (transversely isotropic materials)جانبي 

شود كه درون يك صفحه داراي مشخصات ايزوتروپ باشد. پس صفحة  مود بر الياف در لاية تك مي

هاي الاستيك براي تي صفحة ايزوتروپي جانبي ماده است. تعداد ضرايب مستقل ماتريس مؤلفههج

ونه يابد. بدين ترتيب معادلة بنيادي الاستيك خطي براي اينگمادة ايزوتروپ جانبي به پنج كاهش مي

 شود: بصورت  ير نوشته مي يمواد در فر  ماتريس
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 ( 3ط3)
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 هاي مهندسي:ثابت

آيد كه اين معادلات به كمك ضرايب ترين فر  براي ارائه معادلات بنيادي هنگامي بدست ميدهسا

ين ضرايب در آ مايشگاه بطور مستقيم نوشته شوند. به هر حال ا ijklSو ضرايب نرمي  ijklCتي خس

هاي شوند به ثابتگيري ميهايي كه در آ مايشگاه بصورت مستقيم اندا هشوند. ثابتگيري نمياندا ه

معروف هستند. يك ماده ارتوتروپ را در دستگاه مختصات اصلي  (engineering constants)مهندسي 

ورهاي مختصات  بارت اندا  يك محور موا ي با تي، محهتك جگيريم. براي لايةمادي در نظر مي

 .محور  مود بر جهت الياف وجهت الياف و د

هاي ها و ثابتبراي يك مادة ارتوتروپ در وضعيت سه بعدي تنش، معادلات كرنش برحسب تنش

 آيند:مهندسي بصورت  ير در مي

33      ( 4ط3)
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در جهت محورهاي سه  (young’s moduli)ضرايب الاستيسيتة يانگ  E2, E3E ,1در روابط فو  

ijiد. براي ضرايب پواسون گانه مختصات هستن ,  معرف جهت تنش وارد شده وj  نمايشگر جهت

,0كرنش جانبي ناشي ا  آن تنش است. براي   IIJI   وI, J=1,2,3  :داريم 

 

                ( 10ط3)
II

JJ
IJ







 

 Einstein’s)صد  اائدة جمع انيشتين  هاي با حروف بزرگ نمايشگر  د كه در آن، انديس

summation convention) هاي برشي در رابطة فو  است. مدولijG  براي بارگذاري برشي در صفحه

ji  12شوند. براي كامپو يت اليافي تك جهتي، تعريف ميG  13وG هاي برشي در دو صفحه مدول

 يي برشختباشند. مدول برشي با سي  رضي )خارج صفحه( ميمدول برش 23Gمتعامد شامل الياف و 

jiijصفحة مربوط مطابقت دارد و در نتيجه  GG  بدين ترتيب معادلات بنيادي مادة ارتوتروپ ،

 آيند:هاي مهندسي بصورت  ير در ميبصورت روابط نرمي و با استفاده ا  ثابت

 

                         (11ط3)
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 هاي الاستيك در رابطة فو ، داريم: توجه شود كه بدليل تقارن ماتريس نرمي
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  ( 12ط3)
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 شوند:شود و معمولاً بصورت  ير نوشته ميكه ا  آنها به روابط تقابل ياد مي

 

(3-13)    322233133311122211 ;;  EEEEEE  

 

هاي مهندسي خواهيم ( معادلات بنيادي را در فر  سختي و برحسب ثابت11ط2با  كس كردن )

 داشت:

 

(3-14) 
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 كه در آن, 

 

(3-15)       )/()21( 321133221311332232112 EEE  

 

 ( است.11ط2هاي الاستيك در رابطة )دترمينان ماتريس نرمي

 هاي مهندسي برارار است:تروپ جانبي، روابط  ير بين ثابتبراي مواد ايزو

 



 30 

(3-16)           
)1(2

;;;
23

2
231312131232
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E
GGGEE   

 

( براي مواد ايزوتروپ 11ط2گردد. رابطة )هاي مستقل ا  نه به پنج ميكه با ث كاهش تعداد ثابت

 آيد:جانبي بصورت  ير در مي

 

      (17ط3)
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 پلاستيسيته:( تئوري 3ـ3

 ( مقدمه1ـ3ـ3

گويند. بسياري ا  شوند مواد پلاستيك ميهاي دائمي ميبه موادي كه به هنگا  باربرداري دچار كرنش

الاستيك ا  خود نشان رفتار شوند تنش تسليم خوانده ميتنشي كه مواد تا ابل ا  رسيدن به 

هاي اصلي آيد. مؤلفهدر آنها بوجود مي هاي پلاستيكدهند، اما با گذر ا  تنش تسليم اوليه، كرنشمي

 :[2] اند ا تئوري پلاستيسيته  بارت

، و يك اسمت پلاستيك edپذير( تقسيم بندي هر جزء كرنش به يك اسمت الاستيك )برگشت( 1

 .pdناپذير(  )برگشت

),(يك تابع تسليم ( 2  qf كند؛ كه آغا  و ادامه تغيير شكل پلاستيك را مشخص ميq 

 اي ا  متغيرهاي داخلي هستند.مجمو ه
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كند، بعبارت ديگر جزء كرنش پلاستيك را يك اانون جريان كه جريان پلاستيك را كنترل مي( 3

 دهد.بدست مي

شدگي كرنش كه حاكم بر تحولات تابع معادلات تحول متغيرهاي داخلي، شامل يك رابطه سخت ( 4

 تسليم است.

در اين بخش، ابتدا به روابط حاكم بر مواد هيپوالاستيك ط پلاستيك پرداخته خواهد شد و سپس 

 هاي كوچك مورد بررسي ارار خواهد گرفت.حالت خاص فرمول بندي كرنش

 ( مواد هيپوالاستيك ـ پلاستيك:2ـ3ـ3

تيك در مقايسه با الاسهاي شوند كه كرنشهنگامي استفاده ميهاي هيپوالاستيك ط پلاستيك مدل

دانيم در مواد هيپوالاستيك كار انجا  شده طي ستيك كوچك هستند. همانگونه كه ميپلاهاي كرنش

هاي يك چرخه تغيير شكل بسته صفر نيست و انرژي ممكن است تغيير كند. البته, براي كرنش

نظر است و توصيف هيپوالاستيك ا  رفتار الاستيك اغلب  الاستيك كوچك خطاي انرژي اابل صرف

، به دو مؤلفة dور آهنگ تغيير شكل، سشود كه تنهاي رفتاري, فرض ميكافي است. در اين مدل

 گردد:الاستيك و پلاستيك تجزيه مي

pe                   (18ط3)
ddd  

 بارت ديگر يك آهنگ  يني مناسب تنش بايد به  پاسخ الاستيك ا  نوع هيپوالاستيك است, به

اسمت الاستيك تنسور آهنگ تغيير شكل نسبت داده شود. در اينجا به بررسي مدلي بر مبناي تنش 

شود. با پرداخته مي (Jaumann)و بيان پاسخ الاستيك برحسب آهنگ تنش يامن  (Cauchy) وشيك

 آهنگ تغيير شكل خواهيم داشت:ا مال اانون هيپوالاستيك بر روي اسمت الاستيك 

 

::)(           (19ط3) pJ

el

eJ

el

J d ddCC   

 

Jكه در آن 

el


C شود:تنسور ضرايب الاستيك است. آهنگ جريان پلاستيك بصورت  ير تعريف مي 

 

),(       (20ط3) q ij

p

ij rd   , ),( qrd p 
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),(پارامتر پلاستيسيته و  كه در آن  qr    جهت جريان پلاستيك است. جهت جريان پلاستيك

 اغلب بصورت: 

 

            ( 21ط3)







r 

ياد  ntial)(plastic flow poteبه تابع پتانسيل جريان پلاستيك  شود كه در آن ا  تعريف مي

و يك مجمو ه ا  متغيرهاي داخلي, كه بصورت  شي وشود. جهت جريان پلاستيك به تنش كمي

 شود, وابسته است.خوانده مي qجمعي 

 توان ا  كرنش مؤثر پلاستيك اي ا  متغيرهاي داخلي اسكالر ميبه  نوان نمونه

(effective plastic strain)  .ياد كرد 

اتيك نمونه يك متغير نمهاي با سخت شدگي سيمختصات مركز سطح تسليم در فضاي تنش در مدل

 داخلي ا  نوع تنسور مرتبه دو  است.

توان بصورت  ير هاي پلاستيسيته ميمعادلات تحول متغيرهاي داخلي مورد نيا  را براي اكثر مدل

 تعريف كرد:

 

),(              ( 22ط3) q  hq           , ),( qhq   

 

 شود.بردار ضرايب پلاستيك گفته مي hكند. به به تعداد متغيرهاي داخلي تغيير مي كه در آن 

آيد. شرط تسليم بصورت  ير معادله تحول پارامتر پلاستيسيته با استفاده ا  شرط همسا ي بدست مي

 است:

 

),(0                ( 23ط3) qf 

 شوند:بار برداري بصورت  ير معرفي مي –شرايط بارگذاري 

 

(3-24)                   0,0,0  ff   
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)0(طي بارگذاري پلاستيك    تنش بايد روي سطح تسليم(f=0) توان بااي بماند. اين شرط را مي

بيان كرد. شرط همسا ي با استفاده ا  اائده  نجيري بصورت  ير  0fا ي بصورت شرط همس

 شود:نوشته مي

 

)()(0         ( 25ط3)    qfff qijij
 ,    0.:  qfff q

  

 

كه در آن   /ff  وqff  /q 

بر سطح تسليم است. اگر جهت جريان پلاستيك با  مود بر سطح  fشرط همسا ي شامل  مود 

شود و در گفته مي (associative)به جريان پلاستيك وابسته ، frتسليم متناسب باشد يعني 

ن با مشتق جرياجهت كنند. هنگامي كه ياد مي (non-associative)حالت  كس ا  آن به غير وابسته 

آيد، شرط وابسته بودن به صورت تابع پتانسيل جريان پلاستيك بدست مي f آيد. براي درمي

است كه با ث ايجاد اانون جريان  fپتانسيل جريان  ابعبسياري مواد يك انتخام مناسب براي ت

 گردد. وابسته مي

 يعني:  خاصيت جابجايي برارار باشد،و  fاگر بين توان نشان داد كه مي

 

              ( 26ط3)  ff ..  

 آنگاه:

Jff             (27ط3)    ::  

 

برارار است و در نتيجه روابط  و  fتابعي ا  نامتغيرهاي تنش باشد، خاصيت جابجايي بين  fاگر 

فو  برارار هستند. براي براراري  ينيت لا   است كه تابع تسليم بصورت تابعي ايزوتروپ ا  تنش 

 بيان شود و بعبارت ديگر تابعي ا  نامتغيرهاي اصلي تنش باشد.
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  در( 27ط3جود نخواهد داشت و با جايگزيني )كلي ومشبدين ترتيب در استفاده ا  دو رابطه فو  

 آيد:( بدست مي25ط3)

 

:.0              ( 28ط3)  
qq
 fff J 

 

( در 22ط3تحول )معادله ( و 20ط3(، رابطة جريان پلاستيك )19ط3ا  رابطة هيپوالاستيسيته )استفاده

 دهد:( بدست مي28ط3رابطة )

 

::)(.::)(.0    ( 29ط3)  hrdCqddC qq 





 ffff J

el

pJ

el 

 

 خواهيم داشت: كه با حل آن براي 

        ( 30ط3)
rCh

dC

q ::.

::
J

el

J

el

ff

f








 

 

آهنگ بين اي ( رابطه19ط3( در )20ط3( همراه با اانون جريان پلاستيك )27ط3با جايگزين كردن )

 آيد:و تنسور آهنگ تغيير شكل كل بدست مي وشييامن تنش ك

 

dCr   ( 31ط3)
Ch

dC
dCrdC

q

:)
::.

::
(:)(: J

J

el

J

elJ

el

J

el

J

rff

f 





  


  

Jتنسور مرتبه چهار 
C  مدول مماسي الاستوپلاستيك براي محيط پيوسته نا  دارد و با با نويستي

 آيد:ميبدست رابطة فو  بصورت  ير 
 

       ( 32ط3)
rCh

CrC
CC

q ::.

):():(
J

el

J

el

J

elJ

el

J

ff

f













 

 

است. روابط فو  در  (dyadic product)يا ضرم جفتي  roduct)(tensor pبيانگر ضرم تنسوري   لامت 

 اند.( خلاصه شده1ط3جدول )
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 (شيو: مدل رفتاري هيپوالاستيك ـ پلاستيك )فرمول بندي تنش ك1ـ3جدول 
 

pe                                     ط تنسور آهنگ تغيير شكل:                          1
ddd  

::)(          ط آهنگ تنش:                                          2 pJ

el

eJ

el

J
ddCdC   

),(,),(         ط اانون جريان پلاستيك و معادلات تحول:         3 qhqqrd   p 

),(0                                      ط شرط تسليم:                                          4 qf 

0,0,0                   ط شرايط بارگذاري ط باربرداري                       5  ff   

                           ط پارامتر آهنگ پلاستيك )شرط همسا ي(: 6
rCh

dC

q ::.

::
J

el

J

el

ff

f








 

kl                ط رابطة آهنگ تنش ط آهنگ تغيير شكل كل: 7

J

ijkl

J

ij d C ,  dC :JJ   

J                                                    كه در بارگذاري الاستيك يا باربرداري:    

el

J 
CC   

                               و در بارگذاري پلاستيك:        
rCh

CrC
CC

q ::.

):():(
J

el

J

el

J

elJ

el

J

ff

f













 

 

 فرمول بندي كرنش كوچك: (3-3-3

توان ( ارائه شد، مي1-3هاي بزرگ را، كه در جدول )لاستيسيته با تغيير شكلپفرمول بندي  مومي 

توان ا  ميو هاي كوچك كاهش داد. هيچ تفاوتي بين معيار تنش وجود ندارد به راحتي براي كرنش

ا  توان فاده كرد. بدليل  د  نيا  به ملزومات  ينيت در حالت كرنش كوچك مياست  يتنش كوش

جايگزين آهنگ تغيير  مشتق  ماني تنش بعنوان آهنگ تنش استفاده كرد و نيز آهنگ كرنش 

 ( خلاصه شده است.2-3گردد. روابط حالت كرنش كوچك در جدول )شكل مي
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 كرنش هاي كوچك –ي الاستوپلاستيك : مدل رفتار2-3جدول 

 

peتجزيه جمعي آهنگ كرنش به دو اسمت الاستيك و پلاستيك:                      – 1    

::)(ش و آهنگ كرنش الاستيك:                      تنرابطه بين آهنگ  – 2 pe CC    

hqqrpحول:                                اانون جريان پلاستيك و معادلات ت – 3    ),,( 

),(0شرط تسليم:                                                                              – 4 qf  

000باربرداري:                                            –شرايط بارگذاري  – 5  ff   ,, 

پارامتر آهنگ پلاستيك )ا  شرط همسا ي(:                                 – 6
r:C:.h

εC

σq

σ

ff

f




 ::
 

εCσرابطه بين آهنگ تنش و آهنگ كرنش:                                                   – 7  :ep 

محيط پيوسته:                دول مماسي الاستوپلاستيك برايم – 8
r:C:.h

CrC
CC

σq

σ

ff

fep






):():(   

C)~rCكه اگر جريان پلاستيك وابسته باشد  ::( σf .متقارن است 

 

 

 

 ( معيارهاي تسليم / شكست براي مواد غيرايزوتروپ3-4

 ( مقدمه3-4-1

هاي متفاوت در جهتسا ه هاي كامپو يتي معمولاً ا  به هم چسباندن چندين لاية غيرايزوتروپ 

ساخته مي شوند. بدين ترتيب اينگونه سا ه ها برخلاف مواد ايزوتروپ داراي رفتار وابسته به جهت مي 

باشند. نيز بدليل پيچيدگي ساختاري تسليم در يك نقطه ا  اين سا ه ها لزوماً با ث فروپاشي كل 

ديگري براي بار ا مال شده ايجاد  سا ه نمي گردد. چرا كه لايه هاي ديگر ماده مي توانند مسيرهاي

هاي با ث برو  تسليم يا شكست به شكلتواند ميها كنند. نكتة ديگر اينكه ساختار لايه لاية كامپو يت

هاي متفاوت اين متفاوت گردد و بعبارت ديگر مودهاي گسيختگي متفاوتي را ايجاد كند. نمونه
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اي، ترك خوردگي برشي و ك خوردگي بين لايهاند ا : گسيختگي توده، ترمودهاي گسيختگي  بارت

 شكست الياف.

هايي ا  معيارهاي مواد ايزوتروپ بسياري ا  معيارهاي مقاومت يا شكست مواد غيرايزوتروپ تعميم

هاي هستند. بسياري ا  تحقيقات اوليه در مورد مقاومت مواد غيرايزوتروپ بطور مستقل در حيطه

ميلادي روابط  1950در  (Hill)ها انجا  شده است. هيل ستالصنعت چوم و پاسخ مكانيكي تك كري

را به حالت غير ايزوتروپ تعميم داد. يك شاخه ا  تئوري بيشينة تنش  (Von Mises)فون ميزس 

پيشنهاد شد كه در آن تنش گسيختگي الياف بعنوان مقاومت  (Liu) و لو (Stowell)توسط استوول 

شود، در حاليكه مقاومت جانبي و برشي لايه وابسته به فته ميحاكم لايه در جهت الياف در نظر گر

بعنوان معيار  (Tsai)و تساي  (Azzi)نظريه هيل توسط آ ي  1965شود. در سال توده منظور مي

با ايجاد تغييراتي در معيار  1967در سال  (Hoffman)ها استفاده گرديد. هافمن مقاومت كامپو يت

و فشاري  يهاي متفاوت كششر فر  تابع نمايي موجبات ا مال مقاومتهاي خطي دهيل با ا مال تر 

 را فراهم كرد.

 ا  سوي اشكنا ي ،هايي كه نسبت به دستگاه مختصات نامتغير باشندتلاشهايي نيز براي ارائه مدل

(Ashkenazi) ت دنبلاو گل(Goldenblat) وو  –ورت گرفت كه در ادامه منجر به بسط معيار تساي ص

(Tsai-Wu)  گرديد. 1971در سال 

 بندي كرد:توان در دو دسته كلي تقسيممعيارهاي گسيختگي مواد كامپو يت را مي

 معيارهاي گسيختگي مربوط به يك لايه – 1

 معيارهاي گسيختگي مربوط به ور  چند لايه – 2

مه به د در ردة نخست جاي مي گيرند. در ادامت به ميان آب مدة مواردي كه در آغا  ا  آنها صح

 بررسي هر كدا  ا  دو دسته فو  خواهيم پرداخت.

 

 معيارهاي گسيختگي مربوط به يك لايه -

 :[15] رسدبندي  ير مناسب به نظر ميدر بررسي اينگونه معيارهاي گسيختگي تقسيم
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هايي ا  اين معيارها معيارهايي كه مستقيماً در ارتباط با مودهاي گسيختگي ارار ندارند. نمونه  - 1

 اند ا : بارت

 (Tsai-Hill)هيل  –تساي  ●

 (Tsai-Wu)وو  –تساي  ●

 (Hoffman)هافمن  ●

 ساير معيارهاي چند جمله اي، تنسوري يا پارامتري ●

 ا :تند هايي ا  اينگونه معيارها  بارمعيارهاي در ارتباط با مودهاي گسيختگي: نمونه – 2

 بيشينه كرنش ●

 بيشينه تنش ●

 (Hashin) هاشين ●

 (Sun)و سان  (Yamada)يامادا  ●

 هاي بعد آورده خواهد شد.بسط روابط حاكم در برخي ا  معيارهاي فو  در بخش

 

 معيارهاي گسيختگي مربوط به ورق چند لايه -

شود، چندان لايه بدون روشن كردن شرايطي كه تحت آنها يك لايه تسليم ميچند طراحي يك ور  

گر، بررسي رفتار ور  چند لايه بدون در نظر گرفتن رفتار بين رسد. ا  طرف ديمنطقي به نظر نمي

اي پذير نيست. مهمترين مود گسيختگي مربوط به رفتار بين لايهاي موجود در آن امكانلايه

است كه لزو  بررسي معيارهايي را براي در  (delamination)اي ، ترك خوردگي بين لايههاكامپو يت

هاي اخير الگوهاي بسياري براي بررسي  ددي پديده مي كند. در سال نظر گرفتن اين پديده آشكار

 رسد.اند كه بررسي آنها در اين تحقيق ضروري به نظر نمياي ارائه شدهترك خوردگي ميان لايه
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 ( معيار بيشينة تنش3-4-2

گرفتن  هاي تنش بدون در نظردهد كه هر يك ا  مؤلفهبر اساس اين معيار، گسيختگي هنگامي رخ مي

هاي ديگر به يك ميزان حدي برسد. بدين ترتيب بنا بر معيار بيشينة تنش براي اينكه مؤلفه

هاي تنش ا  مقدار حدي مربوط به خود كوچكتر باشند، بعبارت گسيختگي رخ ندهد، بايد تما  مؤلفه

 ديگر:

Tc 111111    

Tc 222222    

Tc 111111    

(3-33 ) 

s1212    

s1313    

s2323    

 

كه در آن 
iiTiic  بيانگر  ijsو  iهاي حدي در كشش و فشار در راستاي به ترتيب معرف تنش ,

هاي تنش در دستگاه مختصات كلي و توان اين معيار را با توجه به مؤلفهتنش حدي برشي هستند. مي

ها بيان كرد. بعنوان نمونه، براي حالت تنش تك محوري كه با با استفاده ا  معادلات تبديل تنش

 سا د، محدودة تنش مجا  با استفاده ا  اوانين تبديل تنش مسطح بصورت:مي راستاي الياف  اوية 

 

(3-34)                    2

11 Cosx 

 2

22 Sinx  

 CosSinx12
 

محدودة مجا  براي 
x آيد:بصورت  ير در مي 









2

11

2

11

CosCos

T
x

c 


 

(3-35)                     








2

11

2

11

CosCos

T
x

c 

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




CosSin

s
x

12  

 نش( معيار بيشينه كر3-4-3

معيار بيشينه تنش است. روابط اين معيار بصورت  ير نوشته  رنشياين معيار در وااع معادل ك

 شوند:مي

 

Tc

1111    

Tc

2222    
Tc

3333    

(3-36) 

1212   

1313   

2323   

هاي محوري حدي در كشش ودر فشار به ترتيب معرف كرنش C,Tهاي بالاي انديس كه در آن

 ي با  اوية يهاي حدي برشي هستند. در حالت تنش تك محوري در راستامعرف تنش ijهستند و 

مجا  ( محدودة 36-3( و )34-3با راستاي الياف، با استفاده ا  تركيب )
x آيد:بصورت  يردر مي 

 

(3-37)            Txc

E

SinCos
1

1

2

12

2

1

)(



 


 

Txc

E

CosSin
2

2

2

21

2

2

)(



 


  

12

12




G

CosSin x  

 

اي ا  مقادير حدي مربوط به دو معيار بيشينه تنش و بيشينه كرنش براي نمونه كامپو يت كربن نمونه

 ( آمده است.3-3دول )در ج AS4/3501-6/ اپوكسي 
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 AS4/3501-6: مشخصات الاستيك و مقاومت كربن/ اپوكسي 3-3جدول 
 

GPaE 50.102   GPaE 1261   

30.012   GPaG 61.512   

MPac 129611   MPaT 145011   

MPac 23822   MPaT 4.5322   

%0.212   MPas 3.9912   

%535.02 
T  %15.11 T  

 (Hashin)( معيار هاشين 3-4-4

 (Hashin)شوند كه به هاشين هاي اليافي در ادبيات فني يافت ميدو معيار گسيختگي براي كامپو يت

شناخته  (Hashin-Rotem)روتم  –. اولين آنها كه بعنوان معيار هاشين [15] اندنسبت داده شده

 كند:بيني ميشود، گسيختگي را در صورت ارضا شدن يكي ا  معادلات  ير پيشمي

 گسيختگي الياف در كشش: -

(3-38 )         )0,( 1111  TT XX  
 

 گسيختگي الياف در فشار:  -
 

(3-39 )          )0;0( 1111  CC XX  
 

 گسيختگي توده در كشش: -
 

(3-40 )        1)()( 212222 
SYT

 

 

 گسيختگي توده در فشار:  -
 

(3-41 )        1)()( 212222 
SYC

 

 

 كه در آن تعاريف  ير صاد  است.

11تنش اسمي در جهت الياف : 
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22در جهت  مود بر الياف : تنش اسمي 

12تنش برشي اسمي در صفحة تك لايه : 

TXمقاومت كششي الياف : 

CXمقاومت فشاري الياف : 

TYمقاومت كششي در جهت  مود بر الياف : 

CYاري در جهت  مود بر الياف: مقاومت فش 

Sمقاومت برشي : 

 . ارائه شد و اهميت تاريخي آن ا  اين نكته بود كه رويكرد متفاوتي در  1973اين معيار در سال 

بررسي معيارهاي گسيختگي مواد كامپو يت ايجاد كرد؛ بدين صورت كه ارائه دهندگان ابتدا بر آن 

سپس متغيرهاي مربوط به آن مودها را تعيين كردند شدند كه مودهاي گسيختگي را شناسايي كنند، 

 و سعي كردند تا اندركنش آنها را پيدا كنند.

 . هاشين تغييراتي در روابط پيشين ايجاد كرد و روابط جديدي براي حالت سه بعدي  1980در سال 

 ارائه داد كه روابط دو بعدي نيز حالت خاصي ا آنها است.

 

 معيار هاشين سه بعدي

 ششي الياف:مود ك -

(3-42                                                )T

T

Xor
SX

 11

2

13

2

122

211 1)(
1

)( 
 

 

 مود فشاري الياف: -

 

(3-43                                        )       CX11 

 

)(0مود كششي توده  - 3322 : 
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(3-44       )            1)(
1

)(
1

)(
1 2

13

2

1222322

2

232

2

33222
 

SSY TT

 

)(0مود فشاري توده   - 3322 : 

(3-45 )

1)(
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1
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1
)](1)
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2

232

2

332223322

2  
SSSS

y

Y TTT

c

C

 

معرف مقاومت برشي جانبي است كه بصورت مقدار بيشينه مجا   TSكه در آن،  لاوه بر تعاريف ابل، 

تنش برشي 
23 ر بيشينه مجا  شود )مقداتعريف مي

13  12مانند  برابرS .)است 

 

 معيار هاشين دوبعدي

)0(مود كششي الياف  - 11  : 

(3-46 )                          1)()( 212211 
SXT

 

 

)0(مود فشاري الياف  - 11 : 
 

(3-47)                    CX11 
 

)0(مود كششي توده  - 22 : 

(3-48)                1)()( 212222 
SYT

 

)0(مود فشاري توده  - 22 : 

(3-49 )       1)(]1)
2

[()
2

( 212222222 
SYS

Y

S CT

C

T

 

 

 (Tsai-Wu)وو  –( معيار تساي 3-4-5

 . معياري براي  1971در  (Wu)و وو  (Tsai)تر نتايج آ مايشگاهي، تساوي دايق بينيبراي پيش

 : ير ارائه دادند  گسيختگي تك لايه در فضاي تنش و بصورت
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(3-50)                1)(  jiijii FFf  

 

iijكه در آن  FF هاي خطي لايه هستند. تر  به ترتيب تنسورهاي مرتبة دو و مرتبة چهار مقاومت تك,

هاي گردند. تر هاي كششي و فشاري ميهاي احتمالي بين مقاومتتنش با ث در نظر گرفتن تفاوت

كنند. يگون را در فضاي تنش تعريف مييضتنش درجه دو يك ب
i هاي تنسور تنش همان مؤلفه

 ه فر  برداريب (Voigt rule)ت يهستند كه طبق اانون وُ يكوش
 

(3-51 )       T)( 654321   

 

 كه در آن

(3-52)            
333222111 ,,       

         
126315234 ,,   

 نوشته شده است.

 تحت شرايط تنش مسطح، معيار گسيختگي طبق رابطة

 

(3-53  )      12 2

6662112

2

222

2

111662211   FFFFFFF 

 : ر آن داريمشود كه دنوشته مي

            
CTCT XX

F
XX

F
1

,
11

111  

(3-54)                 
CTCT YY

F
YY

F
1

,
11

222  

CTCT SS
F

SS
F

1
,

11
666   

 اند ا :وو  بارت –خصوصيات برجسته معيار تساي 
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ين معيار داراي يك رابطة اسكالر و در نتيجه نامتغير است. اين بدان معني است كه با دوران ا  ●

 تگاه مختصات تغيير نخواهد كرد.دس

اوانين تبديل آنها مطابق اوانين  ،اندهاي مقاومتي بصورت تنسورهايي تعريف شدها  آنجا كه مؤلفه

هاي توان به راحتي محورهاي مادي را براي محاسبه ويژگيتبديل تنسوري خواهد بود. بنابراين مي

 خارج ا  محور يا تبديل يافته چرخاند.

هاي هاي مختلف تنش مشخصات مادي مستقلي هستند. بنابراين، مؤلفهين مؤلفهاندركنش ب ●

شود كه به اندركنش دو مؤلفه تنش در معيار مقاومت مربوط هستند. اين نكته با ث مي ijFغيراطري 

ترين هاي سادة تك محوري و يا برش خالص براي محاسبه ضرايب كافي نباشند. اين بزرگآ مايش

 ijFشود. بويژه هنگامي كه بدانيم مقادير نسبتاً كوچك تغيير در وو محسوم مي –معيار تساي  ضعف

بيني شده گردد.  د  وجود پارامترهاي مادي در ميزان مقاومت پيش تواند با ث تأثير اابل ملاحظهمي

 گردد.اين معيار ميسا ي شده دايق اغلب منجر به استفاده ا  انواع ساده

كند اما هيچ اطلا ي در مورد مود گسيختگي به دست بيني مياين معيار واوع گسيختگي را پيش ●

 دهد.نمي

 

 (Hoffman)( معيار هافمن 3-4-6

 يبنابر معيار هافمن، سطح تسليم ا  سه مقاومت تسليم كشش
iiT سه مقاومت تسليم فشاري ،

iiC ،

jiو سه مقاومت تسليم برشي    وij تواند بصورت  ير تعريف شود:شود. اين سطح ميساخته مي 

 

(3-55  )             )(
2

1 2 kpP TT   

يك مقاومت تسليم بر اساس نه مؤلفه مقاومت تسليم و  pو بردار تصوير  Pكه در آن ماتريس تصوير 

 تعريف مي گردند و داريم: نرمال شده 
 

(3-56)        T)( 123123332211   
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 كه در آن
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به يك  pيك حالت خاص اين معيار است كه در آن بردار تصوير  (Tsai-Hill)هيل  –معيار تساي 

( و با ا مال رابطة 57-3نيز بوسيله ) Pيابد. ماتريس تصوير بردار صفر كاهش مي
iiciiT    محاسبه

 شود.مي

 

 (Rankine)( معيار رانكين 3-4-7

 . بطراي مطواد  1876شطود، در سطال ار بيشينه تنش كششي نيز ياد مينكين كه ا  آن به معيامعيار ر

هاي تطنش اصطلي ا  دهد كه يكي ا  مولفهايزوتروپ ارائه شد. در اين معيار گسيختگي هنگامي رخ مي

مقاومت كششي نسبت داده شده به ماده تجاو  كند. بنابراين معطادلات سططح تسطليم در ايطن معيطار 

 بصورت:

 

(3-68 )             
03        و

02        و
01   

 

آيند كه در آن  درمي
i  هاي اصلي تنش و  معرف مولفه

0   .بيانگر مقاومت كششي ماده است 

گردد كطه در مواد كامپو يت، پيشنهادي در اين تحقيق ارائه ميبراي بهره جويي ا  معيار رانكين براي 

 ادامه ذكر خواهد شد. 

 استفاده از معيار رانكين براي محيط غير ايزوتروپ

تعريطف  aاي بنا  براي بهره جويي ا   معيار رانكين براي محيط غير ايزوتروپ، تنسور تنش نرمال شده

 شود: ن ميدر فر  ماتريسي بصورت  ير بيا aكنيم. مي
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كه در آن تعاريف  
iiT     وij   باشطند. بطا  محاسطبه مطابق تعاريف بيان شده در معيار هافمن مي

اده غيطر ايزوتطروپ معيطار رانكطين بطراي مط ،و تعيين بيشترين آنها و مقايسه آن با واحد aمقادير ويژه 

 گردد. معادل سا ي مي

 آيد:اي ماده غير ايزوتروپ بصورت  ير درميربدين ترتيب معادله سطح تسليم ب

 

(3-70 )         1)max( ia 

 

كه در آن 
ia   معرف مقادير ويژه تنسور نرمال شده تنشa باشد.مي 

 

 رال گيري بنياديهاي انتگ( الگوريتم3-5

 Constitutive integration)آيطد، الگطوريتم انتگطرال گيطري بنيطادي ن برميآهمانگونطه كطه ا  نطا  

algorithm)  بططارت اسططت ا  الگططوريتم  ططددي انتگططرال گيططري ا  معططادلات نمططوي بنيططادي (rate 

constitutive equations)  كه ا  آن به الگوريتم رو آمد كردن تنش(stress update algorithm)  نيطز

 شود.ياد مي

 

 هاي بازگشت تنش:الگوريتم -

 هاي كوچك را در نظر بگيريد:معادلات مربوط به الاستوپلاستيسيته دركرنش

(3-71 )       
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),,(هدف اين است كه بطا داشطتن مقطادير مجمو طه    n

p

nn q     در  مطانn نش   و نيطز افطزايش كطر

 t     مقادير),,( 111  n

p

nn q    بطاربرداري ارضطا گردنطد.  –بدست آيند و شرايط بارگطذاري

 آيد:ا  رابطه  ير بدست مي n+1توجه داريم كه تنش در  مان 
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(3-72 )            )(: 111

p

nnn C    

 

شود تا مقدار آن بصورت حل مي  ري براي محاسبه  ( آمد، شرط سا گا3-3همانگونه كه در بخش )

  ير بدست آيد:
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توان با استفاده ا  اين مقدار بدست آمده براي پارامتر پلاستيسيته ممكن است تصور شود كه اكنون مي

يرهاي داخلي را محاسبه كطرد و بصطورت  يطر روش انتگطرال مقادير نمو تنش، كرنش پلاستيك و متغ

 را ارائه داد: (Euler)گيري پيش رونده اولر 

 

(3-74 )     













































:)(: 111

1

1

1

ep

n

p

nnn

nnnn

nn

p

n

p

n

nn

CC

hqq

r
 

 

nnكه در آن   t هرحال، اين مقادير به رو  شده تنش و متغيرهاي داخلي شرط تسليم را در . ب

 و خواهيم داشت: گا  بعد ارضا نخواهند كرد

(3-75 )       0),( 111   nnn qff  

 

گردد كه در بسياري موارد با ث رسيدن به جوابهاي با داطت كطم و جوام ا  سطح تسليم منحرف مي

شود. ايطن شطيوه اسطاس شود. الگوريتم انتگرال گيري فو  گاهي به روش مدول مماسي خوانده ميمي

داد. اما بدليل  د  دات ديگر مورد اابال ته محاسباتي را تشكيل ميكارهاي اوليه در  مينه پلاستيسي
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هاي جايگزيني براي انتگرال گيري ا  معادلات نموي بنيادي توسطعه گيرد. بدين ترتيب روشارار نمي

ها ا مال شرط سا گاري در پايان گا   ماني است تا ا  انحراف ا  سطح يافتند. يكي ا  اهداف اين روش

هاي مختلفي براي اين كار موجود هستند. دراين تحقيق، ما بحث  مده را اري شود. روشتسليم خودد

كه اطوي و دايطق هسطتند و در  (return mapping algorithms)« هاي انطبا  با گشتيالگوريتم»به 

 كنيم.، متمركز ميگيرند مل بطور گسترده مورد استفاده ارار مي

اوليطه بصطورت  (elastic-predictor)رحله پيش بيني الاستيك هاي انطبا  با گشتي شامل يك مروش

-plastic)يك حركت دور شونده ا  سطح تسليم در فضطاي تطنش، و يطك مرحلطه اصطلات پلاسطتيك 

corrector) ند، هستند.اگرد، با ميهكه تنش را به سطح تسليم رو آمد شد 

اي ا  معادلات بنيادي را به مجمو هاند ا  يك شيوه انتگرال گيري كه مجمو ه دو مرحله روش  بارت

كند ويك شيوه حل براي معادلات جبري غيطر خططي. ايطن روش معادلات جبري غيرخطي تبديل مي

هطاي هاي مختلف انتگرال گيري مانند اائده ذو نقه، اائده نقطه وسط و يا روشتواند براساس شيوهمي

روش كاملا ضطمني و نيمطه ضطمني برپايطه  طرت ريزي شود. درادامه دو (Runge–Kutta)كوتا  –رانج 

 گيرند. مورد بررسي ارار مي (back-ward Euler scheme)روش  قب رونده اولر 

 

 روش كاملا ضمني عقب رونده اولر:( 3-5-1

شطوند و در اين روش، مقادير افزايش كرنش پلاستيك و متغيرهاي داخلي در پايان گطا  محاسطبه مي

 شود. بنابراين شيوه انتگرال گيري بصورت  ير خواهد بود:  ا مال ميشرط تسليم نيز در پايان گا

 

(3-76 )       



































0),(

)(:

111

111

111

111

1

nnn

p

nnn

nnnn

nn

p

n

p

n

nn

qff

C

hqq

r
















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),,(با داشتن مقادير مجمو ه     n

p

nn q    در  مطانn   و افطزايش كطرنش  معطادلات فطو  يطك

),,(مجمو ه معادلات جبري غير خطي بر حسب  111  n

p

nn q  ( افزايش 76-3خواهند بود. ا  رابطه )

 آيد: كرنش پلاستيك بصورت  ير بدست مي

 

(3-77  )      1111   nn

p

n

p

n

p

n r  

 

 ( خواهيم داشت:76-3)چهار  با جايگزين كردن اين  بارت در رابطه 

 

(3-78  )       1111 :   nn

trial

nn rC  

 

trialكه در آن،  

n 1 «شود:مرحله پيش بيني الاستيك است و ا  رابطه  ير محاسبه مي« تنش آ مايشي 

 

(3-79 )         :1 Cn

trial

n  

 

 ياست كه تنش آ مايش« اصلات كننده پلاستيك»( معرف 78-3و  بارت دو  سمت راست در رابطه )

يك سطح تسليم رو آمد شده )براساس سخت شدگي( را در راستاي جريان پلاستيك در پايان گا  به 

فا  پيش بيني الاستيك شاهد تغيير در مقدار كرنش كل است، در حاليكه  .(1-3شكل ) كندتصوير مي

فا  اصلات پلاستيك با تغيير 
1 n   در پارامتر پلاستيسيته همراه اسطت. بنطابراين، در مرحلطه پطيش

و ططي مرحلطه اصطلات پلاسطتيك  ،مانندپلاستيك و متغيرهاي داخلي ثابت ميبيني الاستيك كرنش 

 ( براي فا  اصلات پلاستيك داريم:76-3تنش كل ثابت است. در نتيجه ا  رابطه )

 

(3-80  )      1111 ::   nn

p

nn rCC   

 

 ( استفاده خواهيم كرد. 76-3كه ا  آن در حل روابط )
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 روش تصوير به نزديكترين نقطه براي پلاستيسيته وابسته: 1-3شكل 

 

انجا  خواهد شد.  (Newton procedure)( بوسيله روش نيوتن 76-3حل دستگاه معادلات غير خطي )

( منجر به با گشت بصورت اصلات پلاستيك براسطاس 76-3روش نيوتن بر پايه خطي كردن معادلات )

گردد. در طول مرحله اصلات پلاسطتيك الگطوريتم، تطنش كطل مي« تصوير به نزديكترين نقطه»مفهو  

گيرد. روش نيوتن را در پارامتر پلاستيسيته صورت مي  ثابت است و خطي كردن نسبت به تغيير  

)(0كنيم: براي خطي كردن معادلطه مي يبصورت  ير با نويس g    0(0و(    در تكطرارk   ا

 نويسيم:مي
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(3-81    )  )()()1( kkk                             0و)( )()()( 


 kkk

d

dg
g 


 

 

را ا   n+1ا  اسطت. ا  ايطن پطس، در بيشطتر مطوارد انطديس  kدر تكرار   تغيير    k)(كه در آن 

 كنيم. مي متغيرها حذف

( كه براي روش 81-3( را به صورت )76-3روابط مربوط به متغيرهاي پلاستيك و شرط تسليم رابطه )

 نويسيم:تكرار نيوتن مناسب است مي
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 ( بصورت  ير: 80-3با خطي كردن اين روابط و نيز استفاده ا  رابطه )

 

(3-83  )       )(1)( : kkp C    

 

 

 

 خواهيم داشت:
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 كه در آن : 
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 
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و       kq)(،   k)(تطوان بطراي  ( را مي84-3معرف مشتق جزيي اسطت. روابطط ) qيا  و انديس 

)(k( و نوشتن جفت معادله بدست آمده در 84-3( در دو معادله اول )85-3حل كرد. با جايگذاري )

 فر  ماتريسي داريم:

 

(3-86  )          )()()(

)(

)(
1)( ~~ kkk

k

k

k ra
q

A 


















 

 كه در آن:
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 راي تغييرات تنش و متغيرهاي داخلي خواهيم داشت:( ب86-3با حل )

 

(3-88 )          )()()()()(
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 داريم: k)(( و محاسبه  84-3در رابطه سو  )فو  با جايگزيني نتايج 

 

(3-89 )       
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)()()()(
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 كه در آن:

 

(3-90    )              qfff  
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 اند ا :پس مقادير جديد كرنش پلاستيك ،متغيرهاي داخلي و پارامتر پلاستيسيته  بارت

 

(3-91 )              
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

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يابطد. روش تكرار نيوتن تا همگرايي به سطح تسليم جديد در محدوده يك خطاي اابل ابول ادامه مي

و شامل حل يك دستگاه معادلات محلي )در سططح نقطاط  شود كه اين روش ضمني استملاحظه مي

،     rهطاي  افزايد لزو  محاسبه گرادياناي كه به پيچيدگي روش ميانتگرال گيري المان( است. نكته

qr ،h   وqh هاي ها براي مدليك و مدول پلاستيك است. محاسبه اين  بارتا  جهت جريان پلاست

 ( آمده است. 4-3بنيادي پيچيده ممكن است مشكل باشد. الگوريتم كامل روش در جدول )

 

 : الگوريتم روش بازگشتي عقب رونده اولر 4-3جدول 

 

1. Initialization: 

)(:,0,,:0 )0(

1

)0()0()0()0( p

nn

p

n

p Cqqk     

2. Check yield condition and convergence at kth iteration: 
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gotoElse

convergedTOLaandTOLfIf kk 
 

3. Compute increment in plasticity parameter: 
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4. Obtain increments in stress and internal variables: 
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     )()()()()(
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5. Update plastic strain and internal variables: 
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 روش نيمه ضمني عقب رونده اولر:( 3-5-2

اين روش در پارامتر پلاستيسيته ضمني و در جهت جريان پلاستيك و مدول پلاستيك صطريح اسطت. 

شوند. اما  جهت جريان پلاستيك بعبارت ديگر تغييرات پارامتر پلاستيسيته در انتهاي گا  محاسبه مي

رهيز ا  انحراف ا  سطح تسليم، شرط تسليم شوند. براي پو مدول پلاستيك در ابتداي گا  محاسبه مي

 شيوه انتگرال گيري بصورت  ير است:. (2-3شود )شكل در پايان گا  ا مال مي
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 شوند:( بصورت  ير نوشته مي92-3، معادلات پلاستيسيته )مشابه روش كاملا ضمني يبا روش
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 براي راحتي حذف شده است. با خطي كردن اين معادلات داريم: n+1كه در آن انديس 
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(3-94 )            
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ند. توجه شود ا  آنجطا كطه جهطت جريطان شوحل مي  k)(و   kq)(،    k)(معادلات فو  براي  

( ظطاهر 94-3شطوند، گراديطان آنهطا در )پلاستيك و مدول پلاستيك در ابتداي گا   ماني بطرآورد مي

هسطتند   شود.  لاوه بر آن، مقادير جديد كرنش پلاستيك و متغيرهاي داخلي توابع خطي ا  نمي

~0و بنابراين   )( ka .( خواهيم داشت:94-3با حل دو معادله اول ) 
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 كه در آن : 
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بدليل در نظر گرفتن جهت جريان پلاستيك و مدول پلاستيك بصورت صريح، يك رابطه ساده و بسته 

 ( در 95-3اي است. با جايگطذاري )ته به مدول الاستيك لحظهبدست آمده است كه فقط وابس A براي

 داريم:  k)(( و حل بر حسب  94-3)رابطة سو  
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 شوند:و متغيرهاي جديد بصورت  ير محاسبه مي
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 گيري بنيادي نيمه ضمني )پلاستيسيته وابسته(: روش انطباق بازگشتي براي الگوريتم انتگرال2-3شكل 

 

 گيري بنيادي براي مدل هافمنهاي انتگرال( الگوريتم3-6

( ا  آنها سخن 5-3گيري بنيادي كه به صورت مبسوط در بخش )هاي انتگرالدر اين پژوهش، الگوريتم

اند. در اين بخش به بررسي و ا مال روابط ارائه شده در بخش هافمن ا مال شدهبه ميان آمد، در مدل 

 ( در مورد مدل هافمن پرداخته خواهد شد.3-5)

 معادله سطح تسليم براساس مدل هافمن به صورت

(3-99  )       )(
2

1 2 qpPf TT   

( 55-3در رابططة ) kشطدگي همان متغير داخل مسأله يطا پطارامتر سطخت  qگردد كه در آن بيان مي

گيطريم كطه بطه در نظر مي را به صورت اسكالر و برابر با كرنش مؤثر پلاستيك  qباشد. در اينجا مي

 گردد:صورت  ير تعريف مي

(3-100)           2

1
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3

2
, ppT

dt     

 ( بصورت:2-3با در نظر گرفتن رابطه موجود در جدول )
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(3-110)               ),( qrp    

 ( خواهيم داشت:100-3و ا مال آن در رابطة )

(3-102)            2

1

)(
3

2
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 شود كه:( حاصل مي22-3كه ا  مقايسة آن با )

(3-103)          2
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2
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 رابطة: با فرض اانون جريان وابسته ا  rجهت جريان پلاستيك 
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توان برخي ا  مشتقات مطرت شطده آيد. با توجه به روابط بدست آمده، ميبراي مدل هافمن بدست مي

 ( را براي اين مدل محاسبه كرد:5-3در بخش )

(3-105)            Pr  

(3-106)             0qr 

(3-107)            Prrrh TT 2

1

)(
3

2 

 

(3-108)             0qh 

(3-109)             rf  

(3-110)             H
q

f
fq 




2








 

است. با استفاده ا  روابط بدست   به كرنش مؤثر پلاستيك شيب منحني تنش مؤثر  Hكه در آن 

( ارائطه شطد، در 4-3توان الگوريتم روش با گشتي  قب روندة اولر را كطه در جطدول )آمده در فو  مي

حالت كاملاً ضمني روي مدل هافمن ا مال كرد. در اينجا، الگوريتم مذكور را در حالت نيمه ضطمني و 

 كنيم.( خلاصه مي5-3اده ا  روابط محاسبه شده در اين بخش در جدول )براي مدل هافمن با استف
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 : الگوريتم روش نيمه ضمني عقب روندة اولر براي مدل هافمن5-3جدول 
1. Initialization: 

  :,0,,:0 )0()0()0()0( Cqqk nn

p

n

p   

2. Check yield condition and convergence at kth iteration: 

),( )()()( kkk qff   

convergedTOLfIf k )(:  

3: gotoElse  

3. Compute increment in plasticity parameter: 

    )()()( 2}~{,
10

0
][

kk

n

n

n

k Hrf
h

r
r

C
A 



















  

)()()(

)(
)(

~ k

n

kk

k
k

rAf

f


  

4. Obtain increments in stress and internal variables: 

  n

kk

k

k

rA
q

~)()(

)(

)(
















 

5. Update plastic strains and internal variables: 

)(1)()()()1( : kkpkpkpkp C      

)()()1( kkk qqq   

)()()1( kkk     

)(: )1(

1

)()()1( 



  kp

n

kkk C    

k=k+1,      goto 2 

 

 

 گسترش ترك( 3-7

هطاي معمطولي پلاستيسطيته همطراه بطا تطوان روشبراي ترك خطوردگي مطاده ا  ديطدگاه مفهطومي مي

شدگي را به مواد داراي نر  شدگي كرنش تعميم داد، بدين صورت كه بجاي معرفي يك رابططة سخت

داد. در اي داراي نر  شدگي ارائه شدگي بين تنش معادل و كرنش پلاستيك معادل، رابطهداراي سخت

انطد. مهمتطرين  مل مشكلات چندي بر سر اين راه ارار دارند كه بعضطي ا  آنهطا هنطو  لاينحطل مانده

تطوان با طث گسطترش معضل وابستگي تحليل اجزاء محدود به مش است چرا كه با ريز كردن مش مي

 .[13]ترك در بارهاي كمتر و كمتر گرديد 
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هايي رفت توان به سمت روشگي براساس تنش، ميهاي جدي معيارهاي نر  شدبا شناخت محدوديت

جوينطد. يطك راه ديگطر، كطه اولطين بطار توسطط هيلربطرگ كه مستقيماً ا  مكانيطك شكسطت سطود مي

(Hillerborg)  كرنش همراه با نر  شدگي است كه  –و همكارانش ارائه گرديد، معرفي يك رابطة تنش

ين روش، مكانيك شكست به ططور غيرمسطتقيم مطورد با انرژي شكست در ارتباط باشد. با استفاده ا  ا

خطوردگي هاي دچطار تركها براي انتقال بار در محلگيرد. در ادامه هر دو اين روشگيري ارار ميبهره

 بررسي خواهند شد.

 

 ( مكانيك شكست3-7-1

دهند، با ث ها در رفتار ماده را مورد بررسي كمّي ارار هايي كه اثرات حضور تركنيا  فزاينده به روش

پيدايش و گسترش نظريه مكانيك شكست گرديده است. در اين رابطه، چشمگيرترين پيشطرفت ارائطه 

 ضريب تمركز تنش بعنوان يك پارامتر تنها براي بررسي شروع گسترش ترك بوده است.

ممكن اسطت بطه ططور  IIIو حتي  I ،IIدر اين روش مودهاي مختلط و پيچيده شكست شامل مودهاي 

يابي خطي سر ت آ اد توان با درونفعال شوند. يك معيار ساده حاكم بر گسترش ترك را مي همزمان

هاي ترك خوردگي در اثر برخوردهاي سر ت پطايين شدن انرژي هر سه مود تعريف كرد كه در تحليل

ليل . به هر حال، ا  آنجا كه اين روش به تح[13]مورد استفاده ارار گرفته و  ملكرد خوبي داشته است 

دوباره تما  مدل در هر گا  احتياج دارد، براي تحليل ديناميكي صريح مسايل ترك خوردگي گسترده 

 مناسب نيست.

 

 ( مدل نرم شدگي كرنش3-7-2

مفهو  اصلي در اين روش كه ا  مكانيك شكست گرفته شده است،  بارت است ا  فرض اينكه ميطزان 

باشد. ا مال ثابت ه در تما  نقاط ماده ثابت مييك خاصيت مادي است ك fGآ اد شدن انرژي شكست 

شود كه نتيجه بگيريم اانون نر  شدگي كرنش محلي وابسته به يطك ناحيطه تطرك با ث مي fGبودن 

باشطد. در نهايطت مفهطو  كه آن هم به مش اجزاء محدود بستگي دارد، مي clخورده با طول مشخصة 

 رابطة غيرمحلي نر  شدگي كرنش خواهد شد. انرژي شكست منجر به يك
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دهطد، مطدل نطر  شطدگي خوردگي بدسطت ميهايي كه يك روش ساده براي بررسي تركيكي ا  مدل

رانكين است. مدل ديگري كه در اين تحقيق سعي شطده اسطت تطا بطا اسطتفاده ا  آن و مفهطو  انطرژي 

باشطد. در ايطن پطژوهش مي (Hoffman)شكست به بررسي ترك خوردگي پرداخته شود، مدل هافمن 

 ( انتخام شده است.3-3مدل دو خطي نر  شدگي به صورت شكل )

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 : مدل نرم شدگي با در نظر گرفتن انرژي شكست3-3شكل 

 

كرنش  –ميزان آ اد شدن انرژي شكست بوسيله انتگرال سطح  ير شاخه نر  شدگي منحني تنش 

 شود:تعريف مي

(3-111)             ctutf lfG 







 )(

2

1
 

مقاومت كششي و  tfكه در آن 
u  وt نهايي هستند.  به ترتيب كرنش كششي شكست و كرنش

cl 

 نيز همان طول مشخصه است.

 ( آمده است.6-3ل )براي چند مادة مختلف ذكر شده است كه در جدو fGمقادير  [1]در مرجع 

 



 64 

 : انرژي شكست براي چند مادة مختلف6-3جدول 

 

)/( 2mKJG f Material 

40 High strength steel 

2.5 Co-Cr-Mo-Si alloy 

0.6 Polymethyl metacrylate 

0.2 Epoxy resin 

0.06 Alumina 

0.003 Glass 

 

معرفي طول مشخصه 
cl  حاصل درنظر گرفتن انرژي شكست يك مدل ترك پخشي(smeared)  به

براي يك ترك مجزا به صورت  ير  fG(. انرژي شكست 4-3صورت يك مدل ترك مجزا است )شكل 

 شود:بيان مي

 

 

 

 

 

 

 

 

 هاي مجزا و پخشي ترك خوردگي: مدل4-3شكل 

 

 

(3-112)         dwG nf  

 

 پخش شده است. clدر طول  wپخشي كه براي مدل ترك 

 

(3-113)        
rc

nf dg  
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كرنش معادل ترك خوردگي است كه در طول  crكه در آن 
cl :پخش شده است 

(3-114)         
c

rc

l

w
 

 ( نتيجه خواهد داد:114-3( به كمك )112-3( و )113-3روابط )

(3-115)         fcf glG . 

توان ( براي مدل نر  شدگي انتخام شده است. بعنوان يك تقريب نزديك مي111-3كه معادل رابطة )

 آن تعريف كرد: Vالمان ترك خورده يا حجم  Aطول مشخصه را براساس سطح 

(3-116)        DforAlc 22

1

 

         DforVlc 33

1

 

 شود:در نهايت ضريب نر  شدگي به صورت  ير تعريف مي

(3-117)         
f

ctp

G

lf
E

2

2

 

بدست آمده، ضريب نر   pEهايي كه با كرنش مؤثر پلاستيك سر و كار دارند، بايد با استفاده ا  در مدل

ر محاسبات استفاده گردد. محل وااع شدن تنش روي شاخه نر  شدگي پلاستيك محاسبه شده و د

توانند بعنوان مبنايي براي ( مي3-3)شكل  (fracture indicator)شدگي يا ميزان پارامتر شكست 

 .[13]محاسبة خرابي ماده در نقاط مختلف بكار گرفته شوند 

 

 ها( جهت ترك3-7-3

گيري ترك خوردگي در ه اطلا ي در مورد جهتوو يا هافمن هيچگون –هاي اندركنشي تساي مدل

دهند. بنابراين، لا   است كه الگوريتمي براي تعيين جهت ترك استفاده شود تا  ماني اختيار ارار نمي

 كه معيار گسيختگي ارضا شد، جهت گسيختگي را مشخص كند.

لياف يا  مود بر آنها ها يا در جهت ايك روش ساده اما نسبتاً دايق براين اساس استوار است كه ترك

. يك روش ديگر آن است كه مقادير ويژه تنسور كرنش پلاستيك محاسبه شوند و [13]دهند رخ مي
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خوردگي انتخام شود. سپس بردار ويژه مربوط به مقدار ويژه ماكزيمم بعنوان بردار نرمال برسطح ترك

هت ترك خوردگي ارائه شده بيني جنيز روشي براساس تئوري الاستيسيته براي پيش [6]در مرجع 

 است.

 

 ( الگوريتم ترك خوردگي3-7-4

گردد كه با اجسا  همساية خود اندركنش تماسي همراه ترك خوردگي با ث ايجاد اجسا  مجزايي مي

هاي مربوط به مدل مادي دريافت با اصطكاك دارند. پارامتر شكست و جهت ترك خوردگي ا   يربرنامه

گيري و ني، هر دو متغير پارامتر شكست و جهت   يك ميانگينشود. سپس با استفاده امي

( روش فو  را براي حالت دو بعدي نشان 5-3شوند. شكل )ها محاسبه ميخوردگي براي گرهترك

گردد. در نهايت براساس جهت دهد. در حالت سه بعدي نيز روند كار به طور مشابه انجا  ميمي

هاي مجاور كه  اوية كمتري با آن جهت دارد وجهي ا  المان خوردگي بدست آمده براي هر گره،ترك

خوردگي و انجا  سا ي هندسي تركشود. اد  بعدي مدلانتخام شده و مجزاسا ي روي آن ا مال مي

 بندي مجدد است.هاي جديد و المانهاي لا  ، توليد گرهجداسا ي

 

 

 



 67 

 

 



65 

 ( بررسی های عددی:4
 

 

 دراين فصل، برای تحقيق درستی روشهای ارائه شده، مثالی را مورد بررسی قرار می دهيم:

 

تحت اثر ضربه يک  ،(1-4: صفحه تک لايه کامپوزيت با مشخصات ارائه شده در جدول)مثال

  شکل  در هندسه مسأله  . مورد تحليل قرار گرفته است  m/s  200 صلب با سرعت اوليه  پرتابه

  دو لبه کوتاه صفحه، گيردار هستند. ( مشاهده می شود.4-1)
 

 

 

 

 

 
 

 

 : خواص مکانيکی صفحة کامپوزيت 1-4جدول 
 

 

E11 = 145 Gpa E22 = 9.2  Gpa 

E33 = 9.2  Gpa G12 = 4.6  Gpa 

G13 = 5.2  Gpa G23 = 3.0  GPa 

υ12  = 0.3 υ13  = 0.3 

υ23  = 0.3 Gf   = 100 N/m 

r = 1600 Kg/m3  σ   = 2000 MPa  

σ11T= 2 σ11C  = 2500 MPa σ22T= 2 σ22C  = 1000 MPa 

σ33T= 2 σ33C  = 1000 MPa σ12 =  σ13  = 400 MPa  

σ23  = 300 MPa  
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 : مشخصات هندسی صفحه و پرتابه 1-4شکل 
 

 

 

 

 

 

شاخص  , ٍدر اين اشکال  . شوده میمشاهد 12 - 4الی   2-4نتايج خروجی برنامه در شکلهای 

داده شده   نمايش  زمانی مختلف در گامهای برخورد   ( و انرژیFracture Indicator)  شکست

 .است 
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Abstract 
 

 

Composite materials, due to their outstanding mechanical properties and 

lightness, are among the most frequently utilized materials in modern 

technology. Their widespread use in demanding industries like aerospace, 

car manufacturing, and etc. motivates a large number of advanced 

research projects in the field. 

 

With composite shells being utilized in the mentioned industries and thus 

exposed to different kinds of dynamic and impact loadings, progressive 

fracture is observed frequently in these structures. 

 

Numerical results obtained from the continuum-based models, such as the 

finite element method, for the behaviour of a fractured composite shell 

usually show some discrepancies from the experimental data; specially 

when multiple cracking occurs in the structure. 

 

In this research, initiation and propagation of cracks in 3D composite 

shells is investigated. All kinds of cracking phenomena including matrix 

and fiber failure, de-lamination, and mixed modes of fracture are 

considered. To this end, a combined finite/discrete element method is 

proposed, in which interaction of the discrete parts is determined using the 

principles of computational contact mechanics. 

 

Analysis commences from a continuous un-cracked state, using carefully 

selected criteria to predict the formation of potential cracks and also their 

location and direction. Opening of the crack is controlled by suitable 

material softening criteria, borrowed from the classical concepts of 

fracture mechanics. At the points where a crack is expected, special re-

meshing techniques are used to separate the nodes, edges and faces and 

therefore constituting a totally geometric model of cracks. 

 

This approach is expected to make significant advances in many 

applications such as design of bulletproof vests, which are to undergo 

severe impact loadings and are supposed to survive through them. 
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