
 

 

 

  



 

 

  

 دانشگاه تهران

 های فنیپردیس دانشکده

 دانشکده مهندسی عمران

 

 

 

 آسفالتی هایپذیری مخلوطسازی عددی رفتار ترمیممدل
 

 

 

 نگارش

 کریمیپوریا حاجی

 

 

 اساتید راهنما

 دکتر سهیل محمدی

 دکتر ساسان افلاکی

 

 

 

 ی کارشناسی ارشدنامه جهت دریافت درجهپایان

 عمران، گرایش سازهی در رشته

 

 

 

 1391 زمستان



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تقدیم به

 

 

 ؛عزیزممادر 

 

 

 

 

 

 

 

 



 أ

 

 چکیده

فازی متشکل از قیر، سنگدانه و هوا به عنوان یک جامد سهمخلوط آسفالتی بررسی و تحلیل 

به دلیل متأثر از رفتار وابسته به دما، زمان و نرخ بارگذاری قیر است. که  ی داردابهاماتها و پیچیدگی

یکی از شود. میحضور قیر در مخلوط آسفالتی، رفتار آن به صورت ویسکوالاستیک در نظر گرفته 

های باربرداری ظاهر پذیری است که در دورهی قیر خاصیت ترمیمشدهاثبات رئولوژیکی هایویژگی

یک بنابراین بررسی رفتار  شود.رفته میاز دست سختی و مقاومتبخشی از شده و موجب بازگشت 

-تحلیل رفتار ترمیم ی آغاز بررسی وی ویسکوالاستیک در شرایط بارگذاری و باربرداری نقطهماده

های ای روسازیترین عامل ضعف سازهبا توجه به اینکه ترک مهم های آسفالتی است.پذیری مخلوط

خورده ی ویسکوالاستیک ترکشود، بررسی رفتار یک مادههای آسفالتی( شناخته میآسفالتی )مخلوط

های کششی و برشی یا ی تنشیلههای ظاهری به وسها و ترکاز آنجا که ریزترکمد نظر قرار گرفته و 

باشد، مسئله در شوند و مدهای غالب شکست به ترتیب مد اول و دوم میترکیبی از آنها منتشر می

ی خطی و قوانین حاکم بر آن با در حقیقت از تلفیق ویسکوالاستیسیته .شده استحالت دوبعدی حل 

حاصل شده و مورد استفاده  مکانیک شکست الاستیک خطی، مکانیک شکست ویسکوالاستیک خطی

 قرار گرفته است.

شود. این یافته مینامه روش اجزای محدود توسعهروش عددی به کار گرفته شده در این پایان

های روش اجزای محدود عادی در حل مسائل ناپیوستگی مطرح شد و روش جهت غلبه بر کاستی

ها هایی که در آنای المانه تابع چندجملهاصول کلی آن عبارت است از افزودن ترم مبین ناپیوستگی ب

تواند از درون المان عبور دهد. به این ترتیب، با افزودن این توابع، ناپیوستگی میناپیوستگی رخ می

یافته استفاده از روش اجزای محدود توسعه بندی را رفع نماید.کرده و وابستگی جواب مسئله به المان

های اجزای محدود عادی باشد، از حلی در جهت اصلاح حله عنوان راهدر این تحقیق بیشتر از آنکه ب

بندی نیست در نظر گرفته هزینه که نیازمند به روز رسانی مشابتدا به عنوان یک روش کارآمد و کم

با استفاده از مکانیک شکست ویسکوالاستیک خطی، تابع پایه  شده و مورد استفاده قرار گرفته است.

ها وارد شده است. این تابع پایه بندییافته محاسبه شده و در فرمولمحدود توسعهسازی اجزای غنی

 سازی در حالت الاستیک خطی است. ی غنیهمانند تابع پایه

های آن با نتایج سنجی روش ارائه شده و جوابدر انتها نیز چندین مثال عددی جهت صحت

ای، مد اول و صفحهدار با رفتار درونوراخی سحل صفحه تحلیلی و آزمایشگاهی مقایسه شده است.

ی حل تحلیلی ای و مد ترکیبی شکست با ترک مایل به وسیلهصفحهدوم شکست در حالت درون



 ب

 

ی قیری در دمای پایین با استفاده از آزمایش رئومتر ای تیرچهصفحهسنجی شده و رفتار برونصحت

-ترکیبی شکست در آزمایش خمش شبه همچنین مد اول و مد ی خمشی کنترل شده است.تیرچه

سنجی شده و بر اساس دما و سطح تنش آنالیز حساسیت ی نتایج آزمایشگاهی صحتاستوانه به وسیله

 صورت پذیرفته است.

-مخلوط آسفالتی، ویسکوالاستیک خطی، مکانیک شکست، اجزای محدود توسعه های کلیدی:واژه

 یافته
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 تشکر و قدردانی

 سپاس بیکران به درگاه خداوند متعال که توفیق نگارش این تحقیق را به من عطا نمود.

استاد عزیز و بزرگوارم جناب آقای دکتر محمدی که در طول انجام این تحقیق  تشکر فراوان از

ایشان الگوی معنوی و علمی و صبوری  درک بالادریغ خود راهنمای بنده بودند و های بیبا حمایت

 شک راهنمایی و همراهی ایشان در این تحقیق برای بنده موجب غرور وبی اینجانب بوده است.

 افتخار است. یمایه

-همواره با راهنماییتشکر فراوان از استاد بزرگوار و سخاوتمندم جناب آقای دکتر افلاکی که 

سخاوت علمی ایشان موجب تغییر نگرش ساز پیشرفت بنده بودند و های مفید و موثر خود زمینه

 ی دانش و تولید آن بوده است.بنده به مقوله

گیری سرکار خانم حسینی که در جهت و بامحبتم أثیرگذارت سپاس فراوان تقدیم به معلم عزیز،

موجب دلگرمی و  های ایشان همچنانی تشویقو خاطرهمسیر زندگی بنده تأثیر بسزایی داشتند 

 امید است.

-از مادر و پدر مهربان، متواضع و فداکارم که همیشه پشتیبان من در تمام مراحل زندگی بوده

های هایشان و تمام محبتین از برادران عزیزم به خاطر حمایتاند، خالصانه سپاسگزارم. همچن

 غیرقابل جبرانشان کمال تشکر و قدردانی را دارم.

نامه مرا یاری نمودند سپاسگزارم به ویژه ی این پایاناز تمامی دوستان و عزیزانی که در تهیه

که دانشیار  و کانیارد هاتفیبایسته، نیا، کوشم آقایان مهندس راشتدوستان پرمحبت و سخت

 .در اختیار بنده قرار دادندخود را ارزشمند سخاوتمندانه اطلاعات 

ی عمران دانشگاه دانم قدردانی خود را از آزمایشگاه محاسبات سریع دانشکدهدر پایان لازم می

انجام نامه با استفاده از امکانات آن آزمایشگاه های این پایانسازیای از شبیهتهران که بخش عمده

 پذیرفته است اعلام نمایم.

 

 کریمیپوریا حاجی                                                                               

 1391 زمستان                                                                               
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 کلیات تحقیق -1

 

 1مخلوط آسفالتیترک در  1-1

هایی نظیر مخلوط آسفالتی از سه جزء اصلی تشکیل یافته است: قیر، سنگدانه و هوا. افزودنی

دی به مخلوط توانند به فراخور نیاز طراحی و کاربرها نیز می4ها و فیبر3کنندهها، اصلاح2پرکننده

های رفتاری سه جزء اصلی مخلوط آسفالتی تفاوت زیادی با یکدیگر دارند. ویژگیآسفالتی اضافه شوند. 

پذیر است که رفتار آن تفاوت با سنگدانه ای شکلها سختی بالایی دارند، قیر مادهدر حالی که سنگدانه

و  6، حساسیت به نرخ بارگذاری5سه ویژگی مهم قیر شامل حساسیت دماییتفاوت بنیادی دارد. 

مخلوط آسفالتی نسبت به سازی سازی و شبیهبندی، مدلطبقهشود که موجب می 7حساسیت رطوبتی

بینی رفتار یا عملکرد آن تحت شرایط پیچیده و به طور ویژه پیش باشد برانگیزترلشچا سایر مواد

 .[1] پذیر نشودشامل دما، شدت بار و نرخ بارگذاری به آسانی امکان

                                                 
1Asphalt mixture (AC) 

2filler 

3modifier 

4fiber 

5Temperature sensitivity 

6Loading rate sensitivity 

7Moisture sensitivity 
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مین سطحی هموار و ایمن برای تردد وسایل نقلیه و أمنظور ت آسفالتی در روسازی به یاجرای لایه

شود. های زیرین انجام میهای وارده و انتقال به لایهنیز تحمل بارهای وارده، تحمل و تعدیل تنش

ترین اهداف در طراحی یمقاومت در برابر بارهای وارده و دوام در برابر شرایط محیطی به عنوان اصل

ای در ترین عوامل ضعف سازهترک به عنوان یکی از مهمدنظر قرار گرفته است. های آسفالتی ممخلوط

خوردگی که توسط اثر همزمان تغییرات دمایی ی ترکشود. پدیدههای آسفالتی شناخته میروسازی

ضعف باربری لایه آسفالتی، نفوذ آب به دورن موجب  افتد،روزانه و بارهای ترافیکی سنگین اتفاق می

-وجودبه هایشود. ترمیم ترکهای تعمیرات و نگهداری روسازی میبالا رفتن هزینهسازی و سیستم رو

مشاهدات  خرابی است.جلوگیری از تسریع نرخ رشد  متداول روش، یک یآسفالتروسازی آمده در 

ی اخیر به وضوح نشان داده است که برخی از مواد مانند پلیمرها و قیرها با آزمایشگاهی در چند دهه

گذشت زمان و در شرایط محیطی خاص، قابلیت ترمیم و به دست آوردن بخشی از سختی و مقاومت 

های گسترش ی رقابت بین فرایندنتیجهدر مخلوط آسفالتی خستگی  از دست رفته خود را دارا هستند.

 و ترمیم ترک بوده و شامل دو مرحله است:

 هارشد و ترمیم ریزترک 

 های ظاهریرشد و ترمیم ترک 

ها آغاز شده، با گسترش آنها ادامه یافته و در 1گسترش ترک یا فرایند خرابی با ایجاد ریزترک 

-بنابراین مدل کند.ها به شکل خرابی قابل رویت بروز میترکنهایت از طریق به هم پیوستن این ریز

 ار بگیرد.های آسفالتی مدنظر قربایست در مورد مخلوطسازی ترک یکی از موارد مهمی است که می

های مرتبط با مخلوط ی پدیدهکه قادر به مدل کردن کلیهی یاهیهنظر ،2از دیدگاه پدیدارشناختی

گاه لازم است که دو یا چند نظریه در باشند بسیار پیچیده هستند.  سازی ترکاز جمله مدلآسفالتی 

-بنابراین بسته به حساسیت مسألهکنار یکدیگر قرار گرفته و رفتار مخلوط آسفالتی را توصیف نمایند. 

ی شود که به لحاظ هزینهای انتخاب مینظریه ،بایست مورد تجزیه و تحلیل قرار گیردای که می

نیز در مورد آن تر های پیچیدهبهینه بوده و خطای حاصل از در نظر نگرفتن نظریه 3محاسباتی

، 1ی غیرخطی، الاستیسیته4سیتهشامل الاستی ها به صورت متداولاشد. این نظریهپذیرفتنی ب

                                                 
1Micro-crack 

2Phenomenological 

3Computational cost  

4Elasticity 
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و  5، مکانیک شکست4خطی یا غیرخطی، ویسکوپلاستیسیته 3سیته، ویسکوالاستی2الاستوپلاستیسیته

 .[2] باشندمی 6مکانیک خرابی پیوسته

قبول، رفتار مخلوط آسفالتی در دماهای متعارف و تحت ی متداولِ قابلبه عنوان یک نظریه

شود که حدفاصل رفتار ویسکوالاستیک خطی در نظر گرفته می های معمول به صورتبارگذاری

به دلیل حضور قیر به  مخلوط آسفالتیماهیت ویسکوالاستیک در حقیقت است.  7الاستیک و ویسکوز

ی ویسکوالاستیک خطی و ترکیب نظریه ی آن است.دهندهعنوان یکی از سه جزء اصلی تشکیل

در  سازی ترک در روسازی آسفالتی مورد استفاده قرار گیرد.تواند به منظور مدلمکانیک شکست می

ی ویسکوالاستیک و عملکرد آن در حقیقت شناخت رفتار شکست مخلوط آسفالتی به عنوان یک ماده

 های آسفالتی است.پذیری مخلوطی آغاز بررسی ویژگی ترمیمدو حالت بارگذاری و باربرداری، نقطه

 تهیافروش اجزای محدود توسعه 1-2

ـ هستند، حل تحلیلی بسته  ناپیوستگییک به عنوان ـ شامل ترک  ی کهدر حالت کلی، برای مسائل

توان این مسائل را صرفاً با در دست داشتن نیروهای وارده، شرایط مرزی لذا نمیباشد، در دسترس نمی

از این ئل مهندسی حل مسابنابراین  مورد تجزیه و تحلیل قرار داد.نیرویی و شرایط مرزی تغییرمکانی 

یکی از پرکاربردترین  8کند. روش اجزای محدودمی بعددی را ایجا یهالزوم استفاده از روشدست، 

شود، به طور گسترده مورد هایی که در زیر برشمرده میهای عددی است که به دلیل مزیتروش

برای حل مسایل مهندسی ترین روش عددی و به تجاری ی مهندسین و محققین قرار گرفتهاستفاده

 :است تبدیل شده

 قابلیت کاربرد در مسائلی با اشکال هندسی پیچیده 

 همگرایی و دقت قابل قبول 

                                                                                                                                                
1Non-linear elasticity 

2Elastoplasticity 

3viscoelasticity 

4viscoplasticity 

5Fracture mechanics 

6Continuum damage mechanics 

7viscous 

8Finite Element Method (FEM) 
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 کاربرد مفاهیم فیزیکی ملموس نظیر ماتریس سختی، کار و انرژی 

 ی کامپیوتریی برنامهسهولت نسبی در تهیه 

 ط واقع بر سطح المانی نقاتوانایی تقریب زدن نسبتاً قوی تابع مجهول در کلیه 

 2ی وزنیو باقیمانده 1توانایی حل مسأله با استفاده از روش تغییراتی 

 ی دیفرانسیل به شکل ضعیفحل معادله 

ی مکانیک روش اجزای محدود برای حل مسائل استاتیکی و دینامیکی، خطی و غیرخطی در حیطه

های متعارف اجزای اما روش دارد. جامدات، مکانیک سیالات و مسائل انتقال حرارت کاربرد فراوان

دهد. در مورد مسائلی که شامل ترک هایی را از خود نشان میمحدود، در هنگام حضور ترک محدودیت

-)شامل نوع المان بندیتغییر المان شود به طوری کهمیبندی وابسته هستند، جواب مسأله به المان

-منجر به جواب تواندمی بر وجوه ترک هاالمانابق و چگونگی تط های به کار برده شده و چیدمان آنها(

در قالب اجزای محدود حل این مشکل های متداول حلیکی از راه .شوداشتباه  حتیهای متفاوت و 

ریز کردن مش مورد بندی است. 3ها و اصطلاحاً ریز کردن مشمعمولی، افزایش دادن تعداد المان

تنش در  4نظیر میدان تکین ها، امکان بازتولید برخی پاسخمحاسباتیی استفاده علاوه بر افزایش هزینه

های ها در هر مرحله از دیگر پیچیدگیبندی المانعلاوه بر این، اصلاح مجدد شبکه .نوک ترک را ندارد

 این روش است.

برای حل مسائل شامل هایی است که ی کارآمدترین روشاز جمله 5یافتهروش اجزای محدود توسعه

-)غنی افزودن توابع ناپیوسته بر اساسیافته روش اجزای محدود توسعهرود. ناپیوستگی به کار می

 .استوار استها ناپیوستگی اتفاق افتاده است هایی که در آنبه تقریب میدان تغییرمکان المان (6سازی

و پس از باز بندی شده ی ناپیوستگی الماندر این روش، محیط مسأله بدون در نظر گرفتن هندسه

های ی المانها به سه دستهالمان بندی نیست.شدن ترک یا گسترش ناپیوستگی نیازی به اصلاح المان

هایی که نوک ترک در آنها قرار دارد تقسیم شده و متناسب با خورده و المانهای ترکمعمولی، المان

                                                 
1Variational method  

2Weighted residual method 

3Mesh 

4 Singular 

5eXtended Finite Element Method (XFEM) 

6Enrichment 
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، ترک به صورت هندسی مدل در نتیجه در این روش شود.سازی مناسب اعمال مینوع هر المان غنی

بلکه برای وارد کردن ناپیوستگی  ها بر وجوه ترک منطبق باشندنشده و لزومی ندارد که چیدمان المان

 .[3] شوندسازی به مدل اجزای محدود عادی اضافه میترک در مدل، توابع غنی

 نامهساختار پایان 1-3

با رویکرد  مخلوط آسفالتیترک در سازی ی تحقیق مدل، مرور مختصری بر تاریخچه2در فصل 

در  ارائه شده است.پذیری قیر و خاصیت ترمیم تئوری ویسکوالاستیک خطیمکانیک شکست، ویژه به 

روابط مربوط به  ارائه شده، سپس خطی ، ابتدا مختصری از روابط تئوری ویسکوالاستیک3فصل 

خاصیت ترمیم قیر مورد بررسی  و به طور مختصرمکانیک شکست ویسکوالاستیک خطی بیان شده 

های ارائه شده یافته به منظور به کار بردن تئوری. در نهایت روش اجزای محدود توسعهگرفته استقرار 

سنجی و کنترل کارایی این تحقیق چندین مثال عددی جهت صحت 4در فصل  شرح داده شده است.

ی و مراجع معتبر مقایسه شده است. در های آن با نتایج حاصل از حل تحلیلروش ارائه شده و جواب

ی های حاصل از تحقیق ارائه شده و پیشنهادهای لازم جهت بهبود روش و ادامهگیریانتها نیز نتیجه

همچنین پیوست الف که مرتبط با تبدیل  نامه ارائه شده است.تحقیقات انجام شده در این پایان

 ت.ضمیمه شده اس نامهپایانلاپلاس است در انتهای 
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 ی تحقیقتاریخچه -2

 

 رفتار ویسکوالاستیک مخلوط آسفالتی 2-1

. پلیمرها [4]ترین ویژگی مواد ویسکوالاستیک وابسته بودن رفتار مکانیکی آنها به زمان است مهم

ی خطی و به طور مشخص . ویسکوالاستیسیته[8-5]ی گویایی از مواد ویسکوالاستیک هستند نمونه

در قرن نوزدهم شکل گرفته است. بولتزمن  1مدل ویسکوالاستیک خطی بر اساس تحقیقات بولتزمن

-. مدل[9]ای الاستیک که دارای حافظه است در نظر گرفت ی ویسکوالاستیک را به صورت مادهماده

های اند. مدلرفته شدههای متعددی برای نشان دادن رفتار مکانیکی مواد ویسکوالاستیک به کار گ

اند که ساخته شده 4، از کنار هم قرار گرفتن دو المان فنر و میراگر3و کلوین 2ی اولیه، ماکسولساده

-، ماکسول تعمیم5تر نظیر برگرزهای پیچیدهترکیب آنها به صورت سری و موازی منجر به تولید مدل

ی ی ساده اما کارآمد فنر و میراگر دستهیده. بر اساس ا[14-10]شود یافته مییافته و کلوین تعمیم

                                                 
1 Boltzmann 

2 Maxwell 

3 Kelvin 

4 Dashpot 

5 Burgers 
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نیز توسعه داده شده و در تحقیقات زیادی به  1های ویسکوالاستیک کسریها با نام مدلدیگری از مدل

و  4، دیکینسون]21[ 3، دابسون]20[ 2ی وندرپلی کار مبتکرانه. در ادامه]15-19[اند کار گرفته شده

تحقیقات مختلفی را انجام داده و همگی به این نتیجه رسیدند  ]23[و همکاران  6، و پینک]22[ 5ویت

توان به عنوان مواد ویسکوالاستیک خطی نشان داد که از لحاظ دمایی ـ رئولوژیکی که قیرها را می

به زمان  7بندی چنین موادی باید دو نوع رفتار را تعیین کرد: وابستگی رئولوژیاند و برای طبقهساده

تابعی را  ]24[ 9و اندرسون 8ی شارپ، کریستنسنبستگی رئولوژی به دما. در جریان پروژهبارگذاری و وا

را با  CAMبا همکاری اندرسون مدل  10برای معرفی رئولوژی قیر معرفی کردند. سپس ماراستینو

. این مدل به عنوان یک مدل [25]اصلاح مدل ارائه شده توسط کریستنسن و اندرسون معرفی نمود 

رود. ی ویسکوالاستیک خطی است به کار مینشده که خواص آنها در محدودهی قیرهای اصلاحکارا برا

سازی مکانیکی ساده مانند مدل برگرز، مدل های زیادی برای استفاده از شبیهبه همین منظور تلاش

قیر  های پدیدارشناختی در مورد مخلوط آسفالتی و به طور ویژهیافته و مدلماکسول یا کلوین تعمیم

قابل  [29-26] ای از آنها در مراجعکه نمونه ی ویسکوالاستیک به عمل آمده استبه عنوان یک ماده

ی این تحقیقات پارامترهای رفتار ویسکوالاستیک از طریق برازش یک منحنی . در کلیهمشاهده است

 اند.ه قرار گرفتهسازی یا مقایسه مورد استفادهای آزمایشگاهی تولید شده و به منظور مدلبر داده

های آزمایشگاهی در های آسفالتی، دادهبه منظور تولید پارامترهای ویسکوالاستیک قیرها یا مخلوط

یکپارچه شده و برای یک  11ها و دماهای مختلف ثبت شده و با استفاده از مفهوم منحنی جامعفرکانس

                                                 
1 Fractional 

2 Van der pol 

3 Dobson 

4 Dickinson 

5 Witt 

6 Pink 

7 rheology 

8 Christensen 

9 Anderson 

10 Marasteanu 

11 Master curve 
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 دینامیکی و آزمایش رئومتر برش ]30[ 2ی خمشیشوند. آزمایش رئومتر تیرچهبیان می 1دمای مرجع

های تعیین خواص ویسکوالاستیک قیر است که به ترتیب برای ترین آزمایشمتداول ]31[ 3دینامیکی

نیز به  ]32[ 4گیرند. آزمایش مدول دینامیکیدمای پایین و دمای متوسط و بالا مورد استفاده قرار می

-های آسفالتی مورد استفاده قرار میخلوطصورت متداول به منظور تعیین خواص ویسکوالاستیک م

 گیرد.

 

 ترک و ترمیم ترک در مخلوط آسفالتی 2-2

های بالا به )ترک 5خوردگی ناشی از خستگیهای روسازی آسفالتی شامل ترکتعدادی از خرابی

با خواص شکست مخلوط آسفالتی مرتبط هستند. مقاومت  6های حرارتیپایین و پایین به بالا( و ترک

روسازی آسفالتی و در  7توجهی بر عمر خدمتهای مواد آسفالتی به طور قابلبرابر شکست و ویژگیدر 

های اصلی توجه، ویژگیگذارد. علیرغم این تأثیر قابلها تأثیر میی راهمدیریت و نگهداری شبکه نتیجه

بینی و اند. پیششکست مخلوط آسفالتی در روند متداول تحلیل و طراحی روسازی آسفالتی وارد نشده

های آسفالتی است که به برانگیزترین موضوعات در مورد روسازیخوردگی یکی از چالشکنترل ترک

شود. برخی از محققین با و رفتار غیرالاستیک مخلوط آسفالتی مربوط می های هندسی پیچیدهویژگی

اند گیری کردهرا اندازهمخلوط آسفالتی  8یا روش شدت تنش، چقرمگی Jاستفاده از مفهوم انتگرال 

های شکست زیادی به منظور بررسی رفتار شکست مخلوط آسفالتی مورد استفاده . آزمایش[33-35]

، آزمایش کشش دیسک ]36-38[ 9توان به آزمایش تیر با ترک گوشهاند که از آن جمله میقرار گرفته

 ]42-44[ 2استوانهو آزمایش خمش شبه ]41[  1، آزمایش کشش با دو ترک گوشه]38-40[ 10شکل

                                                 
1 Reference temperature 

2 Bending Beam Rheometer (BBR) 

3 Dynamic Shear Rheometer (DSR) 

4 Dynamic modulus 

5 Fatigue cracking 

6 Thermal cracking 

7 Service life 

8 toughness 

9 Single-edge Notched Beam (SEB) 

10 Disc-shaped Compact Tension (DCT) 
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دهد. هنگامی که خرابی در مخلوط ها را نشان می( شکل کلی این آزمایش1-2اشاره کرد. شکل )

. [45]شود ها مشاهده میی قیری بین سنگدانهافتد، مسیر ترک بیشتر اوقات در لایهآسفالتی اتفاق می

و همکاران به  3شروع و رشد ترک در ارتباط است. چیلهای مکانیکی قیر مستقیماً با بنابراین ویژگی

از آزمایش  ]46[و اندرسون  ]36[ 4یابی به خواص شکست قیر، بر اساس تحقیقات هوارمنظور دست

ای روی یک تیر قیری شامل ترک لبه استفاده کرده و روش آزمایش ایشان را توسعه نقطهخمش سه

 دادند.

  

 )ب( )الف(

  
 )ت( )پ(

                                                                                                                                                
1 Double-edged Notched Tension (DENT) 

2 Semi-circular Bend (SCB) 

3 Chailleux 

4 Hoar 
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، DENT، )ب( آزمایش SCB)الف( آزمایش های شکست مختلف مخلوط آسفالتی آزمایش(: 1-2شکل )

 SE(B)و )ت( آزمایش  DC(T))پ( آزمایش 

های بارگذاری، ترمیم اند که به موازات رشد ترک در دورهاز سویی دیگر، محققین نشان داده

بازگشت سختی و مقاومت قیر و مخلوط افتد که موجب های استراحت اتفاق میها در دورهریزترک

  .[50-47]شود آسفالتی می

و همکاران با لحاظ کردن میکروشکست و  2و لیتون 1997و  1994های و همکاران در سال 1کیم

های خرابی پیوسته ترمیم بر مبنای اصل اول شکست و ترمیم، اصول پاسخ ویسکوالاستیک و نظریه

 را برای مدل کردن عمر خستگی روسازی آسفالتی  توسعه دادندهای مکانیکی مجموعه ای از نظریه

گیری اثبات کرد که خاصیت ترمیم یک ویژگی تکرارپذیر و قابل اندازه 1994کیم در سال . [51-53]

لیتون و همکاران به این نتیجه رسیدند که در نظر نگرفتن . [51] در آزمایشگاه و محل اجرا است

ای گونهشود بهف زیاد بین نتایج آزمایشگاهی و نتایج در محل اجرا میخاصیت ترمیم موجب بروز اختلا

دریافتند همچنین و همکاران  4لیتل. [52] متغیر است 100تا  3ای بین در گستره 3که ضریب انتقال

های انرژی سطحی سیستم که خرابی خستگی و ترمیم در روسازی آسفالتی مستقیماً به ویژگی

و همکاران به منظور از بین بردن  5ابوالراب، 2010. در سال [54] وابسته استآسفالت ـ سنگدانه 

های توسعه یک مدل بنیادی برای پیش بینی عمر خستگی مواد آسفالتی با توجه به مدل ،نواقص

ی میکرومکانیک و میکروشکست مدل ترمیمی را پیشنهاد دادند که در این مدل اثر ترمیم را به وسیله

بیشتر کارهایی که به منظور بررسی خاصیت . [55] اندر چگالی خرابی موثر وارد کردهمعرفی پارامت

ترمیم قیر و مخلوط آسفالتی و تأثیر آن در مخلوط آسفالتی صورت گرفته است، معطوف به بررسی 

-ها و به تأخیر انداختن شروع ترک میهای استراحت روی محو آنها و تأثیری است که دورهریزترک

با تعریف  ]57[ و همکاران 7و نیز کیو ]56[و همکاران  6. تنها در چند سال اخیر بهاسینگذارند

                                                 
1 Kim 

2 Lytton  

3 Shift Factor 

4 Little 

5 Abu Al-Rub 

6 Bhasin 

7 Qiu 
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-شود سعی کردهجدید که با استفاده از تجهیزات آزمایش رئومتر برش دینامیکی اجرا می هایآزمایش

 .سازی نمایندرسی قرار داده و مدلهای ظاهری مورد براند که خاصیت ترمیم را در بسته شدن ترک

شود که یک ی حالتی در نظر گرفته میی قیر نمایندهها گسست ظاهری بین دو نمونهدر این آزمایش

و از این طریق  ها )بخش قیری( اتفاق افتاده استترک ظاهری در روسازی آسفالتی در میان سنگدانه

 گیرد.خاصیت خودترمیمی قیر مورد بررسی قرار می

تئوری مکانیک شکست، مکانیک شکست  وتلفیق رفتار ویسکوالاستیک خطی  باهای اخیر در سال 

 .[61-58] ای از محققین در حال توسعه استهویسکوالاستیک مورد توجه قرار گرفته و توسط عد

 

 سازی عددی رفتار شکست مخلوط آسفالتیمدل 2-3

-ی نرمهندسی و توسعههای مختلف علوم مسازی عددی در زمینههمگام با گسترش استفاده از مدل

های عددی شامل روش اجزای محدود، روش ی روشافزارهای تحقیقاتی و تجاری گوناگون بر پایه

ی مسائل مرتبط تحقیقات زیادی در حوزه 3های بدون المانو روش 2، روش المان مرزی1تفاضل محدود

 های عددی صورت پذیرفته است.مرتبط با رفتار قیر و آسفالت مبتنی بر روش

سازی ریزساختار مخلوط آسفالتی با ی مدلپژوهشی درباره 1994در سال  [62]و همکاران  4رسپه

-ی مدلها در زمینهاستفاده از روش اجزای محدود انجام دادند. در این تحقیق که جزء نخستین تلاش

بندی منطبق بر رود، مشسازی مخلوط آسفالتی با در نظر گرفتن ریزساختار آن به شمار می

 ریزساختار در قالب روش اجزای محدود دوبعدی مورد استفاده قرار گرفته است. 

های با توجه به ناکارآمد بودن و احتمال خطای زیاد روش ]63[و همکاران  5، باتلر2003در سال 

ر ای و روش اجزای محدود متعارف در تحلیل روسازی )با در نظی لایهمتداول تئوری الاستیسیته

 را ارائه کردند. 6بندی شدهای روسازی( روش اجزای محدود طبقهگرفتن ساختار لایه

                                                 
1 Finite Difference Method 

2 Boundary Element Method 

3 Meshless method 

4 Sepehr 

5 Buttler 

6 Graded finite element method 
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با  ]65[و همکاران  1، عباس2004، در سال ]64[ی تحقیقات پاپاجیاناکیس و همکاران در ادامه

گیری از مشخصات قیر و ریزساختار مخلوط آسفالتی که به ترتیب با استفاده از آزمایش رئومتر بهره

شوند، روش اجزای محدود را در قالب اضافه کردن برداری دوبعدی تعیین میدینامیکی و عکس برش

سازی مخلوط آسفالتی به کار به منظور مدل ABAQUS افزار تحقیقاتی ـ تجاریبه نرم 2یک زیربرنامه

 بستند.

التی، با گیری انرژی شکست مخلوط آسفعلاوه بر اندازه 2005در سال  [38]و همکاران  3واگونر

، نتایج آزمایشگاهی مربوط به آزمایش کشش دیسک شکل 4استفاده از مدل دوخطی ترک چسبنده

(DCTرا مدل )ها با استفاده از سازی نمودند. در روش پیشنهاد شده توسط واگونر و همکاران، سنگدانه

 بنده مدل شده است.های چسها با استفاده از المانهای الاستیک و قیر موجود در بین سنگدانهالمان

سازی عددی مخلوط آسفالتی را به منظور مدل 6روش اجزای مجزا 2007در سال  ]66[ 5باتلر و یو

به کار بستند. در این روش فازهای مختلف موجود در مخلوط آسفالتی )مثل سنگدانه و قیر( با استفاده 

-بندی میها مشیان سنگدانههای هوای موجود در مشوند و حفرهسازی میهای مجزا مدلاز المان

هایی با اشکال پیچیده و همچنین رشد سازی سنگدانهشود که مدلشوند که موضوع اخیر موجب می

 ها مقدور شود.ها یا درون سنگدانهترک از کناره

سازی عددی به تلاش کردند با استفاده از مدل ]67[و همکاران  7، بندیوپادهیایا2008در سال 

بینی نمایند. ایشان با استفاده از محدود رفتار مکانیکی مخلوط آسفالتی را پیشروش اجزای 

ها را با استفاده تصویربرداری از سطح مقطع مخلوط آسفالتی، شکل نامنظم و توزیع ناهمگون سنگدانه

ای مخلوط ی استوانهاز پردازش تصویر استخراج کرده و با در دست داشتن خواص قیر، رفتار یک نمونه

 آسفالتی را تحت بارگذاری خطی با نرخ کرنش ثابت با موفقیت مدل کردند.

                                                 
1 Abbas 

2 Sub-routine 

3 Wagoner 

4 Cohesive Crack 

5 You 

6 Discrete Element Method (DEM) 

7 Bandyopadhyaya 
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در قالب روش  1ی چسبندهکارگیری مدل دوخطی ناحیهبا به ]68[، کیم و باتلر 2009در سال 

هایی که در اثر تغییرات دما بین شب و روز و تغییرات آب و هوای فصلی در دمای اجزای محدود، ترک

ها مدل کردند. ایشان به منظور استخراج را با رویکرد ویژه به روسازی فرودگاه گیردپایین  شکل می

شکل و کشش غیرمستقیم را به کار بستند و با موفقیت های کشش دیسکمشخصات مواد، آزمایش

 بینی نمودند.گسترش ترک را پیش

یر و مخلوط پذیری قتری به منظور وارد کردن خاصیت ترمیمهای جدیهای اخیر تلاشدر سال

ها مبتنی بر در نظر گرفتن ی این روشهای عددی صورت پذیرفته است که عمدهآسفالتی در حل

و توسعه  ABAQUSافزار تئوری خرابی هستند. به عنوان مثال، با استفاده از قالب حل عددی نرم

لراب و همکاران افزار، ابوا( در این نرمUMATی موردنیاز برای معرفی مشخصات مصالح )دادن برنامه

موفق شدند مدل ترمیم ریزخرابی مبتنی بر تلفیق رفتار ویسکوالاستیک، ویسکوپلاستیک و  [55]

 سنجی نمایند.ویسکوخرابی خود را به صورت عددی حل کرده و آن را صحت

استوانه را برای بتن ی چسبنده، آزمایش خمش شبه، با استفاده از روش مدل ناحیه [69]2اخیراً ایم

آسفالتی و مخلوط آسفالتی ریزدانه در مد اول شکست و مد ترکیبی شکست به کار گرفته و با موفقیت 

سنجی نموده است. ایم در تحقیق خود خواص ویسکوالاستیک خطی و غیرخطی را همزمان به صحت

بینی های مختلف به درستی پیشکار بسته و از این طریق پاسخ مخلوط آسفالتی را در سطح تنش

 وده است.نم

 

 یافتهروش اجزای محدود توسعه 2-4

ی از جمله 5های بدون المانو روش 4، روش المان مرزی3روش اجزای محدود، روش تفاضل محدود

گیرند. روش تفاضل هایی هستند که در بررسی عددی مسائل شکست مورد استفاده قرار میروش

ها در مکانیک جامدات، کمتر مورد استفاده محدود به علت سرعت همگرایی پایین نسبت به سایر روش

-ها داراست، نمیسازی ناپیوستگیی مزایایی که در مدلگیرد. روش المان مرزی با وجود کلیهقرار می

                                                 
1 Cohesive Zone Model (CZM) 

2 Im 

3 Finite Difference Method 

4 Boundary Element Method 

5 Meshless method 
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 غیرخطی مورد استفاده قرار گیردتواند به سادگی در مسائل غیرخطی شامل پلاستیسیته یا هندسه

سازی بسیار پیچیده بوده و در مدل ]71[ 1المان گالرکین های بدون المان مانند روش بدون. روش]70[

توان از آنها استفاده ای نمیمرزها و شرایط مختلف هندسی نارسایی دارند، بنابراین در حل هر مسأله

 نمود.

سازی هر نوع مرز و هندسه، به طور گسترده روش اجزای محدود با توانایی بالای خود در مدل

ستگی مورد استفاده قرار گرفته است. این روش قابلیت استفاده در حل جهت بررسی مسائل ناپیو

مسائل غیرخطی و پلاستیسیته را داراست اما در روند مدل کردن هندسی ناپیوستگی و گسترش آن 

بندی در هایی است زیرا در این روش همراه با گسترش ناپیوستگی نیاز است که الماندارای نارسایی

ی محاسباتی را بعدی هزینهسته بازآفرینی شود که در مورد مسائل پیچیده یا سهی ناپیواطراف ناحیه

 بالا خواهد برد.

برد، مشکل اخیر را یافته، در حالی که از مزایای اجزای محدود سود میروش اجزای محدود توسعه

روش افراز  یافته محصول استفاده از قالبدهد. روش اجزای محدود توسعهقبولی کاهش میبه نحو قابل

 ]73[ 6و ادن 5و دوارت ]72[ 4و بابوشکا 3در اجزای محدود است. روش افراز واحد توسط ملنک 2واحد

پیشنهاد شده است. استفاده از روش افراز واحد در اجزای محدود تحت عنوان روش اجزای محدود 

انجام پذیرفت. پیشنهاد اولیه  [75]و دوارت و همکارانش  [74]یافته توسط ادن و همکارانش توسعه

. در روش ]76[بیان شده است  8و بلک 7یافته همچنین در تحقیق بلیتچکوروش اجزای محدود توسعه

ها با استفاده از یک سری تابع شامل توابع پیوسته و ناپیوسته به نام توابع پیشنهادی ایشان، ناپیوستگی

گردند. با استفاده از این لب روش اجزای محدود مدل میساز و با استفاده از روش افراز واحد در قاغنی

نشان دادند که  ]77[و همکاران  9توان ناپیوستگی را به طور مستقل از المان مدل کرد. موئسروش می

                                                 
1 Element-Free Galerkin Method 

2 Partition of Unity 

3 Melenk 

4 Babuška 

5 Duarte 

6 Oden 

7 Belytschko 

8 Black 

9 Moës 
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تواند بسیار های طولانی و انحنادار میبه جای استفاده از چندین نگاشت متوالی که در مورد ترک

برای مدل کردن ترک استفاده  1یافتهای هویساید تعمیموان از تابع پلهتسخت و دردسرساز باشد، می

-توجهی پیدا کرد و تقریباً به شکلی که امروزه میگیری از رویکرد اخیر روش بهبود قابلکرد. با بهره

ها و ترک در یک ورق را در محیط به ترتیب ناپیوستگی ]78-80[و همکارانش  2شناسیم درآمد. دالبو

چگونگی اعمال این روش را در قالب یک  ]81[ 4و پریوست 3سازی نمودند. سوکومارمدلدوبعدی 

از  [82]اند. همچنین سوکومار و همکاران ی کامپیوتری جهت گسترش استاتیکی ترک بیان کردهبرنامه

 ها به کار بردند.سازی حفرهیافته را به منظور مدلاجزای محدود توسعه

، گراویل و [83]بعدی توسط موئس و همکاران افته در محیط سهیروش اجزای محدود توسعه

از  ]86[ 6و ژیراسک 5مورد استفاده قرار گرفته است. پاتزاک ]85[ ، سوکومار و همکاران]84[همکاران 

 [87]یافته برای تحلیل ترک در مواد ترد استفاده کردند. اسدپور و محمدی روش اجزای محدود توسعه

 اند.سازی جدیدی را برای تحلیل ترک در یک محیط دوسانگرد ارائه دادهتوابع غنی [3]و محمدی 

یافته ی اجزای محدود توسعهها را به وسیلههای ثابت در کامپوزیتترک [88]معتمدی و محمدی 

با استفاده از همین روش مورد دینامیکی ترک در یک محیط ارتوتروپ را  سازی کرده و رشدمدل

سازی نوک ترک را در مورد المان تأثیر غنی [90]بایسته و محمدی . [89]لیل قرار دادند تجزیه و تح

شده با شکست تیرهای مسلحدر مورد  [91]عشری و محمدی پوسته مورد بررسی قرار دادند و اثنی

FRP  تحقیق کردندبا فرض ارتوتروپیک بودن آنها. 

 

 

 

 

                                                 
1 Generalized Heaviside function 

2 Dolbow 

3 Sukumar 

4 Prevest 

5 Patzak 

6 Jirasek 
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 معادلات حاکم -3

 

 رفتار ویسکوالاستیک 3-1

ای است که عمومیت فراوانی دارد. های ناشی از یک بار ثابت پدیدهافزایش تدریجی تغییرشکل

شود. اصطلاحات به کار رفته نامگذاری می 1چنین رفتار وابسته به زمان مصالح به عنوان رفتار خزشی

                                                 
1 Creep behavior 
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ی وابسته به زمان به صورت هادر ادبیات فنی یکسان نیست اما به صورت متداول، هنگامی که کرنش

ی شود. واژهاستفاده می« ویسکوالاستیسیته»ی شوند، از واژهها مرتبط خطی به تنش

گیرد که رفتار چنین مصالحی فصل مشترک سیال ویسکوالاستیسیته از این رو مورد استفاده قرار می

اغلب « سکوپلاستیسیتهوی»و « خزش»است. این در حالی است که واژگان  1ویسکوز و جامد الاستیک

ها مرتبط شوند. های وابسته به زمان به صورت غیرخطی به تنششوند که کرنشهنگامی استفاده می

های مطرح شده در بالا، تمرکز اصلی این فصل بر رفتار ویسکوالاستیک مصالح بندیبا توجه به طبقه

ی بیشتر به زد. خواننده جهت مطالعهپردابوده و به توضیح و تبیین معادلات بنیادی حاکم بر آنها می

 شود.ارجاع داده می [14-4]منابع 

گیرد: سه روش استاندارد به منظور شناسایی پاسخ وابسته به زمان مصالح مورد استفاده قرار می

تر و آزمایش با نرخ کرنش ثابت. رفتار ویسکوالاستیک )به بیان دقیق 2آزمایش خزش، آزمایش بازیابی

سازی رفتار خطی( در بتن، انواع پلیمرها، چوب و کاغذ قابل مشاهده است. برای مدل ویسکوالاستیک

 .4و روش ارثی 3ویسکوالاستیک دو روش متداول وجود دارد: روش معادلات دیفرانسیلی

پیش از ورود به مبانی نظری هر یک از این دو روش، ابتدا لازم است که دو مفهوم بسیار مهم در 

. این دو مفهوم ساده G(t)، 6و مدول بازیابی J(t)، 5یسیته معرفی شوند: نرمی خزشیادبیات ویسکوالاست

 شوند:اما بنیادی به صورت زیر تعریف می

: کرنش تولید شده در آزمایش خزش هنگامی که بارگذاری به صورت وارد  J(t)نرمی خزشی، 

 گیرد.کردن تنش واحد صورت می

: تنش تولید شده در آزمایش بازیابی هنگامی که بارگذاری به صورت وارد  G(t)مدول بازیابی، 

 گیرد.کردن کرنش واحد صورت می

-1-3مطابق شکل ) 2J(t)و  1J(t)های خزشی حال فرض کنید که دو مدل ویسکوالاستیک با نرمی

 الف( به صورت سری در کنار یکدیگر قرار بگیرند، در این صورت خواهیم داشت:

                                                 
1 Elastic 

2 Relaxation 

3 Differential approach 

4 Hereditary approach 

5 Creep compliance 

6 Relaxation modulus 
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2121 ;    

در یک آزمایش خزش با تنش 
0 ،         0212211  tJtJtJtJ  بنابراین برای دو .

 مدل که به صورت سری در کنار یکدیگر قرار گرفته اند خواهیم داشت:

(3-1)      tJtJtJ 21  

را در نظر بگیرید که مطابق شکل  2G(t)و  1G(t)های بازیابی حال دو مدل ویسکوالاستیک با مدول

 اند. در این حالت داریم:ب( به صورت موازی در کنار یکدیگر قرار گرفته-3-1)

2121 ;    

در یک آزمایش بازیابی با کرنش 
0 ،         0212211  tGtGtGtG  بنابراین برای .

 یکدیگر قرار گرفته اند خواهیم داشت: امتداددو مدل که به صورت موازی در 

(3-2)      tGtGtG 21  

 

 

 
 )ب( )الف(

 [10](: دو مدل ویسکوالاستیک؛ الف( سری و ب( موازی 1-3شکل )

 

 روش معادلات دیفرانسیلی 3-1-1

های متفاوت فنرهای های ویسکوالاستیک از ترکیبدر روش مبتنی بر معادلات دیفرانسیل، مدل

شوند. معادلات بنیادی حاکم بر رفتار فنر و میراگر نشان داده شده در خطی و میراگرها ساخته می

 اند:( بیان شده4-3( و )3-3( به ترتیب در معادلات )2-3شکل )
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(3-3) ee E  

 

(3-4) 
dt

d v
v 

  

ضریب ویسکوزیته  ηبه ترتیب مرتبط با رفتار الاستیک و ویسکوز است و  vو  eکه در آنها بالانویس 

 است.

  
 )ب( )الف(

 . [10] (: الف( فنر خطی و ب( میراگر2-3شکل )

( نشان داده شده است. 3-3توسط ماکسول تعریف شد، در شکل ) 1868که در سال  مدل ماکسول

 با توجه به سری بودن فنر و میراگر، خواهیم داشت:

(3-5) veve   ; 

 

 
 .[10] (: مدل ماکسول3-3شکل )

-ی بنیادی مدل ماکسول به صورت زیر به دست می(، معادله5-3( در )4-3( و )3-3با جایگزینی )

 آید:

(3-6) 



 

E


 
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-( انتگرال6-3)ی توان از رابطهدر طول یک آزمایش خزش، می 1به منظور به دست آوردن پاسخ

 گیری کرد:

  0

0

11








 








 

t

E
d

E

t

 

شود که: که با توجه به تعریف مفهوم نرمی خزشی نتیجه می 


t

E
tJ 

. پاسخ در یک آزمایش 1

دانیم الف( نشان داده شده است. برای یک آزمایش بازیابی، می-4-3خزش در شکل )
0   یک

( به صورت 6-3ی )مقدار ثابت است. بنابراین رابطه  0  E  درخواهد آمد و حل این معادله

دیفرانسیل به شکل   EtC  exp باشد که ثابت دلخواه میC ( با توجه به شرایط مرزی

0;0  Et آید. پس خواهیم داشت: ( به دست می  EtE  exp0
طور که در همان 

ب( نشان داده شده است. علاوه بر این، با توجه به تعریف مفهوم مدول بازیابی، نتیجه -4-3شکل )

شود که: می   EtEtG  exp. 

  

 )ب( )الف(

 . [10] (: پاسخ مدل ماکسول در الف( آزمایش خزش و ب( آزمایش بازیابی4-3شکل )

ی حذف شود، مدل ماکسول در طول دوره 1tچنانچه تنش در یک آزمایش خزش در زمان 

1ttهای باربرداری به صورت الاستیک عمل کرده و چون در زمان  ،0  ها است در این زمان

0 ( پاسخ مدل ماکسول را در دوره5-3خواهد بود. شکل ) ی بارگذاری و باربرداری در کنار یکدیگر

دهد به را نشان نمی 2گونه ترمیمیشود، مدل ماکسول هیچطور که مشاهده میدهد. هماننشان می

                                                 
1 response 

2 Recovery 
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مان محو ماند و اثر آن با گذشت زاین معنا که پس از باربرداری کل کرنش ویسکوز در ماده باقی می

 شود.نمی

 
 .[10] های بارگذاری و باربرداری(: پاسخ مدل ماکسول در دوره5-3شکل )

تعریف شد، در  1توسط وُیت 1892توسط کلوین و نیز در سال  1875مدل کلوین که در سال 

شود. ( نشان داده شده است. این مدل در برخی مراجع با نام کلوین ـ ویت نیز شناخته می6-3شکل )

 تر به کار خواهد رفت.ی طولانیاین تحقیق نام کلوین به دلیل سابقه در

 
 .[10] (: مدل کلوین6-3شکل )

( نشان داده شده است، مدل کلوین از یک فنر و میراگر که به صورت 6-3طور که در شکل )همان

گر خواهیم اند تشکیل شده است. با توجه به موازی بودن فنر و میراموازی به یکدیگر متصل شده

 داشت:

(3-7) veve   ; 

                                                 
1 Voigt 
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 آید:ی بنیادی مدل کلوین به صورت زیر به دست می(، معادله7-3( در )4-3( و )3-3با جایگزینی )

(3-8)   E 

به منظور به دست آوردن پاسخ در طول یک آزمایش خزش با تنش ثابت 
0ی از رابطه توان، می

 گیری کرد:( انتگرال3-8)

 


 EtC
E

 exp0  

یک ثابت دلخواه است. چون میراگر به هنگام اعمال یک بار ناگهانی به صورت صلب عمل  Cکه در آن 

0;0کند، شرط مرزی )می  t وجود خواهد داشت. با توجه به این شرط مرزی، ثابت )C  تعیین

خواهد شد و 




















 t

E

E 


 exp10 الف( نشان داده شده است. با -7-3طور که در شکل )همان

 شود که:توجه به تعریف مفهوم نرمی خزشی نتیجه می

(3-9)   




















 t

E

E
tJ


exp1

1 

نهایت میل کرده و بلافاصله به مقدار در آزمایش بازیابی، تنش به صورت ناگهانی به سمت بی

0 E رسد زیرا برای تغییرشکل پیدا کردن ناگهانی مدل کلوین لازم است که تنش به صورت می

 ب( نشان داده شده است.-7-3آنی مقدار بسیار زیادی پیدا کند. این نتیجه در شکل )

  

 )ب( )الف(

 . [10] (: پاسخ مدل کلوین در الف( آزمایش خزش و ب( آزمایش بازیابی7-3شکل )
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ی باربرداری حذف شود، مدل کلوین در طول دوره 1tچنانچه تنش در یک آزمایش خزش در زمان 

1ttهای به صورت جسم صلب عمل کرده و چون در زمان  ،0 ها است در این زمان

  E0  خواهد بود که حل آن به صورت  EtC  exp  است که ثابت دلخواهC  با شرط

;11مرزی )   tt 1( برایtt  ی ( پاسخ مدل کلوین را در دوره8-3آید. شکل )به دست می

شود، مدل کلوین کل طور که مشاهده میدهد. همانبارگذاری و باربرداری در کنار یکدیگر نشان می

;0کند. به بیان دیگر: را ترمیم میکرنش   t. 

های مرتبط با رفتار ویسکوالاستیک همگی از ترکیب دو مدل ماکسول و کلوین ساخته سایر مدل

( نشان داده شده است، از اتصال سری مدل ماکسول 9-3شوند. برای مثال مدل برگر که در شکل )می

 و مدل کلوین تشکیل شده است.

 
 .[10] های بارگذاری و باربرداری(: پاسخ مدل ماکسول در دوره8-3شکل )

 

 
 [10] (: مدل برگر9-3شکل )
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هایی است که برای نشان دادن رفتار ترین مدلیکی از متداول 1یافتههمچنین مدل ماکسول تعمیم

( نشان داده 10-3کل )پلیمرها و به ویژه قیر و آسفالت مورد استفاده قرار گرفته است. این مدل در ش

 شده است.

 
 [92] یافته(: مدل ماکسول تعمیم10-3شکل )

(، مدول بازیابی مدل 2-3ی )با توجه به موازی شدن چند مدل ماکسول و نیز با توجه به رابطه

 آید:یافته به سادگی به صورت زیر به دست میماکسول تعمیم

(3-10)   


 











n

i i

i
i t

E
EEtG

1

exp


 

های آزمایشگاهی قابل ( از طریق برازش منحنی بر داده10-3ی )پارامترهای رابطهروشن است که 

محاسبه هستند. گاهی اوقات از 
iii E   2بندی استفاده شده است که زمان بازیابیدر فرمول 

 شود.نامیده می

 

 ارثیروش  3-1-2

طور کند. همانشتری را فراهم میروش ارثی نسبت به روش معادلات دیفرانسیلی آزادی عملی بی

 استوار است. 1نهی بولتزمن، این روش بر اساس مفهوم اصل برهمآمده استکه در ادامه 

                                                 
1 Generalized Maxwell model 

2 Relaxation time 
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( را در نظر بگیرید که در آن تنش به صورت 11-3ی تنش تک محوری مطابق با شکل )تاریخچه

شد، کرنش اعمال می 0tدر زمان  کند. اگر افزایش پیدا می به میزان  ناگهانی در زمان 

به صورت  tمتناظر با آن در زمان       tJt آمد. اما در اینجا به دست می  در زمان 

راین کرنش اعمال شده است. بناب t  در زمانt ی زیر به دست خواهد آمد:از رابطه 

(3-11)       tJt 

ک شوند، خواهیم داشت: وارد می که در زمان  d 2برای تغییرات تنش بسیار کوچ

     dtJtd ی ی تغییرات تنش بسیار کوچک روی کل تاریخچهگیری کلیه. با انتگرال

 شود:ی کرنش در این زمان حاصل میی زیر برای محاسبهرابطه tبارگذاری تا زمان موردنظر 

(3-12)       dtJt

t




 

که در آن نماد  d ی از تاریخچهکند که تغییرات تنش بسیار کوچک به صورت تابعی بیان می

تنش    شوند.ارائه می 

  

 )ب( )الف(

-افزایش پیدا می به میزان  ی تنش که در آن تنش در در زمان (: الف( تاریخچه11-3شکل )

 . [10] کند و ب( کرنش متناظر

                                                                                                                                                
1 Boltzmann's superposition integral 

2 Infinitesimal stress change 
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در  گیری بر اساس ادبیات کلاسیک ویسکوالاستیکانتگرال(، کران پایین 12-3ی )در رابطه

شود( برابر صفر است، نظر گرفته شده است، اما چون تنش تا زمان صفر )جایی که بارگذاری شروع می

چنانچه فرض شود بر تا صفر برابر صفر بوده و بی تأثیر است. علاوه بر این، حتی  سهم انتگرال از 

 افتد:ی زیر یک تنش ناگهانی در زمان صفر اتفاق میاساس رابطه

 
   









000;

00

110 tt

t
t


  

 ( داریم:12-3ی )با توجه به انتگرال رابطه

                    dtJtJdtJdtJdtJt

tt











 0

0

0

0

0

0

0  

ی ی تنش مجاز است. چنانچه تاریخچهشود که پرش در تاریخچهبا توجه به تعبیر بالا، مشخص می

تنش    باشد،  1یک تابع هموار 
 





 d

d

d
d   قابل بازنویسی خواهد بود که شکل

 انتگرالی آن به صورت زیر است:

(3-13)    
 





 d

d

d
tJt

t




 

ی تنشی کرنش متناظر از برای یک ماده مشخص باشد، برای هر تاریخچه J(t)اگر نرمی خزشی، 

t ،( قابل محاسبه خواهد بود. چون کرنش در زمان 13-3ی )طریق رابطه t گیری روی با انتگرال

شود. این انتگرال، متعلق به شود، این روش ارثی نامیده میی بارگذاری محاسبه میکل تاریخچه

 شوند.شناخته می 2ها است که با نام انتگرال کانولوشنای از انتگرالدسته

( در نظر بگیرید که در آن کرنش به 12-3ی کرنش تک محوری را مطابق با شکل )تاریخچهحال 

 کند.افزایش پیدا می به میزان  صورت ناگهانی در زمان 

                                                 
1 smooth 

2 Convolution 
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 )ب( )الف(

-افزایش پیدا می به میزان  ی کرنش که در آن کرنش در در زمان (: الف( تاریخچه12-3شکل )

 . [10]کند و ب( تنش متناظر 

اعمال شده است. بنابراین تنش  در زمان  با توجه به اینکه  t  در زمانt یاز رابطه

      tGt گیری خواهیم داشت:به دست خواهد آمد و با انتگرال 

(3-14)       dtGt

t




 

 

که در آن نماد  d ی کند که تغییرات کرنش بسیار کوچک به صورت تابعی از تاریخچهبیان می

کرنش    ی کرنش یک تابع هموار چنانچه تاریخچهشوند. در نهایت به طور مشابه ارائه می

 باشد داریم:

(3-15)    
 





 d

d

d
tGt

t




 

ی کرنش، تنش متناظر از برای یک ماده مشخص باشد، برای هر تاریخچه G(t)اگر مدول بازیابی، 

 ( قابل محاسبه خواهد بود.15-3ی )طریق رابطه

ی ویسکوالاستیک و مدول بازیابی یک مادهطور که پیشتر نیز عنوان گردید، بین نرمی خزشی همان

 شود.ای برقرار است که در ادامه به تبیین این رابطه پرداخته میرابطه
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چنانچه یک آزمایش خزش در نظر گرفته شود که در آن تنش ثابت 
0  به صورت آنی در زمان

0t ( خواهیم داشت: 13-3( یا )12-3)ی وارد شود، با توجه به رابطه    0 tJt  با فرض اینکه .

بایست ( می15-3ی )ی کرنشی موجود است، جایگزینی آن در رابطهچنین تاریخچه  0 t  را

 ی زیر حاصل خواهد شد:نتیجه دهد. بر همین اساس رابطه

(3-16)  
 

1






 d

d

dJ
tG

t

 

با در نظر گرفتن یک آزمایش بازیابی که در آن کرنش ثابت 
0  0به صورت آنی در زمانt  وارد

( خواهیم داشت: 15-3( یا )14-3ی )شود، با توجه به رابطه    0 tGt  با فرض اینکه چنین .

بایست ( می13-3ی )ن در رابطهی تنشی موجود است، جایگزینی آتاریخچه  0 t  .را نتیجه دهد

 ی زیر حاصل خواهد شد:بر همین اساس رابطه

(3-17)  
 

1






 d

d

dG
tJ

t

 

 

 1اصل مطابقت 3-2

های های مهم در مورد مصالح با رفتار ویسکوالاستیک، یافتن حل تحلیلی برای میدانیکی از دغدغه

 شود.آنهاست که به آن پرداخته میحاکم بر 

های حاکم بر مصالح با رفتار مهمترین روشی که برای به دست آوردن حل تحلیلی میدان

( است. 2گیری از اصل مطابقت )اصل مطابقت آلفریگیرد، بهرهویسکوالاستیک مورد استفاده قرار می

-به مسائل الاستیک تبدیل می 3ی لاپلاسیافتهدر این روش مسائل ویسکوالاستیک در فضای تبدیل

ها با تبدیل های موجود در فضای الاستیک، جوابحلی راهگیری از مجموعهشوند و پس از بهره

 .[7] شوندمعکوس لاپلاس به فضای اصلی حل مسئله بازگردانده می

متصل  عنوان شد، فارغ از اینکه فنرها و میراگرها چگونه به یکدیگر 1-3با توجه به آنچه در بخش 

 ی بنیادی مصالح ویسکوالاستیک همواره به شکل کلی زیر قابل بیان است:شوند، معادلهمی

                                                 
1 Correspondence Principle (CP) 

2 Alfrey 

3 Laplace transformed domain 
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(3-18) 
j

jn

i

m

j

ji

i

i
dt

d
b

dt

d
a


 
 


0 1

 

که در آن، بنا بر تعریف 



0

0

dt

d  و



0

0

dt

d (، 18-3ی )است. در رابطهia  وjb  پارامترهای ثابت

(، واضح است که 18-3ی )با یکدیگر تفاوت دارند. با توجه به رابطه mو  nحالت کلی  ماده هستند و در

نهی مطابق انتظار معتبر است. بنابراین، چنانچه ی دیفرانسیل ارائه شده خطی است و اصل برهممعادله

ی تنش تاریخچه t1   منجر به پاسخ t1  ی تنش شود، آنگاه تاریخچه tk 1   که در

مقداری ثابت است منجر به پاسخ  kآن  tk 1 ی تنش خواهد شد. علاوه بر این، چنانچه تاریخچه

 t1   منجر به پاسخ t1  ی تنش شود و تاریخچه t2   منجر به پاسخ t2  

ی تنش شود، در اینصورت مجموع دو تاریخچه   tt 21    منجر به پاسخ   tt 21   

 خواهد شد.

 ی زیر نوشته شود:تواند به شکل فشرده( می18-3ی )رابطه

(3-19)  QP  

 به شکل زیر هستند: هایی1عملگر Qو  Pکه در آن 

(3-20) 



n

i
i

i

i
dt

d
aP

0

 

 

(3-21) 



m

j
j

j

j
dt

d
bQ

1

 

 شود:تبدیل لاپلاس که به شکل زیر تعریف می

(3-22)         



0

exp dttfstsftf 

                                                 
1 operator 
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گیرد. بنابراین با اعمال تبدیل برای تبدیل معادلات دیفرانسیل به معادلات جبری مورد استفاده قرار می

 sی دیفرانسیلی موردنظر به یک عبارت جبری بر حسب پارامتر (، معادله18-3ی )لاپلاس به رابطه

 شود که به صورت زیر قابل بیان است:تبدیل می

(3-23)    ssbssa j
n

i

m

j

j

i

i  
 


0 1

 

 ( به صورت زیر نیز قابل بیان است:19-3ی )ی رابطهی بالا با استفاده از شکل فشردهرابطه

(3-24)        ssQssP   

که در آن  sP  و sQ شوند:به شکل زیر تعریف می 

(3-25)   



n

i

i

isasP
0

 

 

(3-26)   



m

j

j

jsbsQ
1

 

یافته و توانید به پیوست الف مراجعه نمایید. چون تنش تبدیلبرای توضیحات بیشتر روابط بالا، می

( و متعاقب آن 23-3توانند فاکتور گرفته شوند، عبارت )یافته اندیس جمع نداشته و میکرنش تبدیل

 تواند به شکل زیر نوشته شود:( می24-3عبارت )

(3-27)    
 
 

 s
sP

sQ
s

sb

sa

s
m

j

j

j

n

i

i

i

 





























1

0 

و حاصل تقسیم عملگرهای  sQ  و sP یافته در در فضای تبدیل 1عنوان مدول الاستیکتواند به می

 ( به شکل زیر بازنویسی شود:27-3ی )نظر گرفته شده و رابطه

(3-28)      ssGs  * 

                                                 
1 Elastic modulus 
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محوری است. همچنین به صورت ی الاستیک خطی تحت بار تکبرای یک ماده 1که مشابه قانون هوک

 ی زیر نیز برقرار خواهد بود:مشابه رابطه

(3-29)      ssJs  * 

شوند. روابط بالا به عنوان اصل مطابقت آلفری شناخته می sG یافته مشابه مدول در فضای تبدیل *

ی خطی بین گیری از اصل مطابقت آلفری، رابطهی الاستیک خطی است. با بهرهبرای یک ماده 2یانگ

ی الاستیک خطی بین تنش و کرنش ویسکوالاستیک به صورت رابطهی تنش و کرنش برای یک ماده

 آید.یافته درمیدر فضای تبدیل

( اعمال شود، روابط زیر با توجه به پیوست الف به 14-3( و )12-3چنانچه تبدیل لاپلاس بر روابط )

 سادگی به دست خواهند آمد:

(3-30)      ssJss   

 

(3-31)      ssGss   

و با جایگزینی  s ( خواهیم داشت:30-3ی )( در رابطه29-3ی )از رابطه 

(3-32)    
2

1

s
sJsG  

 آید:ی زیر به سادگی به دست میرابطه 3که با استفاده از تئوری کانولوشن

(3-33)     tdtJtG

t

 
0

 

دهد که بر خلاف مصالح الاستیک، مدول بازیابی و نرمی خزشی در وضوح نشان میی بالا به رابطه

 ( برقرار است:33-3ی )ی زمان عکس یکدیگر نیستند و رابطهحوزه

                                                 
1 Hooke's law 

2 Young's modulus 

3 Convolution Theorem 
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(3-34)  
 tG

tJ
1

 

توانند اما در حالتی که نرخ تغییر کرنش و تنش بسیار کوچک باشد، نرمی خزشی و مدول بازیابی می

 صورت تقریبی معکوس یکدیگر در نظر گرفته شوند.به 

-3ی این روابط با روابط )( و با مقایسه29-3( و )28-3با توجه به اصل مطابقت آلفری و روابط )

 (، به سادگی روابط زیر حاصل خواهند شد:31-3( و )30

(3-35)    sGssG * 

 

(3-36)    sJssJ * 

ی زمان معکوس به تذکر است که در حالی که مدول بازیابی و نرمی خزشی در حوزههمچنین لازم 

 ای با یکدیگر دارند:یافته چنین رابطهیکدیگر نیستند، در فضای تبدیل

(3-37)  
 sG

sJ
*

* 1
 

های زیر در پیدا شده در بالا، اصل مطابقت آلفری بر اساس گامی روابط مطرحبا توجه به کلیه

 شود:ای با رفتار ویسکوالاستیک به کار گرفته میکردن حل تحلیلی میدان حاکم بر ماده

الاستیک خطی با هندسه، بارگذاری و شرایط مرزی  1. یافتن حل تحلیلی یک مسئله مقدار مرزی1

 یکسان با مسئله مقدار مرزی ویسکوالاستیک خطی که حل آن مطلوب است.

ها و غیره( و بار ها، تغییرمکانها، کرنشی حل الاستیک )تنشی متغیرها. جایگزین کردن همه2

 ی آنها.وارد شده با تبدیل لاپلاس یافته

ی مدول وابسته به زمان برابر تبدیل لاپلاس یافته sهای الاستیک با ی ثابت. جایگزین کردن همه3

 آنها، به صورتی که در ادامه آمده است:

                                                 
1 Boundary Value Problem 
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(3-38) 
   

   

   sss

sJssJJ

sGssGG

 





*

*

*

 

ی زمان زیرا روابطی . به کار گیری تبدیل معکوس لاپلاس برای پیدا کردن حل مسئله در حوزه4

 یافته است.ی مقدار مرزی ویسکوالاستیک در فضای تبدیلآیند حل مسئلهکه به دست می

 

 1مکانیک شکست ویسکوالاستیک خطی 3-3

خطی در حالت دوبعدی و اصل گیری از حل تحلیلی مکانیک شکست الاستیک در این بخش با بهره

-مطابقت آلفری، حل تحلیلی مکانیک شکست ویسکوالاستیک خطی برای حالت دوبعدی به دست می

شود که ضریب نهی بولتزمن فرض میآید. لازم به تذکر است که علاوه بر برقرار بودن اصل برهم

و باربرداری مقدار ثابتی دارد.  ی ویسکوالاستیک وابسته به زمان نبوده و در طول بارگذاریپواسون ماده

 .[93] باشدقبول و معتبر میبا توجه به آنچه در ادبیات قیر و آسفالت وجود دارد، این فرض قابل

با توجه به مکانیک شکست الاستیک خطی، میدان تغییرمکان در اطراف نوک ترک برای مد اول 

 شود:به صورت زیر بیان می 2بازشدگی

 الف( -3-39)   



 cos

2
cos

22
, 

rK
ru I

x 

 

 ب( -3-39)   



 cos

2
sin

22
, 

rK
ru I

y 

که در آن 
 





12

G  ،مدول برشیIK  ،ضریب شدت تنش مد اول 43 3ثابت کولوسف 

و  4برای حالت کرنش مسطح










1

 است. 1برای حالت تنش مسطح 3

                                                 
1 Linear Viscoelastic Fracture Mechanics (LVFM) 

2 Opening mode I 

3 Kolosov constant 

4 Plane strain 
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ای عنوان شده در انتهای بخش گیری از فرآیند چهار مرحلهاز اصل مطابقت آلفری و بهرهبا استفاده 

یابی به حل تحلیلی مکانیک شکست ویسکوالاستیک خطی برای بازشدگی مد ، به منظور دست3-2

 اول داریم:

 الف( -3-40) 
 
 

  



cos

2
cos

22

*

*
 s

r

s

sK
su I

x 

 

 ب( -3-40) 
 
 

  



cos

2
sin

22

*

*
 s

r

s

sK
su I

y 

که در آن  sux
 ، suy

 ، sKI
 ، s*  و s* ی تبدیل لاپلاس یافته

xu ،
yu ،IK ،  و 

 هستند.

بار خارجی  tP شود:به صورت زیر در نظر گرفته می 

(3-41)    tfPtP 0 

که 
0P تواند به ی بالا، ضریب شدت تنش برای رفتار الاستیک خطی میثابت است. با توجه به رابطه

 صورت زیر بیان شود:

(3-42)        sfKsKtfKtK IIII  

ی الاستیک خطی است که تحت بار ثابت ضریب شدت تنش برای ماده IKکه 
0P .قرار گرفته است 

به منظور پیشبرد حل و طی کردن گام سوم حل بر اساس اصل مطابقت آلفری، لازم است که 

( مدل سه 13-3ویسکوالاستیک خطی تعریف شود. در شکل )ی ی مدول بازیابی برای مادهرابطه

-ترین حالت مدل ماکسول تعمیمشود که سادهپارامتری استاندارد ویسکوالاستیک خطی مشاهده می

 ( است.10-3ی نشان داده شده در شکل )یافته

                                                                                                                                                
1 Plane stress 
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 پارامتری استاندارد ویسکوالاستیک(: مدل سه13-3شکل )

 (، مدول بازیابی برای این مدل به صورت زیر به دست خواهد آمد:10-3)ی با توجه به رابطه 

(3-43)   







  t

E
EEtG

1

1
1 exp


 

-ی رابطهمدول برشی و مدول بازیابی )وابسته به زمان( با فرض ثابت بودن ضریب پواسون به وسیله

 شوند:ی زیر به یکدیگر مربوط می

(3-44)  
 

 





12

*
* sG

s 

با توجه به اینکه    sss  *  و   sGssG *:خواهیم داشت ، 

(3-45)  
 

 





12

sG
s 

و برای به دست آوردن  s ، sG کنیم:را به صورت زیر محاسبه می 

(3-46)  sG  
















 t

E
EE

1

1
1 exp


  E 1E 

1

1

1

1

1exp



 E
s

E

s

E
t

E




















   

 ی بالا به سادگی خواهیم داشت:و با استفاده از رابطه



37 

 

(3-47)    

1

1

1

1

1

1*



E
s

sE
E

E
s

E

s

E
ssGssG

























 
 

 شود.( مشخص می44-3ی )و به این ترتیب رابطه

برای به دست آوردن  s*  با در نظر گرفتن اینکه ضریب پواسون در طول بارگذاری و باربرداری

به صورت  cثابت است خواهیم داشت و با توجه به اینکه تبدیل لاپلاس عدد ثابت 
s

c  خواهد بود

 داریم:

(3-47)     


 
s

ssss* 

 ( خواهیم داشت:40-3ی )رابطه( در 47-3( و )44-3(، )42-3حال با جایگزینی روابط )

 

 الف( -3-48)

 
  

 







cos

2
cos

2

1

1

1

1






























r

E
s

sE
E

sfK
su I

x
 

 

 ب( -3-48)

 
  

 







cos

2
sin

2

1

1

1

1






























r

E
s

sE
E

sfK
su I

x
 

ترین حالت با در نظر گرفتن بار خزشی، و در ادامه با استفاده از تبدیل معکوس لاپلاس و در ساده

  1tf  و اینکه  ssf 1 :خواهیم داشت 

 الف( -3-49)   
 

   



 cos

2
cos

2
exp

1
1,,

1

1 














r
t

EEE

E

E
Ktru Ix 
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 ب( -3-49)   
 

   



 cos

2
sin

2
exp

1
1,,

1

1 














r
t

EEE

E

E
Ktru Iy 

1که در روابط بالا: 

1

11
 









 EE
. 

 ی زیر بر حسب ضریب شدت تنش قابل بازنویسی است:( در حالت کلی به شکل فشرده49-3ی )رابطه

 الف( -3-50)         



 cos

2
cos

2
1,, 

r
tKttru Ix 

 

 ب( -3-50)         



 cos

2
sin

2
1,, 

r
tKttru Iy 

-3ی )طور که پیشتر مطرح شد، برای مد اول بازشدگی ترک معتبر است. با توجه به رابطهکه همان

 ( واضح است که:50-3ی )ی آن با رابطه( و مقایسه49

(3-51)  
 

  





t
EEE

E

E
t exp

1

1

1 

 به طور مشابه برای مد دوم بازشدگی نیز داریم:

 الف( -3-52)         2cos
2

sin
2

1,,  





r
tKttru IIx 

 

 ب( -3-52)         2cos
2

cos
2

1,,  





r
tKttru IIy 

ی ویسکوالاستیک بر بندی بالا در این است که چنانچه رفتار مادهی ضعف فرمولمهمترین نقطه

یافته با تعداد پارامترهای بیشتر( منطبق باشد و تری )به طور مثال مدل ماکسول تعمیممدل پیچیده

پارامتری استاندارد ویسکوالاستیک خطی نباشد، آنچه از تبدیل معکوس  لزوماً منطبق بر مدل سه

ای طولانی و پیچیده است که استفاده از آن به دلیل تعداد زیاد جملات آید رابطهلاپلاس به دست می
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،  ]95[و همکاران  2پائولادیو  ]94[ 1و پارامترها دشوار است. از طرفی با توجه به تحقیقات ناتینگ

ی مبتنی بر تابع نمایی به کار رود. در این صورت اعمال تبدیل تواند به جای رابطهمی 3وانیقانون ت

شود به راحتی قابل استفاده است. ای که حاصل میمعکوس لاپلاس به سادگی صورت پذیرفته و رابطه

اده از ی میدان تغییرمکان نوک ترک برای مد اول بازشدگی با توجه به استفدر ادامه روند محاسبه

 قانون توانی برای مدول بازیابی آورده شده است.

 شود:ی توانی برای مدول بازیابی به صورت زیر تعریف میرابطه

(3-53)    AttG 

10و  0Aاعداد حقیقی هستند به قسمی که  αو  Aکه در آن  ( به 53-3ی ). رابطه

-3ی )( است. با اعمال تبدیل لاپلاس بر رابطه10-3ی )سادگی قابل برازش به تابعی به شکل رابطه

 ( خواهیم داشت:53

(3-54)       11AssG 

  که در آن .  شوداین شکل تعریف میتابع گاما است که به: 

(3-55)    


 
0

1 0Re,   dtte t 

 ( خواهیم داشت:47-3ی )ای نظیر رابطه( در رابطه55-3ی )رابطهبا جایگزینی 

(3-56)        1* AssGssG 

( به راحتی 40-3ی )( و استفاده از رابطه44-3ی )( در رابطه56-3ی )سپس با جایگزینی رابطه

 ی زیر به دست خواهد آمد:رابطه

                                                 
1 Nutting 

2 Di Paola 

3 Power law 



40 

 

 الف( -3-57) 
  
 

 







cos
2

cos
21

1







r

As

sfK
su I

x 

 

 ب( -3-57) 
  
 

 







cos
2

sin
21

1







r

As

sfK
su I

x 

( روابط زیر برای مد اول بازشدگی حاصل 57-3ی )در ادامه با استفاده از تبدیل لاپلاس معکوس رابطه

 خواهند شد:

 الف( -3-58)         



 cos

2
cos

2
1,, 

r
tKttru Ix 

 

 ب( -3-58)         



 cos

2
sin

2
1,, 

r
tKttru Iy 

که در روابط بالا برای بار خزشی   1tf: 

(3-59)  
   11 







A

t
t 

 و به طور مشابه برای مد دوم بازشدگی خواهیم داشت:

 الف( -3-60)         2cos
2

sin
2

1,,  





r
tKttru IIx 

 

 ب( -3-60)         2cos
2

cos
2

1,,  





r
tKttru IIy 
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 روابط بنیادی ویسکوالاستیسیته 1بندی افزایشیفرمول 3-4

های شود. به منظور تحلیل میدانارائه میویسکوالاستیک  افزایشیبندی روند فرمول بخشدر این 

مختلف حاکم بر مصالح با رفتار ویسکوالاستیک، این روند در ادامه در قالب روش اجزای محدود 

( آمده است، در حالت تنش تک 61-3ی )طور که در رابطه. همانبه کار گرفته خواهد شد 2یافتهتوسعه

نهی بولتزمن به صورت زیر بیان ال برهماده از انتگری بنیادی ویسکوالاستیک با استفمحوری رابطه

 شود:می

(3-61)        
 

td
td

td
ttGtGt

t





 




 0 

که در آن  t  و t ی ی تنش و کرنش هستند. مدول بازیابی مادهدهندهبه ترتیب نشان

ویسکوالاستیک،  tG در قالب  صورت متداولهای دینامیکی به دست آمده و به آزمایش، معمولاً از

که در  شودبیان می (10-3ی )رابطه ی ماکسول به صورتیافتهسری پرونی متناظر با مدل توسعه

 :گردداینجا به منظور یادآوری بر حسب زمان بازیابی به شکل زیر تکرار می

(3-62)    


 
M

m

mm tEEtG
1

exp  

( به شکل زیر حاصل 61-3ی )توانند از تعمیم رابطهکرنش می ـ روابط تنشدر حالت چندمحوری، 

 شوند:

(3-63)         
 

td
td

td
CttGCtG

t













 




0

0 

 که در آن   و  به ترتیب تانسور تنش و کرنش در شکل برداری هستند و  C  ماتریس

لازم به یادآوری است که فرض ثابت بودن الاستیک است که تنها به ضریب پواسون وابسته است. 

ی بارگذاری و باربرداری فرضی متداول و پذیرفته شده است که در این تحقیق ضریب پواسون در دوره

 در حالت دوبعدی ماتریسنیز به کار گرفته شده است.  C حالت تنش مسطح و کرنش مسطح  برای

 شود:( حاصل می65-3( و )64-3به ترتیب از روابط )

                                                 
1 incremental 

2 eXtended Finite Element Method (XFEM) 
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(3-64)  
  





















2100

01

01

1

1
2








C 

 

(3-65)  
  

    












































122100

01
1

0
1

1

211

1
C 

رود. در این برای حل مسئله وابسته به زمان به کار می 1در حالت کلی، اجزا محدود افزایشی

Ltt چهارچوب، متغیرهای میدان در  ی زمانیبایست در بازهشناخته شده هستند و می 

LLL ttt    های ماده حل شوند.با در نظر گرفتن تغییرات ویژگی یا باربرداری تحت بارگذاری 11

ی بین بندی افزایشی لازم است که رابطهبرای به دست آوردن فرمول 1 L  و 1 L  به دست

( 6-3ی )آورده شود که به ترتیب تنش و کرنش افزایشی هستند. به این منظور در اولین گام رابطه

 آید:به صورت زیر به دست می 1Ltو  Ltبرای دو گام زمانی متوالی 

(3-66)         
 

td
td

td
CttGCtG

Lt

LLL
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(3-67)         
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LLLو با توجه به اینکه  ttt    ( به صورت زیر قابل بازنویسی است:67-3ی )است، رابطه 11

(3-68)          
 

td
td

td
CtttGCtG

LL tt

LLLL













 








1

0

1011 

(، 67-3ی )( از رابطه66-3ی )با کم کردن رابطه     LLL    به دست خواهد آمد  11

 اولیه به صورت زیر است:ی که در حالت دست نخورده

                                                 
1 Incremental FEM 
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(3-69) 
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به صورت زیر  IIگیری، عبارت ی انتگرال(، با استفاده از دوبخشی کردن دامنه69-3ی )در رابطه

 قابل ساده کردن است:

(3-70) 
   

 
   
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
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
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1

 

( برای مدول بازیابی، 62-3ی )با در نظر گرفتن سری پرونی معرفی شده در رابطه tG و در نظر ،

گرفتن مقدار ثابت  11   LL t  برایdtd 1ی زمانی در بازه Lt  به صورت تقریبی دومین

به صورت زیر در ( به سادگی انتگرال گیری شده و حاصل آن 70-3ی )عبارت سمت راست رابطه

 خواهد آمد:

(3-71)    
 
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 قابل حل است: این صورت( به 71-3ی )که انتگرال موجود در رابطه

(3-72) 
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 ( خواهیم داشت:71-3ی )( در رابطه72-3ی )و با جایگزینی حاصل انتگرال رابطه
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(3-73)    
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 در آن:که 

(3-74)   
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گیری یکسان با  ی انتگرالماند، بازه( محاسبه نشده باقی می69-3ی )رابطه IIاما آنچه از عبارت 

شود. حاصل جمع این دو عبارت به صورت زیر داشته و به صورت مستقیم با آن جمع می IIIعبارت 

 خواهد بود:
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 نماییم:ی زیر را محاسبه می( ابتدا رابطه75-3ی )ی رابطهبرای محاسبه
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 ( خواهیم داشت:75-3ی )( در رابطه76-3ی )با جایگزینی رابطه

(3-77)       
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 ی بالا:که در رابطه

(3-78)    
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ی به کار گرفته شد، بازه IIی یک قسمت از عبارت روندی مشابه آنچه در محاسبهبا به کار گیری 

1( به دو قسمت افراز شده و با توجه به اینکه 78-3ی )انتگرال رابطه LLL ttt  به صورت زیر

 شود:نوشته می
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(3-79)    
 

 
 

td
td

td
C

tt
Etd

td

td
C

tt
E

L

L

L t

t m

L
m

t

m

L
m

L

m






















 






















 
 





1

1

expexp
0








 

( با در نظر گرفتن مقدار ثابت 79-3ی )دومین عبارت سمت راست رابطه LL t  برایdtd 

 به صورت تقریبی به راحتی به صورت زیر قابل محاسبه است: Ltی زمانی در بازه

(3-80)  
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 ( :78-3ی )توجه به رابطه( نیز با 79-3ی )اولین عبارت سمت راست رابطه

(3-81)    
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1و این واقعیت که  LLL ttt آید:است به صورت زیر به دست می 

(3-82)  
 

  1
0

expexp
1






















 



L

mmL

t

m

L
m ttd

td

td
C

tt
E

L





 

(، 82-3( تا )79-3و در نهایت با توجه به روابط ) L

m آید:به صورت زیر به دست می 

(3-83)        
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،  1( تنش باقیمانده69-3ی )رابطه I( محاسبه شده و به همراه عبارت 76ی )بنابراین رابطه 0 ،

 شود:نامیده شده و به صورت زیر بیان می

(3-84)               
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(، مشخص است که 79-3ی )لازم به تذکر است که با توجه به رابطه  00 m .است 

(، 69-3ی )ی عبارات رابطهبا به دست آمدن کلیه 1 L شود:به صورت زیر نوشته می 

                                                 
1 Residual stress 
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(3-85)       0

11

~
   LL CE 

 

 یافتهروش اجزای محدود توسعه 3-5

متداول و روش  1روش اجزای محدود( ترکیبی از دو XFEMیافته )روش اجزای محدود توسعه

ند این به میان آور XFEM، بدون اینکه نامی از ]76[ باشد. نخستین بار بلیچکو و بلیکمی 2المانبدون

 XFEMتحت عنوان روش پیشنهادی بلیچکو و بلیک را  موئس و همکاران گذاری نمودند وروش را پایه

محققین زیادی در مراکز تحقیقات عددی مهم دنیا  ی اخیردهه. در [77] توسعه داده و تکمیل نمودند

ای در این تحقیقات گستردههای عمران دانشگاه تهران و دانشگاه صنعتی شریف و از جمله در دانشکده

 .[91-87] اندزمینه انجام داده

ی اجزای محدود بدون در نظر گرفتن ناپیوستگی، یافته، ابتدا شبکهدر روش اجزای محدود توسعه

شود. سپس برای در نظر گرفتن ناپیوستگی، با تواند به صورت ترک یا حفره باشد، ساخته میمیکه 

آیند، درجات ساز که از حل تحلیلی تغییرمکان پیرامون ناپیوستگی به دست میاستفاده از توابع غنی

گردد ه میهای موجود در شبکه که با ناپیوستگی درگیر هستند به مدل اضافآزادی اضافی در محل گره

-سازی میو از این طریق ناپیوستگی بدون آنکه در شبکه به طور آشکار در نظر گرفته شده باشد، مدل

ها وقتی رشد ترک دلخواه ( مش ثابت برای حل انواع ترک1عبارتند از:  XFEMدو مزیت مهم  شود.

 طول ترک.های سینگولار نوک ترک و میدان ناپیوسته در ( بازتولید دقیق میدان2است و 

 3افراز واحد 3-5-1

های محاسباتی به کار رفته است. افراز واحد به صورت مفهوم افراز واحد در بسیاری از زمینه

تابع  mای از مجموعه xfk
ی در دامنه 

pu شود به قسمی که:تعریف می 

(3-87)  



m

k

k xf
1

1 

شود که با انتخاب کردن هر تابع دلخواه ( به راحتی نشان داده می87-3ی )رابطهبا توجه به  x

 شود:، خاصیت زیر به صورت خودکار ارضا می

                                                 
1 Finite Element Method (FEM) 

2 Meshless Method 

3 Partition of Unity (PU) 
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(3-88)      



m

k

k xxxf
1

 

ای ی چندجمله2است. کامل بودن بر حسب درجه 1ی بالا معادل تعریف کامل بودنرابطه

   xpx  بایست به صورت دقیق توسط توابع تقریب شود که میبیان می xfk
معرفی شود.  

( برای 88-3ی )افتد که رابطهبودن صفر هنگامی اتفاق میپس کامل xp .ثابت برقرار باشد 

، 3توابع شکل ایزوپارامتریک یمجموعه
jNکنند:، شرایط افراز واحد را برآورده می 

(3-89)  



n

j

j xN
1

1 

طور که در ادامه خواهید دید، مفهوم افراز ها است. همانهای هر یک از المانتعداد گره nکه در آن 

 کند.شده را فراهم میی یک حل غنیواحد، ساختار ریاضیاتی توسعه

 4سازیغنی 3-5-2

ی کامل بودن تابع در نظر توان به عنوان اصل افزایش درجهسازی را میاز دیدگاه نظری، غنی

سازی افزایش دقت تقریب حل مسأله با درگیر کردن اطلاعات حاصل گرفت. از دیدگاه محاسباتی، غنی

رای مثال، سازی به حل از پیش مشخص مسأله وابسته است. باز حل تحلیلی است. انتخاب توابع غنی

سازی خوردگی است، حل تحلیلی نزدیک نوک ترک در توابع غنیای که شامل ترکدر تحلیل مسأله

 کند.وارد شده و از این طریق دقت حل افزایش پیدا می

 در روش اجزای محدود به صورت زیر: uتقریب متداول میدان 

(3-90) 
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
n

j

jjuN
1

u 

 شود:بیان می  pتابع پایه  mی و یا به شکل زیر به وسیله

                                                 
1 completeness 

2 order 

3 Isoparametric shape functions 

4 Enrichment 
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(3-91) 



m

k

kkap
1

apu
T 

که در آن مجهولات 
ka شوند. برای مسائل یک و دو بعدی، توابع از تقریب در نقاط گرهی تعیین می

( به ترتیب توابع 93-3( و )92-3پایه ممکن است با درجات کامل بودن متفاوتی تعریف شوند. روابط )

 دهند:بعدی و دوبعدی نشان میی یک و دو را برای حالت یککامل از درجه

(3-92) 
 

 2,,1

,1

xx

x





T

T

p

p
 

 

(3-93) 
 

 22 ,,,,,1

,,1

yxyxyx

yx





T

T

p

p
 

تری است که دقت حل ( به شکل مناسب91-3( یا )90-3ی )سازی تبدیل رابطهی اصلی غنیایده

یا توانایی  1ی ثبات تقریبشکل افزایش درجه مسأله را افزایش دهد. افزایش دقت ممکن است به

سازی ی موردنظر معنی پیدا کند. به طور کلی دو روش برای غنیتقریب برای بازتولید میدان پیچیده

سازی سازی تقریب )غنی( و غنی2ذاتیسازی سازی تابع پایه )غنییک تقریب وجود دارد: غنی

 اختصار مورد بررسی قرار خواهند گرفت.سازی به (. در ادامه هر دو نوع غنی3خارجی

 ذاتیسازی غنی 3-5-2-1

( با استفاده از درگیر کردن پارامترهای 91-3ی )ی اصلی این روش افزایش دقت تقریب رابطهایده

ی موردنظر است. با ترکیب حل تحلیلی به منظور ارضای شرایط مشخص برای بازتولید میدان پیچیده

تواند به صورت زیر نوشته اطراف نوک ترک می 4یدان تغییرمکان مجانبی( م52-3( و )50-3روابط )

 شود:

                                                 
1 Degree of consistency 

2 Intrinsic enrichment 

3 Extrinsic enrichment 

4 Asymptotic near tip displacement field 
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(3-94- 

 الف(
             








 2cos

2
sincos

2
cos

2
1,, 







 tKtK

r
ttru IIIx 

 

(3-94- 

 ب(
             








 2cos

2
coscos

2
sin

2
1,, 







 tKtK

r
ttru IIIy 

 1(( در سیستم مختصات قطبی94-3ی )شود که میدان تغییرمکان مجانبی )رابطهنشان داده می

ی زیر، ی تابع پایهتواند به وسیلهمی xp:بیان شود ، 

(3-95)     









2
cossin,

2
sinsin,

2
cos,

2
sin,,, 4321








rrrrPPPPxT

p 

 بایست شامل بخش ثابت و خطی نیز باشد:تابع پایه برای کل حل می

(3-96)   









2
cossin,

2
sinsin,

2
cos,

2
sin,,,1








rrrryxxT

p 

 

 خارجیسازی غنی 3-5-2-2

ی کامل بودن، است. در این روش به منظور افزایش درجه خارجیسازی سازی، غنیشکل دیگر غنی

ای فرعی توابع پایه xpk
 گیرند.به شکل زیر مورد استفاده قرار می 

(3-97)    



m

k

k

n

j

jj

h xpNx
11

auu k 

که در آن 
ka شده هستند.مجهولات اضافی یا درجات آزادی متناظر با حل غنی 

 یافتهکلیات روش اجزای محدود توسعه 3-5-3

بعدی درون مدل اجزای محدود در نظر را در فضای دوبعدی و یا سه xی مانند اچنانچه نقطه

ی تقریب تغییرمکان آن به صورت زیر قابل تعریف ی محاسبهشدهبگیریم، در این صورت تابع غنی

 است:

                                                 
1 Polar coordinate system 
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(3-98)         
j

jjji

i

i

enrFE axxNuxNx uuu 

درجه آزادی تغییرمکانی اضافی در  aدرجه آزادی تغییرمکانی در اجزای محدود متداول،  uکه در آن 

 سازی ناپیوستگی است.تابع غنی ψتابع شکل اجزای محدود و  Nیافته و اجزای محدود توسعه

( مشخص شده است، قسمت سمت راست این رابطه متشکل از دو 98-3ی )طور که در رابطههمان

عبارت اول تقریب اجزای محدود متداول برای میدان تغییرمکان است و عبارت دوم نقش عبارت است. 

ی این ها بر عهدهی مدل کردن ناپیوستگیکند و وظیفهیافته ایفا میاساسی را در اجزای محدود توسعه

هاست که به طریقی با ای از گره( مربوط به مجموعه98-3ی )در رابطه jعبارت است. زیرنویس 

ها که ناپیوستگی در میدان ای از گرهبرای مجموعه ψاپیوستگی در ارتباط هستند. در حقیقت تابع ن

ی تأثیر فضایی است که توابع شکلی آن گره، در شود. برای هر گره، دامنهتأثیر آنها قرار دارد تعریف می

-ی تأثیر گرهامنه( نشان داده شده است، د14-3طور که در شکل )آن مقداری غیرصفر دارند. همان

های های متصل به آن گره هستند و در المانهایی که روی وجوه کناری المان قرار دارند همان المان

ی تأثیر به المانی که گره در آن قرار هایی وجود دارد، دامنهی بالاتر که در داخل المان نیز گرهمرتبه

 شود.دارد محدود می

 
 [3] ی دلخواه اجزای محدوددر یک شبکه  'jو گره داخلی   jای گره لبهی تأثیر (: دامنه14-3شکل )

 یافته در ویسکوالاستیسیتهروش اجزای محدود توسعه 3-5-4

)که در اینجا یک  e(، تقریب تغییرمکان در المان 98-3ی )، با توجه به رابطهXFEMدر چهارچوب 

ویسکوالاستیک خطی که شامل ترک است المان چهارگرهی در نظر گرفته شده است( برای یک جسم 

 شود:به صورت زیر ارائه می
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(3-99)             
 


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
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
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I cNxHNN
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xxaxuxxu 

، ACکه در آن 
SC  وTC ی گرهای از کلیهبه ترتیب مجموعه( هاA1گره ،)شده متناظر با های غنی

( نشان داده 15-3( هستند که در شکل )T3شده متناظر با نوک ترک )های غنیگره( و S2وجوه ترک )

TSاند با یادآوری این مطلب که شده CC ( المان15-3. در شکل ) هایی که از لحاظ ارتباط با

اند. ناپیوستگی وضعیت مشابهی دارند، با یک حرف نشان داده شده xIN توابع شکل متناظر با نقطه-

mو  Iaدرجات آزادی متداول اجزای محدود هستند در حالی که  Iuهستند و  Iی 

Kc  درجات آزادی

 شده هستند.غنی

 
های مربعی توپر هستند، گره ACی توخالی متعلق به های دایرهشده: گرههای غنی(: گره15-3شکل )

متعلق به 
SC ای توپر متعلق به های دایرهو گرهTC. 

(، 99-3ی )در رابطه xH  برای نشان دادن ناپیوستگی تغییرمکان اطراف وجوه ترک مورداستفاده

 شود:بیان می 4یافتهقرار گرفته است که به صورت تابع هویساید تعمیم

                                                 
1 All nodes 

2 Split nodes 

3 Tip nodes 

4 Generalized Heaviside function 

 ترک

 بالای ترک

 پایین ترک
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(3-100)  







1

1
xH 

و نهایتاً،  x
m

K (4-m=1برای نشان دادن ویژگی ) قرار گرفته های محلی در نوک ترک مورد استفاده

به  1-2-5-3آید که پیشتر در بخش و از میدان تغییرمکان مجانبی در اطراف نوک ترک به دست می

سازی نوک ترک در حالت الاستیک ( آورده شده است که با توابع غنی95-3ی )دست آمده و در رابطه

 یکسان است. 

 شود:رت زیر خلاصه میبه صو XFEM(، در حالت دوبعدی، تقریب 99-3ی )با توجه به رابطه

(3-101)     UNu  

که در آن  U ی درجات آزادی متناظر با المان است. کلیه N تواند ماتریس تابع شکل است که می

 ی زیر )گره به گره( نشان داده شود:به شکل فشرده

(3-102)    ......21 IN NNN 

 تعلق دارد، تابع شکل به صورت زیر خواهد بود: ACی که به مجموعه Iبرای یک گره معمولی 

(3-103) 
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I
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0
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ی که به مجموعه Iشده برای یک گره غنی
SC  یاTC  تعلق دارد، تابع شکل به صورت زیر خواهد

 :( نگاه کنید.( 99-3ی )است )به رابطه یا  Hمعرف توابع که در آن  بود

(3-104) 

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 شود:ی زیر بیان میرابطهی به وسیله 1، فرم افزایشی اصل کار مجازیeبرای المان 

(3-105)            



eee

dpudbud
TTT

 

                                                 
1 Principle of virtual work 
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عملگر درجه یک مشتق است و  که درآن  T
دهد. ی ماتریس را نشان میترانهاده. u ،

 b  و p ی المان از پیش تعیین شده 2و کشش 1به ترتیب تغییرمکان افزایشی، نیروی حجمیe 

 هستند.

 به صورت زیر است: XFEM( فرم افزایشی تقریب تغییرمکان در 101-3ی )با توجه به رابطه

(3-106)     UNu  

 کوچک، خواهیم داشت:های ی کرنش ـ تغییرمکان با فرضیات تغییرشکلبا استفاده از رابطه

(3-107)     UB  

که در آن  B گردد:ماتریس کرنش ـ تغییرمکان گره به گره است که به شکل زیر بیان می 

(3-108)    ......21 IB BBB 

 تعلق دارد، تابع شکل به صورت زیر خواهد بود: ACی که به مجموعه Iبرای یک گره معمولی 

(3-109) 
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ی که به مجموعه Iشده برای یک گره غنی
SC  یاTC  تعلق دارد، تابع شکل به صورت زیر خواهد

 بود:

(3-110) 
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ی زیر های افزایشی گرهی رابطهدر نظر گرفتن دلخواه بودن مشتق تغییرمکان( با 105-3ی )رابطه

 دهد:را به دست می

                                                 
1 Body force 

2 traction 
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(3-111)       0FFUK  

که در آن  K  ،ماتریس سختی معادل F 1ی بار افزایشی معادل در بازه Lt  و 0F 1بار اضافه 

 ی تغییرشکل مربوط است. روابط صریح عبارتند از:ناشی از تنش باقیمانده است که به تاریخچه

(3-112)       


 dBCBEK
T~

 

 

(3-113)          
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
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dpNdbNF L

T

L

T

11
 

 

(3-114)      


 dBF
T 00  

 گیریروش انتگرال 3-5-5

)پیوستگی در جابجایی و ناپیوستگی در مشتق  2ای با پیوستگی ضعیفبرای مسأله XFEMدر قالب 

پنج نوع المان وجود )ناپیوستگی در جابجایی(  3ای با پیوستگی قوی، سه نوع المان و برای مسألهآن(

ای با پیوستگی ( نشان داده شده است، پنج نوع المان در مسأله15-3طور که در شکل )دارد. همان

 شوند:به شکل زیر تعریف میقوی 

  نوعA های عادی که در آنها هیچ گرهی غنی نشده است.: المان 

  نوعB ی تابع ها به وسیلهشده( که در آنها بخشی از گره)دوبخشی 4خوردههای ترک: المان

 اند.ی میدان نوک ترک غنی شدهیافته و بخشی دیگر به وسیلههویساید تعمیم

  نوعC ها ی گره( که در آن کلیه5: المانی که نوک ترک در آن قرار دارد )المان نوک ترک

 اند.ی میدان نوک ترک غنی شدهبه وسیله

                                                 
1 Residual force 

2 Weak discontinuity 

3 Strong discontinuity 

4 Split elements 

5 Tip elements 
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  نوعD ی تابع هویساید ها به وسیلهکه در آنها بخشی از گره 1های انتقالیای از المان: گونه

 اند.یافته غنی شدهتعمیم

  نوعE ی تابع ها هم به وسیلههای انتقالی که در آنها بخشی از گرهنی دیگری از الما: گونه

 اند.ی میدان نوک ترک غنی شدهیافته و هم به وسیلههویساید تعمیم

ی سختی المان، برای هر یک از در محاسبه 2یافته، تابع زیر انتگرالدر روش اجزای محدود توسعه

گیری عبارت مربوط به هر بنابراین، به منظور انتگرالی بالا ویژگی متفاوتی دارد. گانههای پنجالمان

، برای Cو  Bهای نوع . به طور مشخص، برای المانهای خاص هستیمنیازمند روشها یک از المان

 (( تقسیم شوند.16-3)مطابق شکل ) 3بایست به چند زیرمثلثها میگیری، المانافزایش دقت انتگرال

 

  

 )ب( )الف(

 Cو )ب( نوع  Bهای )الف( نوع سازی المانزیربخش(: 16-3شکل )

(، چنانچه المانی حاوی ناپیوستگی باشد و یک یا چند گره آن با 16-3بنابراین، با توجه به شکل )

گیری به چند بخش )زیرمثلث( تقسیم خواهد شده باشد، المان به منظور انتگرال توابع هویساید غنی

 4ها قانون گاوسگیرد و در هر یک از مثلثپیوستگی صورت میبندی بر اساس مکان ناشد. تقسیم

                                                 
1 Transition elements 

2 integrand 

3 subtriangle 

4 Gauss 
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تر ی دقیقبندی فقط جهت محاسبهگردد که این تقسیممتذکر می شود.گیری اعمال میجهت انتگرال

های جدید و یا افزایش درجات آزادی شود و به معنی ریز کردن مش و تولید المانها انجام میانتگرال

 باشد.نمی
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 های عددیمثال -4

 

 مقدمه 4-1

ی مختلف برای مصالح سنجی تئوری ارائه شده، چند مسألهدر این فصل، به منظور صحت

ویسکوالاستیک حل و نتایج به دست آمده با نتایج حاصل از حل تحلیلی یا نتایج آزمایشگاهی مقایسه 

استفاده از روابط حاکم بر مصالح ویسکوالاستیک که در فصل قبل ذکر گردید، شده است. در نتیجه با 

نوشته شده است. به منظور تأیید نتایج  MATLABافزار یافته در قالب نرممدل اجزای محدود توسعه

های به دست آمده، تعدادی از پارامترهای متداول شامل تغییرمکان و بازشدگی نوک ترک  با نمونه

های بارگذاری بر روی نتایج حاصل ها و تعداد گامسه شده و همچنین اثر تعداد المانموجود مقای

 گردد.بررسی می

 ایصفحهدار با رفتار درونی سوراخصفحه 4-2

( در نظر گرفته شده است که طول و 1-4داری مطابق شکل )ی سوراخبه عنوان اولین مثال، صفحه

مسطح است که در شرایط کرنش a ،4/0ی درونی آن، فرهباشد و شعاع حمی 2، برابر Tعرض آن، 

-آید( روی مرز خود قرار گرفته است. همانتحت تغییرشکلی )برابر با آنچه از حل تحلیلی به دست می

-ی بیی موردنظر این مسأله بخشی از یک صفحهشود، صفحه( مشاهده می1-4طور که در شکل )

شود. بنابراین برای اعمال بار ناشی از وارد می xروی مرزهای آن و در جهت  نهایت است که بار 

های ناشی از آن روی مرز ی محدود )با طول و عرض مشخص(، تغییرمکاناین بارگذاری به یک صفحه

شود. لازم به ذکر است که روی مرز چین نشان داده شده است وارد میی موردبررسی که با خطصفحه

ای شکل نیرویی وجود ندارد. صفحه از جنس مصالح ویسکوالاستیک بوده و مدل رفتاری دایرهی حفره

0.1E ،11( است که به طور مشخص 13-3آن مطابق شکل ) E  101و  ضریب پواسون نیز .

 در نظر گرفته شده است. 3/0
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 x [58]محوری در راستای ای تحت کشش تکی دایرهنامحدود با حفرهی (: صفحه1-4شکل )

، میدان دقیق 3-3بنابر اصل مطابقت ویسکوالاستیک و با توجه به روند توضیح داده شده در بخش 

 :[58] شود( به صورت زیر بیان می1-4تغییرمکان برای شکل )

 الف( -4-1)
   

    
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



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ای ی دایرهمختصات قطبی است که مبدأ آن منطبق بر مرکز حفره (r,θ)شعاع حفره و  aکه در آن 

مسطح، شکل است. برای این مسأله با توجه به شرایط کرنش 43 همچنین با توجه به مدل .

(، 13-3استاندارد ویسکوالاستیک، شکل ) 43  آید:به دست می ی بعدروابط صفحهاز 

(4-2)  
 

  





t
EEE

E
t exp

1

1 

 که در آن،
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(4-3) 
1

1

11
 









 EE
 

( در حالی بر مرزهای میدان مورد بررسی 1-4ی )های دقیق حاصل از حل تحلیلی رابطهتغییرمکان

ی بارگذاری مطابق در این رابطه در طول دوره 25.0شود که چین( اعمال می)خطوط نقطه

 کند.( آمده است با زمان تغییر می2-4آنچه در شکل )

 
 ی بارگذاری(: تاریخچه2-4شکل )

stثانیه بارگذاری با  200بندی مختلف، مسأله برای در ادامه با در نظر گرفتن چهار نوع مش 5 

های در ها روی پاسخ مسأله مورد بررسی قرار گیرد. مشحل شده است تا از این طریق تأثیر ابعاد المان

المان هستند که تعداد  2000و  1000، 500، 100شده به صورت اسمی، به ترتیب دارای  نظر گرفته

ی واقعی و تعداد هااست. علت تفاوت تعداد المان 1796و  907، 438، 97ها در آنها در واقع المان

( است که برای انطباق AutoMesh2D-one Domainافزار تولید مش )های اسمی استفاده از نرمالمان

( چهار 3-4دهد. شکل )ها را نسبت به حالت دلخواه اندکی تغییر میای حفره، تعداد المانبا مرز دایره

 دهد.بندی مختلف را در کنار یکدیگر نشان مینوع مش

الف( نشان داده شده است به عنوان شاخص -3-4که در شکل ) A(r=0.5, θ=0)ی ن نقطهتغییرمکا

با توجه به حل تحلیلی محاسبه  Aی سنجی حل در نظر گرفته شده است. ابتدا تغییرمکان نقطهصحت

 شود.آید مقایسه میشود و سپس با مقداری که از حل اجزای محدود به دست میمی
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 )ب( )الف(

  
 )ت( )پ(

، 500، )ب( 100ای، )الف( ی دایرههای مختلف برای حل مسأله صفحه با حفرهبندی(: مش3-4شکل )

 المان 2000و )ت(  1000)پ( 

 

 ( و با توجه به فرضیات مسأله داریم:1-4ی تحلیلی )با استفاده از رابطه

 الف( -4-4)  10exp5.01139035.0 tux  

 

 0yu ب( -4-4)

بایست از تقریب اجزای محدود می yو  xدر راستاهای  Aی برای به دست آوردن تغییرمکان نقطه

و  yو  x( را در نظر بگیرید که در آن یک المان چهارگرهی در مختصات 4-4استفاده نماییم. شکل )
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نشان داده شده است. بر اساس روش اجزای محدود، مختصات  ηو  ξی آن در مختصات شدهنگاشت

 yx,T
x یابی مقادیر گرهی با درون yx,T

x آید:به دست می 

(4-5) 



4

1j

jjxNx 

که در آن 
jN شود:ماتریس توابع شکل در اجزای محدود است که به صورت زیر بیان می 

(4-6) 









j

j

j N

N

0

0
N 

در یک المان محدود ایزوپارامتریک، میدان تغییرمکان  yx uu ,T
u یابی به صورت مشابه از درون

 آید:ها به صورت زیر به دست میمقادیر گرهی تغییرمکان

(4-7) 



4

1j

jjuNu 

 

 

 [3] (: المان محدود ایزوپارامتریک4-4شکل )

در آن نقطه بر  uی در اختیار داشته باشیم، برای محاسبه (x,y)چنانچه یک نقطه در مختصات 

های گرهی المانی که نقطه درون آن قرار گرفته است، لازم است که مختصات حسب تغییرمکان

هایی که در یک مش داشته باشیم. برای المان (ξ,η)ی موردنظر را در دستگاه مختصات متناظر نقطه

ی منظم قرار دارند، این موضوع به راحتی قابل حصول است اما در مواردی شبیه به این مسأله، نقطه

آید. پس از تحلیل مسأله و از طریق یک حل تکراری به دست می (ξ,η)در دستگاه مختصات A متناظر 
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( به دست آمده 6-4( و )5-4های مختلف، شکل )با تعداد المان Aی ه دست آوردن تغییرمکان نقطهب

ی ی بارگذاری و تغییرشکل یافتهدر طول دوره Aی است که به ترتیب روند تغییرات تغییرمکان نقطه

stدار در ی سوراخصفحه 200 دهد.را نشان می 

 

-بندیی بارگذاری برای مشدر طول دوره xدر راستای  Aی ت تغییرمکان نقطه(: تغییرا5-4شکل )

 های متفاوت

ای که درون صفحه قرار ی دایرهشود، حل با توجه به حفرهطور که در شکل بالا ملاحظه میهمان

های متوسط های کم حساسیت نشان داده ولی برای تعداد المانگرفته است، نسبت به تعداد المان

های به دست آمده از حل تحلیلی هستند. لازم به ذکر ها همگرا شده و کاملاً منطبق بر جوابابجو

مطابق انتظار )به دلیل بار خالص کششی در  Aی ها در راستای قائم، در نقطهاست که تغییرمکان

 و تقارن مسأله( برابر با صفر است. xراستای 
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 )ب( )الف(

  
 )ت( )پ(

stی موردنظر مسأله در ی صفحهیافتهتغییرشکل (:6-4شکل ) 200  )500، )ب( 100برای، )الف ،

 المان 2000و )ت(  1000)پ( 

گیرند. به این منظور در ادامه تأثیر فواصل زمانی در نظر گرفته شده برای حل مورد بررسی قرار می

stی زمانی مختلف )پنج فاصله 20،st 10،st 5 وst 1 در نظر گرفته شده و مسأله )

شود. نتایج حل در بندی شده است حل میت( مش-3-4المان مطابق شکل ) 2000در حالتی که با 

ی زمانی بازهشود، کوچک کردن طور که در شکل مشاهده می( نشان داده شده است. همان7-4شکل )

 های مختلف تفاوتی ندارند.tها به ازای ها ندارد و دقت جوابتأثیری روی جواب

رسیم که حل ویسکوالاستیک خطی ( به این نتیجه می7-4( و )5-4های )بنابراین با توجه به شکل

هایی منطبق بر حل ف جوابی زمانی متعاربندی و بازهحلی پایدار بوده که با در نظر گرفتن مش

 دهد.تحلیلی مسأله ارائه می
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های ی بارگذاری برای بازهدر طول دوره xدر راستای  Aی (: تغییرات تغییرمکان نقطه7-4شکل )

 زمانی متفاوت

 

 ایصفحهی خمشی قیر با رفتار برونآزمایش تیرچه 4-3

کند. آزمایش رئومتر خطی رفتار می ی ویسکوالاستیکقیر در دماهای پایین به صورت یک ماده

در بخش قیر به منظور  2ی شارپی گستردههای برنامهبه عنوان یکی از آزمایش 1ی خمشیتیرچه

های دمای پایین آن مورد استفاده قرار گرفته است و سپس استاندارد بررسی خواص قیر و ترک

ASTM D-6648 .برای آن تهیه و تنظیم شده است 

ی خمشی با ( نشان داده شده است که یک تیرچه8-4در شکل ) BBRش شکل کلی آزمای

 35/6متر و ارتفاع آن میلی 8/12متر، عرض آن میلی 128است. طول تیر برابر  3اینقطهبارگذاری سه

                                                 
1 Bending Beam Rheometer (BBR) 

2 SHRP (Strategic Highway Research Project) 

3 3PB (three Point Bending test) 
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متر است. در این میلی 102ی تیرچه( برابر 1ها )دهانهگاهی مرکز به مرکز تکیهمیلی متر است. فاصله

شود و تغییرمکان وسط دهانه ثانیه وارد می 240نیوتن در وسط دهانه به مدت  98/0ثابت  آزمایش بار

شود. برای به دست آوردن پارامترهای ویسکوالاستیک ثانیه ثبت می 5/0)تغییرمکان بیشینه( در هر 

ا به این ای در اختیار داشته باشیم که خیز تیر در وسط دهانه رقیر در دمای پایین لازم است که رابطه

دانیم که برای یک تیر منشوری با پارامترهای وابسته به زمان مرتبط کند. با توجه به تئوری تیرها می

 ی زیر برای خیز وسط دهانه برقرار است:ی قیری، رابطهی یکسان با تیرچهمصالح الاستیک و با هندسه

(4-8) 
EI

PL

48

3

 

 که در آن:

δ تیر،  : خیز وسط دهانهmm، 

P  ،بار ثابت وارد شده در وسط دهانه :N، 

L  ،طول دهانه :mm، 

E  ،مدول الاستیسیته مصالح الاستیک :MPa، 

I ( 123: ممان اینرسی مقطعbhI  ،)4mm و 

b  وh  ،به ترتیب عرض و ارتفاع تیر :mm. 

 

 (BBRی خمشی )(: شکل کلی آزمایش رئومتر تیرچه8-4شکل )

                                                 
1 span 
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ذکر گردید، با در  2-3با توجه به اصل مطابقت الاستیک ـ ویسکوالاستیک و روندی که در بخش 

توان حل تحلیلی همان مسأله را برای رفتار با رفتار الاستیک، می دست داشتن حل تحلیلی یک مسأله

دست ی صریح به ویسکوالاستیک خطی مورد بررسی قرار داده و در صورت امکان به صورت یک رابطه

-ها، کرنشی متغیرهای حل الاستیک )تنش، ابتدا کلیه2-3آورد. با توجه به روند ارائه شده در بخش 

کنیم، همچنین ی آنها جایگزین میها و غیره( و بار وارد شده را با تبدیل لاپلاس یافتهها، تغییرمکان

کنیم: یی لاپلاس آن جایگزین میافتهبرابر مدول تبدیل sثابت الاستیک را با    sEssE * در این .

 ی زیر حاصل خواهد شد:صورت رابطه

(4-9)  
 
 IsEs

LsP
s

48

3

 

در طول انجام آزمایش ثابت است،  BBRبا توجه به اینکه بار وارد شده در آزمایش   0PtP   و با

 ( که در پیوست الف آمده است خواهیم داشت:1 -توجه به جدول )الف 

(4-10)   sPsP 0 

 ( خواهیم داشت:9-4ی )( در رابطه10-4ی )با جایگزینی رابطه

(4-11)  
  sEsI
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s
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0 1

48
 

( که بین مدول بازیابی و نرمی خزشی برقرار است، 32-3ی )که در آن با توجه به رابطه

   sDsEs 21ی لاپلاس در نهایت به شکل زیر یافته( در فضای تبدیل11-4ی ). بنابراین رابطه

 شود:نوشته می

(4-12)  
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sDLP
s

48

3

0 

 ی بالا، خواهیم داشت:با اعمال تبدیل معکوس لاپلاس بر رابطه

(4-13)  
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3
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 که در آن tD  نرمی خزشی است. با تعریف سختی خمشی خزشی به صورت   tDtS 1 ،

 شود:( که در استاندارد نیز آمده است، حاصل می14-4ی )رابطه

(4-14)  
 tbh

LP
tS

3

3

0

4
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ای از نتایج آزمایش صفحهداده شده در حالت رفتار برونی توسعه سنجی برنامهبه منظور صحت

BBR  استفاده شده است. نتایجی که در اینجا مورد استفاده قرار گرفته است مربوط به آزمایشBBR 

ی درجه -30و  -24،  -18،  -12،  -6ی پودر لاستیک در دماهای شده به وسیلهروی یک قیر اصلاح

 انجام گرفته است. [96] و طباطبایی سانتیگراد است که توسط افلاکی

استخراج پارامترهای رفتار ویسکوالاستیک خطی از نتایج آزمایشگاهی از جمله مسائلی است که 

ی به وسیله BBRنیازمند دقت بالا و درک صحیح از روابط بنیادی است. به منظور مدل کردن آزمایش 

بایست پارامترهای مربوط به مدول ابتدا میی توسعه داده شده در قالب روش اجزای محدود، برنامه

( در یک دمای مرجع تعیین شوند. دمای یافتهبازیابی قیر )به صورت سری پرونی مدل ماکسول تعمیم

ی ی سانتیگراد در نظر گرفته شده است. برای به دست آوردن رابطهدرجه -18مرجع در این آزمایش 

اند که با در نظر گرفتن روشی را پیشنهاد کرده [97]ان مدول بازیابی، اخیراً حاجی کریمی و همکار

 قانون توانی برای مدول بازیابی به شکل زیر،

(4-15)   nAttE  

( اعداد حقیقی هستند، پارامترهای مدول بازیابی بر اساس سختی خمشی 0<n<1) nو  Aکه در آن 

( با انجام روندی مشابه آنچه در 15-4ی )رابطهشود. در این روش با در نظر گرفتن خزشی محاسبه می

 آید:ی زیر برای خیز وسط دهانه به دست میبالا انجام شد، رابطه

(4-16)  
   nn

t

AI

LP
t

n




1148

3

0 

که در آن،  . ( تعریف شده است. با مساوی 55-3ی )باشد که در رابطهمی 1ی تابع گامادهندهنشان

 ( خواهیم داشت:16-4( و )14-4روابط )قرار دادن 

                                                 
1 Gamma Function 
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(4-17)  
 

   nn

tS
tE




11
 

،  -12،  -6(، پارامترهای مدول بازیابی برای قیر موردنظر در دماهای 17-4ی )با استفاده از رابطه

 ( نشان داده شده است.1-4ی سانتیگراد محاسبه شده و نتایج در جدول )درجه -30و  -24،  -18

 ارامترهای مدول بازیابی قیر موردنظر در دماهای مختلف(: پ1-4جدول )

 -6 ºC -12 ºC -18 ºC -24 ºC -30 ºC 

A 92 197 305 577 990 

n 0.35 0.29 0.25 0.22 0.18 

سازی نتایج و بیان با توجه به اینکه آزمایش در پنج دمای متفاوت صورت گرفته، به منظور یکپارچه

در  1ی سانتیگراد منحنی جامعدرجه -18با در نظر گرفتن دمای مرجع ی وسیع زمانی، آنها در دامنه

( ترسیم شده و اطلاعات آن استخراج شده است. ذکر روند ترسیم منحنی جامع خارج از 9-4شکل )

 مراجعه نمایید. [2]توانید به مرجع ی بیشتر میی این متن بوده و برای مطالعهمحدوده

 

ی سانتیگراد با مقیاس درجه -18بازیابی برای دمای مرجع  (: منحنی جامع مدول9-4شکل )

                                                 
1 Master Curve 
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 لگاریتمی

کارگیری روش رگرسیون غیرخطی، اطلاعات مربوط یافته، با بهبه منظور تولید مدل ماکسول تعمیم

، ... ،E،1E،1پارامتر ) 19به مدول بازیابی بر یک سری پرونی با 
9E و

9شود. لازم ( برازش داده می

تعیین شده است.  F-testی آزمون آماری موسوم به به ذکر است که تعداد پارامترهای مناسب به وسیله

 ( آورده شده است.2-4پارامترهای به دست آمده در جدول )

، خمشیهای برنامه، با در نظر گرفتن المان ارامترهای مدول بازیابی به عنوان ورودیپس از تعیین پ

های گاهمسأله با در نظر گرفتن یک مش متناسب با شرایط مرزی )بارگذاری در وسط دهانه و تکیه

المان است حل شده است.  2048( نشان داده شده است و دارای 10-4مفصلی( که در شکل )

stثانیه(،  240و زمان بارگذاری ) 1-4به بخش  همچنین با توجه 5  مورد استفاده قرار گرفته

اند. ( ارائه شده11-4است. نتایج حاصل از روش اجزای محدود در کنار نتایج آزمایشگاهی در شکل )

عددی به شود، نتایج بر یکدیگر منطبق هستند که این موضوع درستی روش طور که مشاهده میهمان

ی کار گرفته شده و استخراج صحیح پارامترهای ویسکوالاستیک خطی از آزمایش رئومتر تیرچه

 نماید.خمشی را تأیید می

 

ی سازی آزمایش رئومتر تیرچهبندی استفاده شده به همراه شرایط مرزی برای مدل(: مش10-4شکل )

 خمشی قیر

 یافته(: پارامترهای مدل ماکسول تعمیم2-4جدول )

89/60 
4E 68/45 

3E 82/15 
2E 57/15 

1E 

100 
4 1000 

3 10000 
2 100000 

1 
 

4/268 
8E 6/239 

7E 6/164 
6E 4/111 

5E 

01/0 
8 1/0 

7 1 
6 10 

5 
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تذکر: 
iE  ها بر حسبMPa  و

i  ها

 اند.بر حسب ثانیه بیان شده
050000000234.0 E 

3/253 
9E 

001/0 
9 

 

 

 و نتایج حل عددی BBR(: تغییرات خیز وسط دهانه در طول آزمایش 11-4شکل )

 

 ایصفحهبا رفتار درون 1ترک گوشهمد اول و دوم بازشدگی  4-4

خطی ویسکوالاستیک  با مصالح یاصفحه شود، شاملضای کرنش مسطح حل میکه در ف مثالاین 

های خود ی نامحدود جدا شده و تحت میدان تغییرمکان تحلیلی در لبهکه از یک صفحهاست 

دارای ترک گوشه صفحه شود، این ( مشاهده می12-4طور که در شکل ). همانبارگذاری شده است

ی ( را در برنامهXFEMیافته ). حضور ترک در مسأله، بخش مربوط به روش اجزای محدود توسعهاست

 کند.سنجی میکامپیوتری فعال کرده و آن را صحت

                                                 
1 Edge crack 
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( نشان 13-3ی این ورق از مدل استاندارد سه پارامتری که در شکل )دهندهرفتار مصالح تشکیل

 اند:( آورده شده18-4ی )کند. مقادیر در نظر گرفته شده برای آن در رابطهمیداده شده است تبعیت 

(4-18) 
s

MPaE

MPaE

10

0.1

0.1

1

1









 

 

 

 [59] ی نامحدود ویسکوالاستیک خطی با ترک گوشه(: صفحه12-4شکل )

انتخاب شده است.  0.1aدر نظر گرفته شده است و طول ترک برابر  2برابر  L(، 12-4در شکل )

stثانیه با  200زمان بارگذاری نیز برابر  0.5  در نظر گرفته شده است. میدان تغییرمکان اطراف

ی محدود با در نظر گرفتن صفحه  5.0tK I ،  25.0tK II 3.0و ی بارگذاری برای کل دوره

آید. این رابطه که بر اساس اصل مطابقت الاستیک ـ ( به دست می50-3ی )از رابطهبا استفاده 

شود. با توجه به شکل ویسکوالاستیک به دست آمده است، به منظور یادآوری در اینجا مجدداً تکرار می

(4-12:) 

 الف( -4-19)         



 cos

2
cos

2
1,, 

r
tKttru Ix 
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 ب( -4-19)         



 cos

2
sin

2
1,, 

r
tKttru Iy 

 اول بازشدگی وبرای مد 

 الف( -4-20)         2cos
2

sin
2

1,,  





r
tKttru IIx 

 

 ب( -4-20)         2cos
2

cos
2

1,,  





r
tKttru IIy 

 ( داریم:20-4( و )19-4برای مد دوم بازشدگی معتبر است. لازم به تذکر است که در روابط )

(4-21)  
 

  





t
EEE

E

E
t exp

1

1

1 

1که در آن، 

1

11
 









 EE
است که برای حالت کرنش مسطح  1ثابت کولسوف و   43 

 شود.در نظر گرفته می

در نظر گرفته شده و میدان  3939به منظور حل مسأله به صورت عددی، یک مش منظم 

وم با ( برای مد د20-4ی )( برای مد اول و رابطه19-4ی )تحلیلی دقیق به دست آمده از رابطه

شود. مش به کار گرفته شده در حل این فرضیاتی که پیشتر گفته شد روی مرزهای آن اعمال می

ثانیه بارگذاری در  200ی این مش پس از یافته( نشان داده شده و تغییرشکل13-4سوال در شکل )

دگی ازش( نشان داده شده است که به ترتیب مربوط به مد اول و مد دوم ب15-4( و )14-4های )شکل

 هستند.

( 1شوند: ی کلی تقسیم میها به سه دستهشود، المان( مشاهده می13-4طور که در شکل )همان

( المانی که نوک ترک درون آن قرار 3هایی که ترک از آنها عبور کرده و ( المان2های معمولی، المان

سازی حل و وارد منظور غنیی آزادی مجازی به ب(، تعدادی درجه -13-4دارد. با توجه به شکل )

ی دوم و سوم اضافه شده های دستههای المانکردن میدان تحلیلی نوک ترک در حل مسأله، روی گره

                                                 
1 Kolosov constant 
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ی دوم که ترک های دستهسازی برای المانیافته تابع غنیاست. با توجه به روش اجزای محدود توسعه

رود. برای ای مدل کردن ناپیوستگی به کار میاز آنها عبور کرده است، تابع هویساید بوده که صرفاً بر

-3ی )ی برآمده از حل تحلیلی است که در رابطهسازی بردار پایهی سوم، تابع غنیهای دستهالمان

 ی دوم که با های دستهی المانشدههای غنی( آورده شده است. تعداد درجات آزادی روی گره95

نشان  نوک ترک که با  ی المانشدههای غنیو تعداد درجات آزادی روی گره 2ند، انشان داده شده

 باشد.می 8اند، داده شده

 

 
 )الف(

 

 )ب(

خورده و درجات آزادی های ترکشامل ترک، )ب( المان 3939(: )الف( مش منظم 13-4شکل )

 شدهغنی
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 ثانیه برای مد اول بازشدگی  200الف( پس از  -13-4ی شکل )یافته(: تغییرشکل14-4شکل )
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 ثانیه برای مد دوم بازشدگی  200ب( پس از  -13-4ی شکل )یافته(: تغییرشکل15-4شکل )

در نظر گرفته  Bو  Aهای یافته، نقطهسنجی حل به روش اجزای محدود توسعهبه منظور صحت

اند که مختصات آنها به ترتیب شده   ,5.0r  و   ,5.0r باشد. این دو نقطه در می

دهند اما در دستگاه ی میانی ترک( را به خود اختصاص میدستگاه مختصات دکارتی یک مکان )نقطه

ی موردنظر، گیرند. با استفاده از همین خاصیت، برای نقطهمختصات قطبی بالا و پایین ترک قرار می

( در مد دوم با توجه به CSD2( در مد اول و جابجایی لغزش ترک )COD1ی بازشدگی ترک )جابجای

 ( به شکل زیر قابل محاسبه هستند:20-4( و )19-4روابط )

(4-22)    trutruCOD IyIy ,,,, ,,   

 

(4-23)    trutruCSD IIxIIx ,,,, ,,   

با استفاده از تقریب  از طرفی، جابجایی بازشدگی ترک و جابجایی لغزش ترک بر اساس حل عددی

 ی زیر قابل محاسبه است:یافته، با توجه به رابطهاجزای محدود توسعه

(4-23)            kk

m

k

kj

n

j

j

h HHNN axuxxu   
 11

 

+ و برای میدان پایین ترک برابر 1تابع هویساید بوده که برای میدان بالای ترک برابر  Hکه در آن 

مربوط به درجات آزادی  kمربوط به درجات آزادی معمولی و  jشود. اندیس در نظر گرفته می -1

 غنی شده است.

( جابجایی بازشدگی ترک و جابجایی لغزش ترک به دست آمده از حل 17-4( و )16-4های )شکل

طور که دهند. همانار یکدیگر نشان میتحلیلی و حل عددی را برای مد اول و مد دوم بازشدگی در کن

ی زمانی ها و بازهشود، نتایج حل عددی کاملاً بر حل تحلیلی منطبق است و تعداد المانمشاهده می

 اند.های صحیح را تولید نمودهانتخاب شده در عین حال که متعارف هستند، جواب

                                                 
1 Crack Opening Displacement 

2 Crack Sliding Displacement 
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ودن ضریب شدت تنش وابسته به (، ثابت ب42-3ی )لازم به یادآوری است که با توجه به رابطه

شده ی حلی بارگذاری به معنای ثابت بودن وارد بر مسأله است. بنابراین مسألهزمان در طول دوره

 ( است.2-4ی بارگذاری آن مشابه شکل )ی خزش است و تاریخچهمسأله

 

 بر حسب زمان برای مد اول بازشدگی  COD(: تغییرات 16-4شکل )

 

 بر حسب زمان برای مد دوم بازشدگی CSD(: تغییرات 17-4شکل )
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ی بالا را برای یک مدل پنج پارامتری همچنین صحت حل مسأله [61]کریمی و همکاران حاجی

 اند.یافته نشان دادهماکسول تعمیم

 2ای با ترک مرکزی مایلبرای صفحه 1مد ترکیبی 4-5

( در نظر گرفته شود، به 18-4مطابق شکل ) 3ای شامل یک ترک مرکزی مایلچنانچه صفحه

ی بارگذاری مطابق شکل ی ارائه شده، تاریخچهیافتهسنجی روش اجزای محدود توسعهمنظور صحت

 باشد.می 1( به آن وارد شده است که در آن 4-2)

 

 [59] بار کششی ی ویسکوالاستیک خطی محدود با ترک مرکزی مایل تحت(: صفحه18-4شکل )

ی و رفتار ویسکوالاستیک ماده به صورت یکسان با رفتار ماده 45و  2Wبا در نظر گرفتن 

یافته مورد در وسط ترک به روش اجزای محدود توسعه CSDو  COD، 4-4و  2-4های مسائل بخش

بندی به مقایسه شده است. لازم به ذکر است که مشمحاسبه قرار گرفته و با حل تحلیلی دقیق 

                                                 
1 Mixed mode 

2 Central Crack 

3 oblique 
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ی تقریب اجزای محدود، با توجه به روشی که به وسیله CSDو  CODبوده و  4140صورت منظم 

 200ی صفحه را پس از یافته( تغییرشکل19-4اند. شکل )ذکر گردید محاسبه شده 4-4در بخش 

stثانیه بارگذاری با  5 ( به ترتیب تغییرات 21-4( و )20-4های )دهد. شکلنشان میCOD  و

CSD  به دست آمده از حل تحلیلی و حلXFEM  دهند.را نسبت به زمان نشان می 

 

 ی ویسکوالاستیک خطی محدود با ترک مرکزی مایل تحت بار کششی(: صفحه19-4شکل )
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 برای حالت ترکیبی بر حسب زمان COD(: تغییرات 20-4شکل )

 

 برای حالت ترکیبی بر حسب زمان CSD(: تغییرات 21-4شکل )

(، حل تحلیلی و حل عددی بر یکدیگر منطبق هستند که 21-4( و )20-4های )با توجه به شکل

 دهد.حل اتخاذشده را نشان میصحت راه

 استوانهشبهآزمایش خمش در  بازشدگی ترکمد اول و مد ترکیبی  4-6

 1های بتن آسفالتی( را روی تعدادی از نمونهSCBاستوانه )آزمایش خمش شبه ]69[اخیراً ایم 

(ACدر دماهای مختلف و روی مخلوط آسفالتی ریزدانه )2 (FAM در یک دما انجام داده و نتایج آن )

در دماهایی که با توجه به اینکه رفتار بتن آسفالتی و مخلوط آسفالتی ریزدانه را منتشر ساخته است. 

شود، با فرض همگن به صورت ویسکوالاستیک در نظر گرفته میآزمایش در آنها صورت گرفته است 

آمده توسط ایم به عنوان ورودی برنامه نتایج به دست بودن بتن آسفالتی و مخلوط آسفالتی ریزدانه،

                                                 
1Asphalt Concrete 

2Fine Aggregate Mixture 
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های برنامه با نتایج آزمایشگاهی نامه مورداستفاده قرار گرفته و خروجیده شده در این پایانداتوسعه

 مقایسه شده است.

  

 مشخصات مصالح مورداستفاده 4-6-1

 (ACبتن آسفالتی ) 4-6-1-1

 16اند: ی متفاوت انتخاب شدهو در سه اندازه 1ها از جنس سنگ آهکدر تحقیق ایم، سنگدانه

برابر  ACهای به کار رفته در ی اسمی سنگدانهریزه. بیشینه اندازهمتر و سنگمیلی 4/6متر، میلی

دهد. قیر به کاررفته در ساخت ها را نشان میبندی سنگدانهدانه (3-4)متر است. جدول میلی 5/12

و قیر های به کار رفته باشد. با توجه به آهکی بودن سنگدانهمی PG 64-28 یاز رده بتن آسفالتی

 %4بتن آسفالتی محاسبه شده که در آن به منظور فراهم نمودن  2مورداستفاده، طرح اختلاط حجمی

 وزنی قیر مورد استفاده قرار گرفته است. %6و سایر الزامات،  3فضای خالی

 های به کار رفته در ساخت بتن آسفالتیبندی سنگدانهدانه (:3-4)جدول 

اندازه سنگدانه و 

 شماره الک

19 

 مترمیلی

7/12 

 مترمیلی

5/9 

 مترمیلی
4 # 8# 16# 30# 50# 100# 200# 

 - - - - - - - 89 95 100 مترمیلی 16

 - - - - - - 72 100 100 100 مترمیلی 4/6

 5/3 7 10 14 21 36 100 100 100 100 ریزهسنگ

 5/3 7 10 14 21 36 72 89 95 100 درصد ترکیبی

 

 (FAMریزدانه )مخلوط آسفالتی  4-6-1-2

مخلوط آسفالتی  صورت گرفته است. ACبر اساس طرح اختلاط حجمی  FAMطرح اختلاط 

متر میلی 18/1های کوچکتر از و ریزدانه PG 64-28مورداستفاده در تحقیق ایم حاوی قیر  ریزدانه

                                                 
1Limestone 

2Volumetric Mix Design 

3Air void 
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-انهبندی ریزددانه (4-4)وزنی بوده است. جدول  FAM 8%است. درصد قیر مورداستفاده در ساخت 

طور که مشخص است درصد قیر همان دهد.را نشان می FAMهای مورداستفاده در ساخت 

مورداستفاده در مخلوط آسفالتی ریزدانه بیشتر از درصد قیر مورداستفاده در بتن آسفالتی است که این 

 شود.ها موجب تفاوت در خواص و رفتار آنها میی سنگدانهموضوع در کنار تفاوت اندازه

 های به کار رفته در ساخت مخلوط آسفالتی ریزدانهبندی ریزدانهدانه (:4-4)جدول 

شماره الک و 

 اندازه سنگدانه

(mm) 

16# 

(18/1) 

30# 

(6/0) 

50# 

(3/0) 

100# 

(15/0) 

200# 

(075/0) 

 7/16 3/33 6/47 7/66 100 بندیدانه

 

 تعیین خواص ویسکوالاستیک خطی 4-6-2

، آزمایش مدول دینامیکی مورداستفاده FAMو  ACبه منظور تعیین خواص ویسکوالاستیک خطی 

ها سطح بارگذاری به نحوی در نظر گرفته شده است که تغییرشکل قرار گرفته است. در این آزمایش

کننده رفتار خطی است. بتن آسفالتی در دماهای باشد که تضمین 1میکرواسترین 70تا  50نمونه بین 

ی سانتیگراد مورد آزمایش قرار گرفته و مخلوط آسفالتی ریزدانه در دمای درجه 30و  21، 0،  -10

ی سانتیگراد مورد آزمایش قرار گرفته است. خروجی آزمایش مدول دینامیکی به صورت درجه 21

به ترتیب  (6-4)و  (5-4)های ( در جدول24-4ی )پارامترهای سری پرونی نشان داده شده در رابطه

 ارائه شده است. FAMو  ACبرای 

(4-24)    
1

exp
n

i i

i

E t E E t 



   

 

 زمان است. tمدول بازیابی و  E(t)که در آن 

روش آزمایش مدول دینامیکی آن با  FAMلازم به تذکر است که به دلیل ماهیت ساختاری 

متر و میلی 15هایی به قطر آزمایش متداول مدول دینامیکی بتن آسفالتی متفاوت است و در آن نمونه

 80متر و ارتفاع میلی 150ای به قطر از داخل نمونه (22-4)متر )که مطابق شکل میلی 45ارتفاع 

                                                 
1microstrain 
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گیرند. این در حالی است که به منظور آزمایش مدول اند.( مورد آزمایش قرار میمتر بریده شدهمیلی

متر مورد استفاده میلی 150متر و ارتفاع میلی 100هایی به قطر دینامیکی در مورد بتن آسفالتی نمونه

 گیرند.قرار می

 

 
 FAMهای آزمایش مدول دینامیکی ی تولید نمونه(: نحوه22-4شکل )

 

 خطی بتن آسفالتی در دماهای مختلف(: مشخصات ویسکوالاستیک 5-4جدول )

 دمای مرجع
10-  

 درجه سانتیگراد

 صفر

 درجه سانتیگراد

21 

 درجه سانتیگراد

30 

 درجه سانتیگراد

پارامترهای 

 سری پرونی
i

E 

 MPa 

i
 

 sec 

i
E 

 MPa 

i
 

 sec 

i
E 

 MPa 

i
 

 sec 

i
E 

 MPa 

i
 

 sec 

1 7/7391 1 7/8095 00001/0 4/9095 00001/0 5/9028 00001/0 

2 0/5931 10 2/5312 0001/0 9/6778 0001/0 3/4721 0001/0 

3 0/6561 210 5/4754 001/0 4/7001 001/0 1/4216 001/0 

4 6/4526 310 3/2243 01/0 9/4250 01/0 0/1879 01/0 

5 8/2679 410 9/1089 1/0 2/2286 1/0 9/999 1/0 

6 2/1238 510 5/423 1 4/962 1 9/397 1 

7 9/566 610 6/203 10 7/430 10 7/205 10 

8 6/252 710 8/89 210 8/186 210 2/93 210 

9 1/124 810 3/47 310 8/92 310 0/52 310 

10 0/61 910 5/23 410 3/45 410 2/26 410 

11 6/72 1010 1/9 510 8/53 510 0/34 510 

 1/236 - 7/323 - 3/215 - 5/229 - 
 

 درجه سانتیگراد 21(: مشخصات ویسکوالاستیک خطی مخلوط آسفالتی ریزدانه در دمای 6-4جدول )

 دمای مرجع
21 

 درجه سانتیگراد

 سری پرونیپارامترهای 
i

E 

 MPa 

i
 

 sec 

1 3/20515 000002/0 

2 5/9010 00002/0 

3 6/8776 0002/0 

4 5/4062 002/0 

5 2/2347 02/0 
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6 8/927 2/0 

7 7/455 2 

8 8/183 20 

9 1/95 200 

10 6/43 2000 

11 3/57 20000 

 5/49 - 

 آزمایش مد اول شکست 4-6-3

( نشان داده شده است، 23-4ای طی فرآیندی که در شکل )از یک نمونه استوانه SCBهای نمونه

به ی برقی استفاده شده است که ترکی قائم ها از یک ارهاند. به منظور ایجاد ترک در نمونهتهیه شده

کند. مد ترکیبی در قسمت بعد مورد بررسی قرار خواهد متر در مرکز نمونه ایجاد میمیلی 25ارتفاع 

 گرفت.

 
 SCBی (: فرآیند تهیه نمونه23-4شکل )

، استفاده شده استکنترل به شکل کرنش UTM-25kN، از دستگاه SCBمنظور اجرای آزمایش به 

5به این صورت که نرخ کرنش ثابتی )مثلاً  minmmشود. سپس با استفاده از ( به نمونه وارد می

بازشدگی نوک  -اند منحنی نیروهایی که روی نمونه نصب شدهسیستم پردازش تصویر و به کمک گیج

که آزمایش مد اول تنها روی  ترک در طول آزمایش ترسیم شده و ارائه گردیده است. لازم به ذکر است

-4درجه سانتیگراد صورت پذیرفته است. شکل ) 30و  21، 0،  -10و در چهار دمای  ACهای نمونه

 دهد.را نشان می SCB( ابعاد و اندازه نمونه 24
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متر است. به این معنا میلی 122(، 24-4گاه مفصلی نشان داده شده در شکل )فاصله بین دو تکیه

های متر از کنار نمونه فاصله دارند. آزمایش با اعمال نرخمیلی 14ی ها به اندازهگاهتکیهکه هر یک از 

-متر بر دقیقه صورت گرفته است که در اینجا به منظور صحتمیلی 50و  10، 5، 1کرنش متفاوت 

 متر بر دقیقه مورد بررسی قرار گرفته است. خروجی آزمایش نمودارمیلی 5سنجی تنها نرخ کرنش 

خوردگی موردبررسی قرار گرفته و باشد که تا حد ترک( میNMOD) 1تغییرمکان نوک ترک -نیرو 

 شده مقایسه شده است.دادههای برنامه توسعهبا خروجی

 

 
 ، ابعاد و اندازه و نحوه بارگذاریSCB(: نمونه 24-4شکل )

افزار برای استفاده در نرم (24-4)ی نشان داده در شکل هندسه ،ABAQUSافزار از نرمبا استفاده 

المان به صورت اسمی و  1000دارای  (25-4)سازی شده است. هندسه نشان داده شده در شکل مدل

 المان به صورت واقعی است. 921

 

                                                 
1Notch Mouth Opening Displacement 
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 المان 1000بندی شده به وسیله ، مشSCBنمونه  (:25-4)شکل 

0.05tبا در نظر گرفتن  s  های استفاده از بارگذاری به صورت اعمال کرنش در طول بازه، با

شده و در برابر نیروی محاسبه  یافته محاسبهروابط اجزای محدود توسعهبر اساس  NMODزمانی، 

شده را در طول ترک درجات آزادی غنی (26-4)در محل وارد شدن بار رسم شده است. شکل  شده

-نشان خورده و علامت شده المان ترکی درجه آزادی غنیدهندهنشان دهد. علامت نشان می

درجه آزادی اضافی )در هر یک از  یکی آزادی نوک ترک است که اولی حاوی ی درجهدهنده

 ( است.yو  xدرجه آزادی اضافی )در هر یک از راستاهای  4( و دومی حاوی yو  xراستاهای 

 

 

 شده در راستای ترکدرجات آزادی غنی (:26-4شکل )
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برای اطلاعات آزمایشگاهی  NMODنمودار تغییرات نیرو در برابر  (28-4)و  (27-4)های در شکل

طور که درجه سانتیگراد ترسیم شده است. همان 30و  21های برنامه به ترتیب در دماهای و خروجی

قبولی با یکدیگر های برنامه انطباق قابلو خروجیشود، نتایج آزمایشگاهی در این دو شکل مشاهده می

 دارند.

ی ی عددی را روی نمونهی حاصل از اجرای برنامهیافتهای از حالت تغییرشکل( نمونه29-4شکل )

SCB  نشان می 10درجه سانتیگراد با ضریب بزرگنمایی  21در آزمایش مد اول شکست در دمای-

 دهد.

 

 

 درجه سانتیگراد 21تغییرمکان نوک ترک در دمای  -نمودار نیرو  (:27-4)شکل 
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 درجه سانتیگراد 30تغییرمکان نوک ترک در دمای  -نمودار نیرو  (:28-4)شکل 

 

 

 درجه سانتیگراد در مد اول شکست 21در دمای  SCBی ی عددی نمونهیافتهتغییرشکل (:29-4)شکل 

 

 آزمایش مد ترکیبی شکست 4-6-4

گیرد که آزمایش سنجی، مد ترکیبی شکست مورد بررسی قرار میدر ادامه به منظور تکمیل صحت

 است که دارای ترک ترکیبی ی نمونهصورت گرفته است. هندسه FAMهای مرتبط با آن روی نمونه
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ی در نمونه s/rشود نسبت طور که در شکل مشاهده مینشان داده شده است. همان (30-4)در شکل 

مد اول شکست به تر پیشاست که  ACاست که برابر با نمونه  8/0سنجی برابر با نظر برای صحتمد

 ی آن مورد بررسی قرار گرفت.وسیله

 

 

 8/0با ترک مایل و نسبت دهانه به ارتفاع  SCBی نمونه (30-4)شکل 

ی همان هندسهسازی مسئله مد ترکیبی شکست دقیقاً ی مورداستفاده در مدلبنابراین هندسه

شده برای ترک است. ترک باشد. تنها تفاوت در مسیر تعیینمورداستفاده در مسئله مد اول شکست می

است. بنابراین طول  33/0، برابر a/rشده آن، درجه بوده و طول نرمال 45ی در این مسئله با زاویه

 متر است.میلی 75/24واقعی ترک 

درجه سانتیگراد، با وارد  21در دمای  FAMالاستیک خطی با استفاده از اطلاعات ویژگی ویسکو

متر بر دقیقه، نمودار نیروی تولید شده بر حسب زمان در محل وارد شدن میلی 10کردن نرخ کرنش 

داده های برنامه توسعهکرنش به دست آمده است که این نمودار برای اطلاعات آزمایشگاهی و خروجی

دهد که نشان می (31-4)و موردمقایسه قرار گرفته است. شکل شده در کنار یکدیگر ترسیم شده 

( 32-4شکل ) دهند.قبولی را با یکدیگر نشان میهای برنامه انطباق قابلنتایج آزمایشگاهی و خروجی

 دهد.را در مد ترکیبی شکست نشان می SCBی عددی نمونه یافتهنیز تغییرشکل
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درجه  21در دمای  FAMی حل وارد شدن بار بر نمونهزمان در م -نمودار نیرو  (:31-4)شکل 

 سانتیگراد

 

 

درجه سانتیگراد در مد  21در دمای  SCBی ی عددی نمونهیافتهتغییرشکل (:32-4)شکل 

 ترکیبی شکست
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 آنالیز حساسیت بر اساس دما و سطح تنش 4-7

را  ACدر این بخش به کمک اطلاعات ارائه شده در تحقیق ایم، که خواص ویسکوالاستیک خطی 

ی ( در چهار دما ارائه داده است، تأثیر تغییرات دما و سطح تنش در پاسخ یک ماده5-4مطابق جدول )

تی گیرد. ایم در بررسی خواص ویسکوالاستیک غیرخطی بتن آسفالویسکوالاستیک موردبررسی قرار می

کیلوپاسکال  700تنشی در حدود  ACنشان داده است که مرز خطی بودن رفتار ویسکوالاستیک 

ی است. به منظور بررسی اثر تغییرات دما و سطح تنش روی رفتار ویسکوالاستیک خطی یک ماده

نامه استفاده شده و مطابق با هندسه در نظر گرفته شده در این پایان 4-4ویسکوالاستیک از بخش 

ثانیه بارگذاری به  50که طی آن  شدهبه صورت فرضی طراحی  1ال، یک آزمایش خزش ـ بازیابیمث

ای از نمونه شود.ثانیه باربرداری انجام می 150صورت کشش متقارن در دولبه صورت گرفته و 

 ( نشان33-4ی موردبررسی در ابتدای بارگذاری و انتهای باربرداری در شکل )ی صفحهیافتهتغییرشکل

-4طور که در شکل )دهد. همانداده شده است که شرایط اعمال بار در مسأله را به خوبی نشان می

افتد. بنابراین با توجه به توضیحات ارائه شده شود، بازشدگی ترک در مد اول اتفاق می( مشاهده می33

 کند.در مورد آن معنا پیدا می COD، 4-4در بخش 

 

  

 )ب( )الف(

                                                 
1 Creep-Recovery 
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 ی موردبررسی در )الف( بارگذاری و )ب( باربرداریی صفحهیافتهتغییرشکل(: 33-4شکل )

 

ی تحلیل عددی به صورت نمودارهایی که در ادامه آمده است، قابل مشاهده است خروجی برنامه

ای که اطمینان داریم خطی است( تغییر که در این نمودارها دما ثابت بوده و سطح تنش )در محدوده

 کرده است.

 
 درجه سانتیگراد -10در دمای  ACبر حسب زمان برای  COD( نمودار تغییرات 34-4شکل )
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 در دمای صفر درجه سانتیگراد ACبر حسب زمان برای  COD( نمودار تغییرات 35-4شکل )

 

 

 
 درجه سانتیگراد 21در دمای  ACبر حسب زمان برای  COD( نمودار تغییرات 36-4شکل )
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 درجه سانتیگراد 30در دمای  ACبر حسب زمان برای  COD( نمودار تغییرات 37-4شکل )

 

دهد، به ( مشخص است و محاسبات نیز نشان می37-4( تا )34-4های )طور که در شکلهمان

شود و دلیل رفتار ویسکوالاستیک خطی، با دو برابر شدن تنش، مقدار بازشدگی ترک نیز دو برابر می

به وضوح قابل  CODشود کمااینکه تأثیر افزایش تنش به صورت افزایش حفظ میحالت خطی 

 CODنمودار ( 38-4در شکل )کیلوپاسکال،  100مشاهده است. به منظور بررسی اثر دما، برای تنش 

 .شده استنسبت به زمان در چهار دما در کنار یکدیگر نشان داده 

 
 دماهای مختلفدر  ACبر حسب زمان برای  CODنمودار تغییرات  (:38-4)شکل 
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 گیرینتیجه 4-8

نامه حل ی برنامه توسعه داده شده در روند تحقیقات این پایانهای این فصل به وسیلهی مثالکلیه

قبولی که نتایج حاصل از حل شده و انطباق قابلهای مختلف حلاند. در این فصل، با توجه به مثالشده

های آزمایشگاهی دارند، روش حل عددی محیط گیریتحلیلی و اندازهعددی با نتایج حل 

یافته گیری از روش اجزای محدود توسعهویسکوالاستیک شامل ناپیوستگی )سوراخ یا ترک( با بهره

ی ی ویسکوالاستیک در محدودهشده، چنانچه مادههای حلبا توجه به مثال سنجی شده است.صحت

د ناز اعتبار بالایی برخوردار خواه نتایج حاصل از حل عددی ،و سطح تنش( خطی باشد )با توجه به دما

 بود.
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 گیری و پیشنهاداتنتیجه -5

 

 گیرینتیجه 5-1

های آسفالتی، رفتار پذیری مخلوطبررسی ویژگی ترمیم ی شروعنقطهعنوان این تحقیق به 

 شده مد نظر قرار دادهرا در کنار مکانیک شکست به عنوان دو تئوری شناختهویسکوالاستیک این مواد 

سازی یک محیط یافته را به عنوان ابزاری مناسب برای مدلو روش اجزای محدود توسعه

 براز روابط حاکم به این منظور ابتدا مختصری  به کار بسته است.ویسکوالاستیک خطی حاوی ترک 

رفتار ویسکوالاستیک ارائه شد. سپس با تلفیق مکانیک شکست الاستیک خطی و رفتار ویسکوالاستیک 

خوردگی یک محیط ویسکوالاستیک خطی از طریق به کارگیری اصل مطابقت، مفاهیم مربوط به ترک

ا در نظر گرفتن مدل ب بندی افزایشی روابط بنیادی ویسکوالاستیسیتهمطرح شده و الگوریتم فرمول

ارائه شد. در ادامه نیز روابط مربوط به اجزای محدود  یافته به عنوان مدل رفتاری مبناماکسول تعمیم

نامه حل تحلیلی میدان شایان ذکر است که برای نخستین بار در این پایانیافته بیان شد. توسعه

برای ی توانی در نظر گرفتن معادلهبا ی ویسکوالاستیک برای یک مادهتغییرمکان اطراف نوک ترک 

سازی . همچنین استخراج توابع غنییافته ارائه شده استبه جای مدل ماکسول تعمیممدول بازیابی 

ذاتی برای حالت ویسکوالاستیک و چگونگی استفاده از آن در قالب الگوریتم حل بازگشتی مدل 

درنهایت نیز چند مثال عددی جهت  است.یافته از دیگر دستاوردهای مهم این تحقیق ماکسول تعمیم

های حل های ناشی از حل مسأله با جوابی جوابو صحت آن با مقایسه کنترل روش ارائه شده

 تحلیلی و نتایج آزمایشگاهی بررسی شده است.
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 :ه استنامه نتایج زیر حاصل گردیدبا انجام این پایان

 ی الاستیک در مکانیک اکم بر مادهبا توجه به اصل مطابقت، چنانچه حل تحلیلی میدان ح

ی ویسکوالاستیک خطی با در شکست الاستیک خطی موجود باشد، میدان حاکم بر ماده

یافته برای مدول بازیابی به صورت بالقوه وجود خواهد نظر گرفتن مدل ماکسول تعمیم

ی به داشت، به این معنا که با افزایش تعداد پارامترهای این مدل پیدا کردن حل تحلیل

 صورت فشرده، دشوار و بعضاً غیرکاربردی خواهد شد.

  در نظر گرفتن قانون توانی برای مدول بازیابی موجب خواهد شد که همواره حل تحلیلی

-ی ویسکوالاستیک با توجه به میدان حاکم بر مادهفشرده )بسته( میدان حاکم بر یک ماده

 ی الاستیک همسان با آن قابل محاسبه باشد.

  سازی ذاتی در حالت ویسکوالاستیک خطی تفاوتی با حالت الاستیک خطی غنیبردار

 نداشته و یکسان هستند.

 ای با صفحهای و برونصفحهیافته در حالت دوبعدی و رفتار دروناجزای محدود توسعه

-نخورده و ترکی ویسکوالاستیک ترکی محاسباتی مناسب رفتار مادهدقت بالا و هزینه

 کند.بینی میخورده را پیش

 های مسأله نداشته ی زمانی و تعداد المان در نظر گرفته شده تأثیر مستقیم روی جواببازه

-ای یا برونصفحهی ویسکوالاستیک خطی با رفتار درونو حل عددی برای یک مسأله

 .شودیافته به سرعت همگرا میی اجزای محدود توسعهای به وسیلهصفحه

 ترکیبی  مدیافته برای مد اول و مد دوم شکست و همچنین روش اجزای محدود توسعه

محدودیتی برای حل ی قرارگیری ترک، هندسه و نحوهنظر از و  درستی داشته بینیپیش

 مسأله وجود ندارد.

 پیشنهادات 5-2

 باشند:نامه پیشنهادات زیر قابل انجام میی تحقیقات انجام شده در این پایاندر راستای ادامه 

 برای بیان مدول  یافتهکسری به جای مدل ماکسول تعمیمتر جامعهای از مدل استفاده

 بازیابی

 شده به در نظر گرفتن رفتار ویسکوالاستیک غیرخطی برای حالتی که سطح تنش اعمال

 های آسفالتی بیشتر از حد متعارف است.مخلوط
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 ر نرخ بر اساس معیا در نظر گرفتن رشد و گسترش ترک در محیط ویسکوالاستیک

 1آزادسازی انرژی

 2ی روش ترک چسبندهسازی بسته شدن ترک به وسیلهمدل 

 گیری و ی شکلتلفیق مکانیک خرابی پیوسته با روش ارائه شده به منظور بررسی نحوه

های خوردگی در یک محیط بدون ترک با لحاظ کردن خاصیت ترمیم در دورهآغاز ترک

 باربرداری

 بعدیتعمیم روش برای حالت سه 

 تعمیم روش برای حالت دینامیکی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 
1 Energy release rate 

2 Cohesive Crack 
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Abstract 

Analysis of asphalt mixture as a three-phase composite including asphalt binder, 

aggregate and air voids has a number of ambiguities caused by time, temperature and 

loading rate dependency of the asphalt binder. Due to asphalt binder characteristics, 

the asphalt mixture behaves as a viscoelastic material. One of the major rheological 

properties of an asphalt binder is its healing, which especially appears in unloading or 

rest periods and increases the stiffness and strength, which are usually decreased 

during the loading period. Therefore, the study of mechanical behavior of a 

viscoelastic material in loading and unloading conditions becomes important in 

understanding the healing characteristics of asphalt mixtures. With regards to the fact 

that cracking is the most important source of pavement failure, a cracked viscoelastic 

medium is studied. The problem is considered in two-dimensions and the linear 

viscoelasticity is combined with the linear elastic fracture mechanics (LEFM), to 

develop a new theory of linear viscoelastic fracture mechanics. 

The extended finite element method (XFEM) is used in this research as the numerical 

approach to solve viscoelastic problems. This method is developed to overcome 

drawbacks of finite element method (FEM) in modeling problems containing various 

types of discontinuity. The basic concept of XFEM is to enrich the approximation 

space in order to reproduce certain features of the problem of interest, in particular 

discontinuities such as cracks or interfaces. Low computational cost and mesh 

independency are the main reasons for selection of XFEM. Implementing the linear 

viscoelastic fracture mechanics, the basic enrichment functions are determined and 

implemented within an existing XFEM code. This function is proved to be similar to 

basic enrichment function for linear elastic fracture mechanics. 

A number of numerical examples are presented to verify the proposed method and the 

results are compared with analytical and experimental solutions. In-plane problems 

including a plate with a hole, mode I and II fractures in an infinite plate and mixed 

mode oblique cracks are verified using the analytical solution. The out of plane 

behavior of a viscoelastic material is verified using the results of the bending beam 

rheometer (BBR) test. Also, mode I and mixed mode fracture of a asphalt concrete 

specimen is verified by the results of semi-circular bending (SCB) test and 

corresponding sensitivity analysis. 

Keywords: Asphalt Mixture, Linear Viscoelastic, Fracture Mechanics, Extended 

Finite Element Method.  
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